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Metaheurystyka pszczela
w kolorowaniu wierzcholkow grafu

1. Wprowadzenie

Ze wzgledu na szerokie spektrum zastosowan, problemy silnie NP-trudne pozostaja
interesujacym obszarem badawczym zaréwno dla specjalistow z matematyki dyskretne;j,
jak 1 informatykow. Bardzo cz¢sto badane sa tu, pod katem efektywnosci procesu poszuki-
wania, metaheurystyki inspirowane przez natur¢. Obserwacja biologicznych uktadow
emergentnych, takich jak roje owadow, pozwolita na odkrycie statystycznych proceséw
samoorganizacji wykorzystanych m. in. do optymalizacji dyskretnej. Poczawszy od roku
2005, praca [1] wykonana w Manufacturing Engineering Centre, Cardiff University, UK,
badana jest metaheurystyka pszczela nalezaca do podejs¢ rojowych (por. [2-5]). Powstaje
tu pytanie, czy mozemy spodziewaé si¢ w przypadku stosowania algorytméw bedacych
konkretnymi realizacjami tej metaheurystyki lepszych rezultatéw optymalizacji silnie trud-
nych probleméw kombinatorycznych w poréwnaniu do takich, klasycznych juz w tej chwi-
li i numerycznie przebadanych metaheurystyk, jak genetyczna czy ewolucyjna oraz mrow-
kowa. Wsrod trudnych probleméw kombinatorycznej optymalizacji szczegoélne miejsce
zajmuja problemy permutacyjne, gdzie rozwigzaniem problemu jest kolejnos¢ wykonywa-
nia okreslonych zadan czy czynnosci, a takze kolejnos¢ przydziatu specyficznych (z zakre-
sy waskiego gardta) zasobow.

Kolorowanie graféw, w ogdélnym przypadku silnie NP-trudny problem optymalizacji
kombinatorycznej, jest ciagle interesujacym problemem badawczym dla wielu specjalistow
[6-8]. Klasyczny, wierzchotkowy problem kolorowania grafu polega na przypisaniu wierz-
chotkom grafu jednego z kolorow (nazwy, liczby porzadkowej) tak, azeby zaden z sasied-
nich wierzchotkow nie miat tego samego koloru. Przyjeto, ze wierzchotkowym dopuszczal-
nym k-kolorowaniem grafu G = (V, E) jest surekcja x: V — {1, 2, ..., k}, gdzie x(i) # x(j)
jezeli {i, j} € E. Problem optymalizacji polega na wyznaczeniu pokolorowania x minimali-
zujacego liczbg zastosowanych koloréw: k — min.
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Historycznie, profesor uniwersytetu w Cambridge A. Cayley w roku 1879 postawit
pierwszy problem kolorowania wierzchotkow grafu na spotkaniu Londynskiego Towarzy-
stwa Matematycznego, w celu ustalenia sposobu kolorowania map administracyjnych mini-
malna liczba koloréw. W tym samym roku jego uczen A. Kempe podat dowdd twierdzenia,
iz 4 kolory wystarcza do pokolorowania dowolnej dwuwymiarowej mapy. Jednak w 1890
matematyk P. Heawood wskazat btedy w dowodzie Kempe’a, podajac wiasny dowod doty-
czacy kolorowania za pomoca 5 barw. Poprawny dowod dla czterech kolorow przeprowa-
dzili dopiero w 1976 roku K. Appel i W. Haken polegajacy na rozpatrzeniu 1936 typow
map, wspomagany obliczeniami komputerowymi.

Sytuacje w ktorych nalezy unika¢ okreslonych konfliktow pomigdzy obiektami, sg czg-
sto modelowane jako problemy kolorowania grafow. Jesli do wykonania zadan i oraz j re-
prezentowanych przez wierzcholki grafu w konkretnym przedziale czasu potrzebne sa zbio-
ry $rodkow S(i) i S(j) oraz ma miejsce konflikt S(i) N S(j) # &, to taczac wierzcholki i, j
krawedzia {i, j} zapewniamy tym zadaniom, w dopuszczalnym pokolorowaniu, inne prze-
dziaty czasu realizacji, a w optymalnym pokolorowaniu minimalng liczbg przedziatéw re-
alizacji wszystkich planowanych zadan.

2. Metaheurystyka i algorytm pszczeli

2.1. Mataheurystyka pszczela

Dla wygody Czytelnika, ponizej zaprezentowano krotki opis metaheurystyki pszczelej
inspirowanej przez organizacj¢ pszczot miodnych poszukujacych pozywienia; streszczenie
opracowano na podstawie [1]. Podstawowa cecha organizacji zerowania pszczot naslado-
wang w metaheurystyce jest stosowanie i przetwarzanie populacji rozwiazan w kazdej itera-
cji, przy czym wyjsciem kazdej iteracji jest takze populacja rozwigzan. Parametry metahe-
eurystyki:

m — liczba wybranych lokalizacji zagonéw kwiatowych z n odwiedzonych przez
zwiadowcow,
e — liczba najlepszych, elitarnych, lokalizacji zagonow wybranych z m,

nep — liczba pszczot rekrutowanych dla e najlepszych lokalizacji,
nsp — liczba pszczot rekrutowana dla pozostatych (m-e) wybranych lokalizacji,

Pseudokod metaheurystyki pszczele;j.

Inicjalizuj populacj¢ n rozwiazan losowych i ocen ich jakos¢ (fitness).

while (nie wystapi kryterium stopu) //Formowanie nowej populacji.

Wybierz m lokalizacji do przeszukiwania sasiedztwa.

Rekrutuj pszczoly do wybranych lokalizacji (wigcej pszczot — nep — dla najlepszych e
lokalizacji i mniej — nsp — dla pozostatych (m-¢) ) i ocen ich jakosc.

Wybierz najlepsza pszczole z kazdego zagonu kwiatowego

Przydziel pozostate pszczoty do losowego szukania i ocen ich jakosc¢.

7. end while
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Poszukiwania rozpoczynaja si¢ od losowego umieszczenia n zwiadowcow w zbiorze
rozwiazan i oceny ich jakosci. W kroku 3, pszczoly o najwyzszej jakosci sa wytypowa-
ne jako ,,pszczoty wybrane” i lokalizacje odwiedzone przez nie sa wybrane do pelnego
przeszukiwania sasiedztwa. Nastgpnie, w krokach 4 i 5, algorytm prowadzi poszukiwania
w sasiedztwie wybranych lokalizacji, przydzielajac wigcej pszczot do przeszukiwania w po-
blizu e najlepszych lokalizacji. Pszczoty moga by¢ wybrane bezposrednio zgodnie z ich
jakos$cia zwiazana z lokalizacjami, ktére odwiedzaja. Alternatywnie, wartosci jakoSci sa
zastosowane do okreslenia prawdopodobienstwa wyboru pszczot. Poszukiwanie w sasiedz-
twie e najlepszych lokalizacji, ktore reprezentuja bardziej obiecujace rozwiazania, jest
wykonywane bardziej szczegdtowo przez rekrutacje wigkszej liczby pszczot, nep, anizeli
dla pozostatych wybranych (m-e) — nsp, nsp < nep.Ta réoznicowana rekrutacja jest kluczo-
wa operacja algorytmu pszczelego.

W kroku 5, z kazdego zagonu kwiatowego tylko pszczola z najwyzsza ocena jako-
Sci jest wybierana do nastgpnej populacji. W naturze nie ma takiego ograniczenia. Zostato
ono wprowadzone w celu redukcji punktéw eksploracji. W kroku 6 pozostate pszczoty po-
pulacji sa przydzielone losowo w przestrzeni rozwiazan, przeszukujac nowe potencjalne
rozwiazania.

2.2. Algorytm pszczeli

Ponizej przedstawiono badany algorytm pszczeli AP uscislajacy funkcje metaheury-
styki pszczelej dla probleméw optymalizacji kombinatorycznej, gdzie zagony kwiatowe sa
definiowane jako sasiedztwa poprawianych rozwiazan. Parametry algorytmu:

pocz — poczatkowa liczba pszczot zwiadowcow,

m  — liczba wybranych lokalizacji z n odwiedzonych przez zwiadowcow,

e  — liczba najlepszych (elitarnych) lokalizacji wybranych z m,

nep — liczba pszczot rekrutowanych dla e najlepszych lokalizacii,

nsp — liczba pszczot rekrutowana dla pozostatych (m-e) wybranych lokalizacji,
k  — liczba okreslajaca wielko$¢ przeszukiwanego sasiedztwa.

Pseudokod algorytmu pszczelego AP
dla probleméw optymalizacji kombinatorycznej

1. Inicjalizuj populacje P sktadajaca si¢ z pocz losowo wybranych rozwiazan z przestrze-
ni szukania, ocen ich jako$¢ (fitness) i zapamigtaj najlepsze jako best oraz ustal war-
tos¢ k (k= 1).

2. Z populacji P wybierz m najlepszych rozwiazan, zbior M = {1, ..., m}, ze zbioru M
wybierz e najlepszych — elitarnych — rozwiazan, zbior EL = {1, ..., e}, i zapamigtaj
najlepsze rozwiazanie zbioru EL jako bestEL , gdzie ELC M oraz e < m-e < m < pocz.
Wyznacz najlepsze aktualne rozwiazanie best := arg min {Q(best), Q(bestEL)}.

3. Jezeli jest spelniony warunek zatrzymania obliczen (np. wykonanie zadanej liczby
iteracji, wykonanie zadanej liczby iteracji bez poprawy rozwiazania best) to STOP;
wyjscie: best, Q(best).
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4. Dlakazdego i € EL z sasiedztwa W(i) wybierz losowo e; rozwiazan, gdzie X; € gy e~ nep.
Dla kazdego ie {M-EL} z sasiedztwa W(i) wybierz losowo m; rozwiazan, gdzie
%€ (ppry M; = nsp oraz nsp < nep; wybrane rozwiazania tworza nowa populacjg P.
Przejdz do kroku 2. // Formowanie nowej populacji: rekrutacja pszczét do wybranych
lokalizacji (wigcej pszczot dla najlepszych e lokalizacji).

Algorytm rozpoczyna od losowego umieszczenia pocz zwiadowcOw w przestrzeni po-
szukiwan i ocenie jakosci odwiedzonych lokalizacji. W kroku 2 pszczoly o najwyzszej ja-
kosci sa wytypowane jako ,,pszczoly wybrane” i lokalizacje odwiedzone przez nie sg wy-
brane do przeszukiwania sasiedztwa. Nastgpnie, w kroku 4 algorytm prowadzi poszukiwa-
nia w sasiedztwie wybranych lokalizacji, przydzielajac wigcej pszczot do przeszukiwania
w poblizu e najlepszych lokalizacji. Poszukiwanie w sasiedztwie e najlepszych lokalizacji,
ktore reprezentuja bardziej obiecujace rozwiazania, jest wykonywana bardziej szczegodto-
wo przez rekrutacje wigkszej liczby pszczot anizeli dla pozostatych wybranych (m-e); ta
roznicowana rekrutacja jest kluczowa operacja algorytmu pszczelego.

Definicje sasiedztwa W (i) dla i € P w przypadku optymalizacji kombinatorycznej, gdzie
rozwigzaniem jest n-elementowa permutacja w. Niech © = (7(1), ..., 7((i), ..., ®(j), ...., (1))
jest permutacja zbioru n elementowego. Przyjgto, ze rozwiazanie T sasiednie do T jest wy-
znaczone przez operacje ruch(m, i, j) , i, j € {1, ..., n) polegajaca na przestawieniu elemen-
tow (i) i m(j) permutacji T, tj.: nl = (n(1), ..., ©(j), ..., 7)), ..., ©(n)) = ruch(m, i, j).

Sasiedztwo W (m), k = 1,2, ... jest to zbior wszystkich rozwiazan otrzymanych z roz-
wiazania T przez k operacji ruch:

W (m) = {* : 7 = ruch(n*, i, j), i,j e {1, .., n}}
™ = ruch(2, 0, ), i,je {1,..n}} k=1,2, ...

Wybor losowy rozwiazan z sasiedztwa W, oznacza, ze w kazdym z k ruch6w liczby i, j
sa losowo wybierane; rozktad rownomierny, ze zbioru {1, ..., n}.

W badanym algorytmie AP wprowadzono pewne modyfikacje w stosunku do klasycz-
nej juz metaheurystyki, gdzie przeszukiwane jest pelne sasiedztwo rozwiazan zbioréw E
i M-E. W propozycji zastosowano sasiedztwo z parametrem k, W,(), ktorego wartosc,
a wigc 1 liczno$¢ sasiedztwa, jest parametrem algorytmu i podczas wstepnych badan nume-
rycznych moze by¢ dobierane przez uzytkownika. Z kazdego sasiedztwa wybierana jest
losowo ustalona liczba rozwiazan, mozna wigc przeszukiwac rézne sasiedztwa w rozsad-
nym czasie, sprawdzajac tylko nieduza liczbg rozwiazan w kazdym. Dodatkowo, przeszuki-
wanie losowe wigkszych sasiedztw umozliwia likwidacje kroku 6 metaheyrystyki, a przez
to uproszczenie algorytmu, szczegdlnie w zakresie doboru jego parametrow eksploatacyj-
nych. Zauwazmy jeszcze, ze realizacja kroku 6 jest niezbedna dla roju pszczot do adaptacji
procesu poszukiwania nowych zagonéw kwiatowych w zwiazku ze zmieniajaca si¢ pora
kwitnienia roznych gatunkow. Wydaje sig, ze w przypadku poszukiwania dobrych rozwia-
zan problemow kombinatorycznych, probleméw statycznych, wystarczy na poczatku obli-
czen wygenerowa¢ dostatecznie duza populacjg poczatkowa.
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3. Kolorowanie wierzcholkow grafu

Problem kolorowania wierzchotkow grafu prostego G = (V, E) jest w og6lnym
przypadku silnie NP-trudny [6, 7], wobec tego jest merytorycznie uzasadnione stosowa-
nie wielomianowych algorytméw heurystycznych, wsrod ktorych wazne miejsce zajmu-
ja algorytmy permutacyjne, gdzie wierzchotki zbioru V sa uszeregowane w permutacjg
n = (n(1), ..., n(j), ..., W(n)), 7(j) € V. Permutacja w okresla rozwiazanie problemu kolorowa-
nia, k-kolorowanie k = k(m), w sposob jednoznaczny, jezeli przyjaé regule kolorowania po-
legajaca na przydziale kolejnym wierzchotkom permutacji najmniejszego dopuszczalne-
go koloru. Doktadnie: x(n(1)) = 1, dla j = 2, 3, ..., n: x(n(j)) = min {k : k = 1, x(n(i) # k dla
{n(i), n()} e £,i=1,2, ..., j-1}.

Dla dowolnego grafu G mozna znalez¢ taka permutacj¢ 7, ze wykonanie wymienionej
powyzej reguly kolorowania prowadzi do pokolorowania optymalnego. Wystarczy w tym
celu wzia¢ jedno z pokolorowan optymalnych x i szeregowa¢ wierzchotki grafu w kolejno-
$ci niemalejacych kolorow x(m(i)) < x(n(j)) dla i < j. Dla takiego uszeregowania pokoloro-
wanie y wyznaczone przez regul¢ kolorowania spelnia nierownosé¢ y(m(i)) < x(n(i)) , dla
1< i< n,awigc jest to takze pokolorowanie optymalne. Celem algorytmoéw permutacyj-
nych kolorowania jest wyznaczenie permutacji numer6w wierzchotkow grafu ktora, po za-
stosowaniu reguly kolorowania, wyznacza optymalne lub bliskie do optymalnego pokolo-
rowanie wierzchotkow grafu.

Podstawowe algorytmy konstrukcyjne szeregowania wierzcholkow zbioru V w permu-
tacje T to:

— Algorytm LF (Largest-First), gdzie wierzchotki sa szeregowane w kolejnosci nie-
rosnacych stopni deg(j) wierzchotkéw j € V, tj.: deg(n(j+1)) = deg(n(y)), j =1, 2, ...,
n—1.

— Algorytm SL (Smallest-Last) zaproponowany przez D. Matule.

— Algorytm SLF (Saturated Largest First), w ktorym kolorowanie wierzchotkéw odby-
wa si¢ na podstawie stopnia nasycenia wierzchotka, czyli liczby réznych kolorow,
uzytych do pokolorowania jego sasiadow.

Zauwazmy, ze powyzsze algorytmy konstruuja uszeregowanie, w czasie wielomiano-
wym, na podstawie lokalnej informacji o strukturze grafu, jaka jest stopien wierzchotkdw.
Dla kazdego z nich mozna wskaza¢ przyktady, dla ktorych uzyskanie pokolorowania opty-
malnego jest niemozliwe. Losowy algorytm permutacyjny, gdzie szeregowanie wierzchot-
kéw wykonywane jest losowo, ma szans¢ wyznaczy¢ dla dowolnego grafu pokolorowanie
optymalne, ale $rednio liczba zastosowanych kolorow przez ten algorytm jest wigksza niz
przez algorytmy LF, SL, SLF [6, 7]. W nastgpnym punkcie przedstawiono wyniki badan
komputerowych zastosowania algorytmu pszczelego do kolorowania, porownujac je z naj-
prostszym algorytmem konstrukcyjnym LF.
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4. Eksperymenty komputerowe

W tabeli 1 przedstawiono wybrane wyniki badan komputerowych oméwionego algo-
rytmu AP wykonane dla losowo wygenerowanych grafow prostych z liczba wierzchotkow
n = 100 1 dodatkowo scharakteryzowanych przez ggsto$¢ krawgdzi GE. W wykonanych
eksperymentach obliczeniowych populacja poczatkowa skladata si¢ z 500 wygenero-
wanych losowo permutacji. Pozostate parametry algorytmu AP byty nastepujace: m = 30,
e = 14, nep = 70, nsp = 30 oraz k = 5, warunkiem stopu algorytmu bylo wykonanie 3.
iteracje bez poprawy liczby koloréw. Na rysunku 1 przedstawiono procentowe poréwnanie
wynikéw zamieszczonych w tabeli 1.

Tabela 1
Zestawienie liczby koloréw uzytych przez algorytmy pszczeli AP
oraz konstrukcyjny LF, gdzie GE — ggsto$¢ krawedzi grafu

Lp. | GE| AP | LF Lp. | GE| AP | LF Lp. |GE| AP | LF Lp. | GE| AP | LF
1 10,57| 24 23 24 1024 11| 12 47 10,21 10 10 70 10,191 9 9
2 (057 25 23 25 1023 11 ] 11 48 10,20 10 10 71 10,19 9 9
3 [055] 25 24 26 10,23 11| 11 49 10,20 10 9 72 10,191 9 9
4 (053] 24 22 27 10,23( 10| 11 50 10,20 10 11 73 10,18| 10 9
5 10,53 23 21 28 10,23 11| 11 51 10,20 10 10 74 10,18 9 10
6 (052] 23 24 29 10,23 10| 10 52 10,20 10 10 75 10,18 9 9
7 (052] 23 22 30 10,23 11| 10 53 10,20 10 10 76 10,18 9 9
8 [051] 22 23 31 |022( 11 | 11 54 10,20 10 9 77 10,18 9 9
9 (050] 23 23 32 10,22 11| 11 55 10,20 10 10 78 10,17| 9 10
10 10,50 22 20 33 10,22 10 | 11 56 10,20( 9 10 79 10,17 9 9
11 10,50 22 22 34 1022 11 ] 11 57 10,20( 9 10 80 10,17 9 9
12 10,49| 21 21 35 10,22 11| 10 58 10,20 10 9 81 10,17 9 9
13 10,48| 21 20 36 10,22 10| 11 59 10,20 10 10 82 10,171 9 9
14 10,47| 21 21 37 10,21 10 | 11 60 10,20| 10 9 83 10,17 9 9
15 [0,46| 10 10 38 10,21 10 | 10 61 10,191 9 10 84 10,17 8 9
16 |0,45| 20 19 39 10,21 10| 11 62 10,19| 10 10 8 10,17 9 9
17 |0,45| 18 19 40 10,21 10| 11 63 10,191 9 9 8 10,17 9 9
18 0,42 19 18 41 10,21 10| 10 64 10,19| 10 10 87 10,17 8 9
19 |040| 18 18 42 10,21 10 | 11 65 10,191 9 10 88 10,16 9 9

20 10,25| 11 12 43 10,21 10 | 10 66 10,19| 10 9 89 10,16 9 9
21 10,25] 11 11 44 10,21 10 | 10 67 10,191 9 10

22 1024 11 11 45 10,21 10 | 10 68 10,19| 10 9

23 10,241 12 12 46 10,21 11 | 11 69 10,191 9 10
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[ AP zwrocit wynik lepszy niz LF

B AP zwrécit wynik podobny do LF

B AP zwrocit wynik gorszy niz LF

Rys. 1. Procentowe porownanie wynikow badan algorytmu AP z algorytmem LF

5. Zakonczenie

W pracy zaproponowano algorytm pszczeli AP dla permutacyjnych problemow
optymalizacji kombinatorycznej i przeprowadzono wstgpne badania numeryczne jego efek-
tywnosci w kolorowaniu wierzchotkéw grafu prostego. Wyniki uzyskane w kolorowaniu
losowo wygenerowanych grafow poréwnano z wynikami standardowego algorytmu kon-
strukcyjnego LF.

Odnotujmy, ze algorytmy pszczele bazuja tylko na przeszukiwaniu sasiedztwa, cha-
rakteryzujac si¢ dodatkowo reguta: intensywniej przeszukuj sasiedztwa lepszych rozwia-
zan. Algorytmami z przeszukiwaniem tylko sasiedztwa poprawianych rozwiazan sa migdzy
innymi, od wielu juz lat eksploatowane, algorytmy MSLS (multiple start local search)
i VNS (variable neighbourhood search) i trudno spodziewaé si¢ uzyskania od nich lep-
szych wynikow szukania. Wydaje sig, ze do silnie trudnych probleméw optymalizacji kom-
binatorycznej lepiej jest stosowac¢ algorytmy hybrydowe typu GLS (genetic local search)
czy GTS (genetic tabu search), gdzie przeszukiwanie sasiedztwa jest wspierane przez ope-
ratory krzyzowania, ktorych wynalezienie zdecydowanie przyspieszylo w przyrodzie pro-
ces ewolucji.
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