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Regulator minimalnoenergetyczny
dla obiektu II rz¢du o niepewnych parametrach

1. Uwagi wstepne

W pracy rozwazono problem syntezy zamknigtego uktadu regulacji dla obiektu II rzg-
du o niepewnych parametrach, czegsto spotykanego w praktyce przemystowej (serwome-
chanizmy). Regulator ma zapewni¢ przeprowadzenie obiektu ze stanu poczatkowego do
koncowego (zazwyczaj zerowy punkt rownowagi) przy mozliwie matym zuzyciu energii
potrzebnej do tego celu i w mozliwie krotkim czasie w catym obszarze niepewnych parame-
trow obiektu. W celu syntezy regulatora nalezy skonstruowaé wskaznik jakos$ci, opisujacy
zuzycie energii podczas sterowania. Wskaznik ten jest funkcja niepewnych parametrow
obiektu oraz parametréw regulatora.

W pracy omdéwiono nastgpujace zagadnienia:

— Rozwazany obiekt regulacji o niepewnych parametrach.
— Zamknicty uktad regulacji dla obiektu.

— Funkcje kosztu i zadanie syntezy regulatora.

— Przyktad.

— Uwagi koncowe.

2. Rozwazany obiekt regulacji

Rozwazany obiekt regulacji jest opisany w najbardziej ogélnym przypadku liniowym
réwnaniem rozniczkowym II rzedu o niepewnych parametrach, przy czym do opisu zasto-
sujemy macierzowe rownanie rozniczkowe o nastgpujacej postaci:

X(t) = A(q)x(t) + Bu(t)
y(@) =Cx(1)

(M
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W réwnaniu (1) x(¢) € R?, u(t) € R, y(f) € R. Rozwazania ograniczymy do przedzia-
lowej macierzy stanu systemu (macierz Frobeniusa):

A(g) = 01 2
D=0 4 2
Element ¢ macierzy stanu (2) jest dodatnia liczba przedziatowa:

q=[@6} 0<g<q (3)

Zaktadamy, Zze macierze sterowania i wyjscia sa doktadnie, przy czym
0
B=| | c=[1 0] “)

Transmitancja operatorowa G(s, q) = C(sI — A(q))le obiektu wyznaczona na podsta-
wie (1)—(6) jest funkcja niepewnego parametru obiektu i ma nastgpujaca postac:

6.~ — )

Obiekt opisany przez rownosci (1)—(4) Iub (5) i (3) reprezentuje duza klasg rzeczywi-
stych obiektow regulacji, do ktorych zaliczamy np. serwomechanizmy i pewnego typu na-
pedy elektryczne.

Widmo systemu moze by¢ wyznaczone jako zbidr rozwiazan przedzialowego réwna-
nia charakterystycznego systemu o nastgpujacej postaci:

det(M—A(q))z?L2+q7L=0 (6)

Widmo systemu (5) rozwazanego w pracy zawiera dwie wartosci wlasne (zobacz (6)):
jedna z nich jest rowna zero, a druga jest rowna wprost niepewnemu parametrowi obiektu:

(7

Widmo przedziatowe rozwazanego systemu jest zbiorem obu przedzialowych wartosci
wlasnych opisanych przez (7), przy czym

2
Ag) =N (@) ®)
i=1

W przypadku rozwazanego obiektu jedna z warto$ci wlasnych jest rowna zero, a druga
jest wprost rowna niepewnemu parametrowi (zobacz (3)).
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3. Zamknig¢ty uklad regulacji dla obiektu

Zamknigty uktad regulacji dla rozwaznego obiektu pokazany jest na rysunku 1.

R(s) _, E(s) U(s)

G(s) Ye) B

G(s,q)

Rys. 1. Zamknigty uktad regulacji

W rozwazanym uktadzie regulacji obiekt jest opisany transmitancja G(s,q) (5), a regu-
lator jest opisany transmitancjg G,(s). W dalszej czgsci pracy rozwazymy regulator propor-
cjonalny.

Dla uktadu pokazanego na rysunku 1 mozna poda¢ powszechnie znane podstawowe
zaleznosci pomigdzy transformatami Laplace'a: wielkosci regulowanej Y(s), sterowania
U(s), uchybu regulacji E(s) oraz wartosci zadanej R(s). Sa one opisane nastgpujacymi row-
no$ciami:

Y = 060G ()

1566, )G, (5) )

G, (5)

V=166, 06, 0)

R(s) (10)

1

" 1566, )G, 0) " v

E(s)

Zatdézmy, ze jako regulator zastosowany zostal regulator proporcjonalny o wzmocnie-
niu k,, a na wejscie uktadu regulacji podano skok jednostkowy wartosci zadanej, co impli-
kuje, ze R(s) = 1/s. Wtedy po uwzglednieniu (5) rownania (9)—(11) przyjma postac:

i (12)

Y(s) =
s(s“+qs+k,)

U(S)sz(s—"_q) (13)
s +qs+k,
E(s)z# (14)

s +gs+k,
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Zaktadamy, ze wartos¢ wzmocnienia regulatora jest zdeterminowana przez techniczne
mozliwos$ci jego realizacji, co mozna opisaé nastgpujaco:

ke K, ={k e R:0<k<k™ R (15)

Na podstawie (12), (13) lub (14) mozna stwierdzi¢, ze rozwazany uktad regulacji dla
dodatnich wartosci niepewnego parametru ¢ oraz wzmocnienia regulatora £, (a tylko takie
wartosci maja sens fizyczny) jest uktadem strukturalnie stabilnym.

4. Funkcje kosztu i zadanie syntezy regulatora

Funkcja kosztu dla rozwazanego ukladu sterowania zalezy zaré6wno od niepewnych
parametrow obiektu, jak i parametrow regulatora. W rozwazanym przypadku powinna ona
opisywaé zuzycie energii podczas sterowania oraz czas regulacji. Dla ustalonej wartosci
niepewnego parametru obiektu ¢ moze ona by¢ zapisana nastgpujaco:

1(q, k) = wy [u® (0)dt + wyT, (16)
0

W (16) u(t) oznacza sterowanie, 7, oznacza czas regulacji (czas dojscia w poblize ze-
rowego punktu rownowagi — zwykle praktyk ustala A > 0 takie, ze |e(f)| < A oznacza prak-
tyczne dojscie do zera), a w; oraz w, oznaczaja odpowiednie wspotczynniki wagowe.

W rozwazanym wypadku konstrukcja funkcji kosztu musi uwzglednia¢ niepewno$é
parametréow obiektu. Niepewno$¢ parametrow obiektu moze by¢ uwzgledniona z wykorzy-
staniem dwoch podejsé.

Pierwsze podejscie polega na syntezie regulatora dla ,,najgorszego przypadku” — regu-
lator powinien zminimalizowa¢ maksymalng warto$¢ funkcji kosztu w catym rozwazanym
obszarze niepewnych parametréow obiektu. W takiej sytuacji funkcja kosztu moze by¢ opi-
sana rownaniem (17).

I ax (9, k) = wy max Juz(t)dt +w, max(T,) (17)
o | 0

W (17) u(f) oznacza sterowanie, O oznacza obszar niepewnych parametrow, 7, ozna-
cza czas regulacji, a wy oraz w, oznaczaja odpowiednie wspotczynniki wagowe.

W drugim przypadku regulator powinien zminimalizowa¢ wypadkowa funkcj¢ kosztu
wyznaczona jako ,,srodek cigzkoséci” funkcji kosztu w calym obszarze niepewnych parame-
trow obiektu regulacji, ktéra moze by¢ zapisana w postaci (18):

1 5 1
ISr(Q7kr)=W3Hfju2(1)dt+W4H Tr (18)
00 0
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W (18) u(f) oznacza sterowanie, O oznacza obszar niepewnych parametrow, 7, ozna-
cza czas regulacji, a wy oraz w, oznaczaja odpowiednie wspotczynniki wagowe.

Na podstawie wczesniejszych rozwazan zadanie konstrukcji optymalnego regulatora
proporcjonalnego dla rozwazanego obiektu o niepewnych parametrach mozna sformuto-
wac nastgpujaco:

Sposrod wszystkich regulatorow o wzmocnieniu k, nalezy wybraé regulator o takim
wzmocnieniu kf dla ktorego funkcja kosztu I,,,,, lub I, opisana przez (17) lub (18) osiqgnie
wartos¢ minimalng:

1. k)<1(@.k), keK, ={keR:0<k<k™ R (19)

Powyzsze zadanie dla podanego zakresu niepewnosci parametru obiektu ¢ moze zo-
sta¢ rozwiazane symulacyjnie zuzyciem MATLABA. Zostanie to pokazane ponizej.

4.1. Oszacowanie skladnikéw funkcji kosztu

Kazda z funkcji kosztu (16), (17) lub (18) zawiera dwa sktadniki, z ktorych pierwszy
opisuje zuzycie energii podczas sterowania, a drugi — czas regulacji. Sktadnik zwiazany ze
zuzyciem energii moze by¢ wyznaczony analitycznie na podstawie rownania (13) z uzy-
ciem znanych wzoréw podanych w wielu pracach, natomiast analityczne wyznaczenie war-
tosci czasu regulacji na podstawie rownania (14) w przypadku rozwazanego obiektu o nie-
pewnych parametrach jest trudne.

Sktadnik funkceji kosztu (16), (17) lub (18) zwiazany bezposrednio ze zuzyciem ener-
gii ma w obu przypadkach postacé:

1,(q.k,) =°fu2(t)dr (20)
0

Catka (20) moze by¢ wyliczona analitycznie na podstawie rownania (13) z uzyciem
znanych wzoré6w podanych np. w pracy [2]. W rozwazanym wypadku jest ona rowna:

kr2 +k.q

1,(q, k)= 2

@1
Na podstawie (21) mozna zauwazy¢, ze zuzycie energii:

— ro$nie wraz ze wzrostem warto$ci wzmocnienia regulatora w funkcji kwadratowe;,
— jest funkcja wymierng niepewnego parametru obiektu g.

Z kolei analityczne wyznaczenie czasu regulacji, ktory wystgpuje w drugim ze sktad-
nikéw, jest trudne i z tego wzgledu ponizej zaprezentowana zostanie przyblizona analiza
zalezno$ci wartosci tego wskaznika od niepewnego parametru obiektu oraz wzmocnienia
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regulatora, przy czym wyniki tej analizy pozwola na znaczne uproszczenie syntezy regu-
latora.

Transformata Laplace’a uchybu regulacji przy wymuszeniu skokiem jednostkowym
wartosci zadanej jest okreslona zaleznoscia (14) i stad przebieg czasowy uchybu regulacji
w rozwazanym uktadzie moze by¢ okre§lony jako:

ety =L {E(s)}=1"" {%} (22)

s°+qs+k,

Czas regulacji 7, jest to czas, po jakim modut uchybu regulacji jest w sposob trwaty
mniejszy od pewnej granicznej warto$ci A . Mozna to zapisa¢ nastgpujaco:

le(®)],sy <A (23)

W (23) e(f) oznacza uchyb regulacji (zob. rowniez rys. 1) opisany przez (14) i (22).
Wykorzystanie zaleznosci do analitycznego wyznaczania czasu regulacji jest klopotliwe,
natomiast zostala ona zastosowana do numerycznego wyznaczania czasu regulacji z uzy-
ciem $rodowiska MATLAB, co zostanie omowione w przyktadzie.

Zauwazmy, ze przebieg czasowy uchybu e(f) moze mie¢ rézng postacw zaleznosci
od warto$ci niepewnego parametru obiektu g oraz wzmocnienia regulatora k,. Dla pew-
nych wartos$ci tych parametrow w uktadzie wystapia oscylacje, a dla innych te oscylacje nie
wystapia 1 podczas analizy rozwazanego uktadu nie mozna przyja¢ zadnego Scistego zato-
zenia na temat ich wystgpowania lub nie. Warunek na wystapienie oscylacji jest opisany
przez (24):

q<2k, (24)

W przypadku gdy warunek na wystapienie oscylacji jest spetniony, to ogélna postac
funkcji czasowej e(f) jest rOwna:

e(t)= e 07 (cos ot +asinot) (25)
przy czym:
®=1/0,75¢% +k,
(26)
et
20

Na podstawie (25) oraz (26) mozna zauwazy¢, ze warto$¢ czasu regulacji maleje
w funkcji wzmocnienia regulatora i jest to zgodne z intuicyjnymi oczekiwaniami w przy-
padku rozwazanego systemu sterowania.
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Z kolei w przypadku, gdy warunek (24) nie jest spetniony, to przebieg czasowy uchy-
bu jest opisany nastgpujaco:

e(t) — 7\‘Zl —q e_;‘zlt + q_}\‘ZZ e—xzzl (27)
7\’21 - 7\’22 7“21 - 7“22

gdzie A, oraz A, s wartosciami wlasnymi uktadu zamknigtego, okreslonymi nast¢pujaco:

A =—0,5(q+«/q2—4k,)
A, :—O,S(q—«/qz — 4k, )

Na podstawie réwnan (25) oraz (27) mozna zauwazy¢ nastepujace zaleznosci:

(28)

— zwigkszenie warto$ci wzmocnienia k, powoduje skrocenie czasu regulacji, przy czym
zwigkszenie wzmocnienia powodujace zmiang warunku (24) jest przyczyna powstania
oscylacji w uktadzie,

— zwigkszenie warto$ci niepewnego parametru obiektu ¢ powoduje wydtuzenie czasu
regulacji.

Podsumowujac powyzsze rozwazania, mozna oczekiwac, ze funkcja kosztu bedaca su-
ma zuzycia energii i czasu regulacji posiada minimum w obrgbie zbioru ¢xK,, gdzie g jest
liczba przedziatowa okreslajaca niepewny parametr obiektu regulacji, a K, jest zbiorem
wartos$ci wspotczynnika wzmocnienia regulatora mozliwych do technicznej realizacji.

Dodatkowo mozna zauwazy¢, ze funkcja kosztu (18) opisujaca ,,najgorszy przypadek”
moze by¢ wyznaczona wprost jako funkcja kosztu (16) dla gornej granicy wartos$ci niepew-
nego parametru g, co mozna zapisa¢ nastgpujaco:

Inax (a4, k) =1(q, k;) (29)

5. Przyklad

Jako przyktad rozwazmy obiekt opisany rownaniem stanu (1)—(4) lub transmitancja
(5), ktorego niepewny parametr jest opisany liczba przedziatlowa ¢ rowna: g = [2,0; 10,0].
Dalej zat6zmy, ze wzmocnienie regulatora mozliwe do technicznej realizacji zawiera sig
w przedziale K, rtownym: K, = [0,5; 10,0].

Dla powyzszego ukladu wyznaczono przebiegi funkcji kosztu (16) dla minimalnej
warto$ci niepewnego parametru obiektu ¢ oraz obu funkcji kosztu (17) i (18). Przyjgto war-
tosci wspolczynnika wzmocnienia k, zawierajacego si¢ w catym przedziale K, oraz oba
wspotczynniki wagowe w, oraz w, rowne jeden. Przebiegi wszystkich trzech funkcji kosztu
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sa pokazane na rysunku 2. Sktadowa zwiazang ze zuzyciem energii wyznaczano analitycz-
nie z uzyciem wzoru (21), czas regulacji 7, wyznaczano numerycznie z uzyciem wzoru
(23), przy A = 0,05.
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Rys. 2. Przebiegi rozwazanych funkcji kosztu (17) i (18) oraz funkcji kosztu (16)

dla minimalnej warto$ci niepewnego parametru obiektu ¢

Dla funkcji kosztu pokazanych na rysunku 2 wyznaczono optymalne wartosci wspot-
czynnika wzmocnienia regulatora. Do ich wyznaczenia wykorzystano funkcj¢ matlabow-

ska fminbnd. Otrzymane wyniki zestawiono w tabeli 1.

Tabela 1
Warto$ci wzmocnienia kg minimalizujace funkcje kosztu
Funkcja kosztu Optymalna warto$¢ k? 1 (k? )
Inax(g, k, ) opisana przez (17) 2,4129 24,5557
I(q, k, ) opisana przez (18) 2,3128 14,9108
i(g) opisana przez (16) 1,6456 4,8726
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Na podstawie przebiegéw na rysunku 2 oraz wynikoéw zamieszczonych w tabeli 1

mozna zauwazy¢, ze:

(1]
(2]
(3]
(4]

(3]
(6]

Przebiegi wszystkich trzech funkcji kosztu sa zblizone do siebie.

Wszystkie rozwazane funkcje kosztu maja minimum w obrgbie dopuszczalnego zakre-
su wartosci wspotczynnika K, dla obu skrajnych wartoéci niepewnego parametru q.
W przypadku funkcji usrednionej (18) oraz funkcji ,,najgorszego przypadku” opisanej
przez (17) i (29) lokalizacja tego minimum jest stosunkowo mato wrazliwa na niepew-
no$¢ parametru obiektu g.

6. Uwagi koncowe

Uwagi koncowe do pracy mozna sformutowaé nastgpujaco:

Zaprezentowana w pracy metoda syntezy regulatora optymalnego moze by¢ zastoso-
wana dla duzej klasy rzeczywistych obiektow regulacji niepewnych parametrach, do
ktorych naleza np. napedy elektryczne i serwomechanizmy.

W przypadku niepewno$ci parametru obiektu rozwazanej w pracy zastosowanie
dwoch roznych funkceji kosztu daje bardzo zblizone wyniki.

Otrzymane wyniki numeryczne sg zgodne z intuicja i oczekiwaniami, gdyz w kazdej
rzeczywistej sytuacji zwigkszenie wzmocnienia regulatora powoduje zwigkszenie zu-
zycia energii w uktadzie.

Praca zostala czesciowo sfinansowana ze srodkow NCN, umowa nr 6693/B/T02/2011/40.
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