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'���� ��	!��  �����	.��# �#*3!��	������� ��	��,��!)	 *���4!��.�	,�������.	.56�����

.�7!�.�*	 *���	#����� ��	��6�.��� ��	.������2�	���6 ��	��28��!�� ��	�!�7� �2�	�������&#

���, ����� ����2�9	 :�2�	 .����4;	 *���	 #��7�( �� �	 �9� 9	 ��	 �6���,#	 ����.� ��	 �������&#

���, ����� ����2�	��8���	.�7!�9	%�6���(� ��	6���	.�7!�.�!)	.	����7�!�	47�����.�	#��(7�"

.��	#����� ��	.�(���2�	���6 ��	��28��!�� ��	�!�7� �2�	�������&#	���, ����� ����2�	.	6�"

��. � �#	 �5����7� ���	2��.���!�* ��9	 :���	 ��	 ��!��2�7 ��	.�( �	.	6���6���#	,�������.� ��

�������&�.	���, ����� ����!)	 ����47� �!)	 6�*8!���	 <��#� �!)	 ��	 �,��7� ��=9	%� ���	 6��!

,���.!��!)	���7���.� �!)	.	���	>�?	.�����&�	 �	*���!��	�  �	��7���	����7� ��	.��#��� �"

2�9	�����&�	 ��8$	 (�	 ��� ��*�	��(7�.�4;	 �.�8���� ��	 6�8���4!�	 �,����.�*	.�7!�.	 6����$	 2��

.�6���(�	��8	*3	.5����7�!�	47�����.�$	6���	#����� �#	6���, �!)$	.5����# �#	��	����7� ��

2��.���!�* �2�$	.����4!�	.���@ ���.	*���4!��.�!)	,�������.9	�.��!� �	#.�28	 �	A���$	(�

.	!�����	6���.� ��	�������&#	���, ����� ����2�	.	����A8	��28��!�� ��	6����	.�7!�.�*	�7��� �

��,�!��	����7�!��	47�����.�2�	*���	 ���(� �	 �	� ���!�� ��	.��#���	.���86�.� ��	�,!�3(�B

��	��&�	6�����.�*	�	���� �#	���8!�*3!�2�9	-�!��2�7 ��	6���� �	 �	#������� ��	*���	6���.���

�.�*	 47�����9	%5��������	 -������.	%��.���� ��	���	6���6��.���� �	 ,��� ��$	 �����!)

!�7��	,�&�	����47� ��	.6&�.#	�3��	6�!)�7� ��	7� ��	4�#,�.�*	47�����	������ �2�	 �	4��� �!�

.�. 8��� �*	ϕw	����	�3��	�,��( �4!�	47�����	κ		 �	.����4;	���� �#	���8!�*3!�2�	�5��&�	6�"

����.�*	 �,!�3(�*3!�!)	 �7��� �	 ��,�!��	 ����7�!��	 47�����.�2�$	 �	.	 �����#7�	 ���� � �	 �!)

6���#��.� ��	6����	��6���� ��.� ��	��������!� �2�	����7#	�,!�3(� ��	�7��� �#	��,�!��"

2�	����7�!��	47�����.�2�9
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C��!���	.�6��.���� ��	.���#	 �	.����4;	�,!�3(�B	�7��� �#	��,�!��2�	����7�!��	47�"

����.�2�	6���*8��	��&�(� ��	#6����!��*3!�9
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C���*8��	 ���86#*3!�	��&�(� ��	#6����!��*3!�E

� 6��� �8��	.6&�.	��&�	��4�����.�*$

� .	�� �7�	47�����$	.	�,�8,��	6����$	 ��	��!)����	��	4!� � ��	.�. 8��� �2�	�������&#$

� ��28��!�� �	�������&	.�6�& ��	!�&��.�!��	�� �&	47�����$

�  �	!�&�*	�&#2�4!�	6���6&�.#	�������&#	 �	����#	6���	!��� �*E	���7	F	�������&	��28��!�� �$

����	��	!�� �� ��	�	�� ���!� ��	���!���	��. 8��� ��$

� .����4;	.�6�&!��  ���	,�!� �2�	 �!���#	*���	���&�$

� .����4;	 .�6�&!��  ���.	 ���!��	 ��. 8��� �2�	 ����	 .�. 8��� �2�	 .	 ��������	  �!�"

���.	*�� �����.�!)	�G�	�C�	*���	���&�$

� ���.�(� ��	�2�� �!�� �	��	� �7���	6���6&�.#	�������&#	���, ����� ����2�	.	����7�!�#

.�6���(� ��	.	*��� 	*�� ��.�*�.�	47����	.�7!�.�	H��I	
$	��I	
$	κ�I	��J9

%	!�7#	����47� ��	.����4!�	��&�	6�����.�*	����	���� �#	.��86 �2�	��28��!�� ��	H��"

�� �#	���8!�*�!�2�J	.�����7� �	�7��� �	�������&#	�2�� �!�� �	�.�*���	47�����	����	�.����

6&���!��� ���	6�����6��&���	��	����# �#	6��������!�� ��	��8	�������&#$	��7�2&���	��	���,��

�5 �����B!�� ��	��&3	.����4;	dz H���9	
J$	�5 ���86 ��	��������� �	�	.��# �#	��. �.�2�	��&
����&�*3!�!)	 �	�� 	�7��� �9

"�������-!)����	����&��#	��&	����&�*3!�!)	 �	.�����7� �	�7��� �	�������&#	6���6&�.�*3!�2�

6����	����7�!�	47�����.�

K�	.�����7� �	�7��� �	�,*8��4!�	�������&#	����&�*3	 ���86#*3!�	��&�E

G F ��&�	!�8(��4!�	�������&#$	6�����6��&�	��	6�.����!) �	�� ����� ��L

Gcos ϕmμ F ��&�	���!��	��. 8��� �2�	 �	6�.����!) �	�.�*#	47�����	6�!)���3!�	��

��&���.�*	��&�	!�8(��4!�$	�3�	*�*	�	6&���!��� 3	�� ����� ��	.� ���	ϕm;
Pn F ��&�	 ����7 �	��	6�.����!) �	�.�*#	47�����$	�3�	*�*	�	6&���!��� 3	�� ��"

��� ��	.� ���	M�
o– ϕm;
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Pnμ � ����	������		��
���	
���	
�	������	� 
�		��!�	�
�����"	���	!�!		5����	#

�	�	
�	��
�����
��	��
���	ϕm;
Pswμ � ����	������		��
���	
���	
�	������	� 
�	����	�
�����$	����	��	��	�����	��#

��	��� ���	���������	���	�����	ϕw	��	����	�	�	
�	��
�����
��$

Pszξ � ����	������	���
���	
���	������	�	����������	
�������	�
��	�5���#

��� 	��
�
���"	�5����������	��	������!����	��	�		��
��	�
�����$	����	��

�	����	���	�����	β	��	����	�	�	
�	��
�����
��$
P � ����	��
���!���				��	������	���
��
��	���������$	����	��	�	����	���	�����

ϕm	��	����	�	�	
�	��
�����
��%

&�	���������	�� �����	��	�����	���	�	����!���� 	
�	���	��
�
�	�
���
�	���������	��	�#

�����!�����	��	�			���
��		�
�������	���
�	!�	�����'	
������!���mi równaniami:

� (���	Δ���)

1szP p A mΔ = ⋅ ⋅ *+,

��	��			�	���
��
��	���������	�		���
��	�	�
��������"

1 cos z
z

m

D
A S dz

D
= ⋅ ϕ ⋅ ⋅ *�,

��	��)


 � ����	�
�����"

�� � ���	��� �
�
��	
�
��	�������!	�
�����	����	�
�	
�	����
���		��
���	
�!"

�� � ����
���		��
���	
�	�
�����"

�������������
2

w z
m

D D
D

+
= *N,

�� � ����
���	���
���	
�	�
�����%

cos z
sz z

m

D
P p S m dz

D
Δ = ⋅ ⋅ ϕ ⋅ ⋅ ⋅ *�,

��	��	
	�	���-��	�

��	���	
���	
������%

� (���	Δ�)

G V gΔ = ⋅ρ⋅ *.,

��	��)

� � ��!����'	 ��	�������
���	�
���
��	���������"

ρ � ������'	���������"

� � ��	������	�
��	 	�������%
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cos
2

z w
z

D D
V S dz

−
= ⋅ ⋅ ϕ ⋅ *O,

	������!��"	��)

a pρ = ⋅ *2,

��	��	�	�	�����		����	�	�
��	*��������
��	������	3��
��	�
�	������-�		����	�	�#


�� ,%

cos
2

z w
z

D D
G a p g S dz

−
Δ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϕ ⋅ *4,

� (���	Δ�)

2P A dpΔ = ⋅ *�,

2 cos
2

z w
m

D D
A S

−
= ⋅ ⋅ ϕ *+/,

cos
2

z w
m

D D
P S dp

−
Δ = ⋅ ⋅ ϕ ⋅ *++,

� (���	Δ���)

3P p A mΔ = ⋅ ⋅ *+�,

3 cos w
w

m

D
A S dz

D
= ⋅ ϕ ⋅ ⋅ *+N,

cos w
sw w

m

D
P S p m dz

D
Δ = ⋅ ϕ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ *+�,

P��������	����	��������"	!���	!���	�������
�	�
����"	!���	����	���	�	�������� )

1 2 3 4 5xP P P P P PΣ = + + + + (15)

gdzie:
P1 � ����	�	�������	��� ��	���	��	�	���	����	G	
�	��	�"

P2 � ����	�	�������	��� ��	���	��	�	���	����	Pn	
�	�� �,
P3 � ����	�	�������	��� ��	���	��	�	���	����	Pn μ	
�	��	�"
P4 � ����	�	�������	��� ��	���	��	�	���	����	Pswμ	
�	��	�"
P5 � ����	�	�������	��� ��	���	��	�	���	����	P	
�	��	�%

Zatem:

cos sin sin sinx n m n m sw w mP G P P P PΣΔ = −Δ + Δ ⋅ ϕ − Δ ⋅μ ⋅ ϕ − Δ ⋅μ ⋅ ϕ − Δ ⋅ ϕ (16)
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gdzie:
ϕm � ���	��� �
�
��	
�
��	�������!	�
�����	����	�
�	
�	����
���	Dm,

μ � ���-��	�

��	��
����	
���	 ������		��
���	
���"

ϕw � ���	��� �
�
��	
�
��	�������!	�
�����	����	�
�	
�	����
���	���
���	
�!%

(���	���-��	��
�� 	���	������������ 	��	��
���	�
�����	��
���)

( )- sin cos 0r n sz z mP P P GΔ = Δ Δ ⋅ξ⋅ ϕ + β + Δ ⋅ ϕ = (17)

gdzie:
ξ � �5�����
�	���-��	�

��	 ������	���
���	
���"

β � ���	��	������	���������	�		���
��	�	�
��������%

6�		�����
��"	��)

apρ = (18)

gdzie a	�	�����		����	�	�
��	*��������
��	������	3��
��	�
�	������-�		����zczanych),
i podstawieniu do równania (16), otrzymano wzór na ΔPn:

( ) 2cos sin - cos
2

z wz
n z z m

m

D DD
P S p m dz S a p g dz

D

−
Δ = ⋅ ϕ ⋅ξ ⋅ ϕ + β ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϕ ⋅ (19)

6�	���������
��	*+4,	��	*+.,	���		��	��	���	�����
��� 	���	���
�)

( ) [ ]2

cos
2

[ cos sin cos ] cos sin
2

cos sin cos sin
2

z w
x m

z wz
z z m m m

m

w z w
w w m m

m

D D
P S apgdz

D DD
S pm dz Sapg dz

D

D D D
S pm dz S dp

D

−
ΣΔ = − ϕ +

−
+ ϕ ξ ϕ + β − ϕ ϕ − ϕ μ +

−
− ϕ μ ϕ − ϕ ϕ

(20)

6�	��
�	�� 	��	���	�����
��� )

( )

[ ]2

cos cos sin
2

cos cos sin
2

cos sin cos sin
2

z w z
x m z z

m

z w
m m m

w z w
w w m m

m

D D D
P p S dz ag m

D

D D
a g

D D D
m S dp

D

⎧ ⎡−⎪ΣΔ = − ϕ + ϕ ξ ϕ + β +⎨ ⎢
⎪ ⎣⎩

− ⎤− ϕ ϕ − ϕ μ +⎥⎦

⎫ −
− ϕ μ ϕ − ϕ ϕ⎬

⎭

(21)
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Po podstawieniu za:

( ) ( )

[ ]2

– cos cos sin
2

– cos cos sin cos sin
2

z w z
m z z

m

z w w
m m m w w

m

D D D
C S ag m

D

D D D
ag m

D

⎡−⎧β = ϕ + ϕ ξ ϕ + β +⎨ ⎢
⎩ ⎣

⎫− ⎤ϕ ϕ − ϕ μ − ϕ μ ϕ ⎬⎥⎦ ⎭

(22)

oraz za:

cos sin
2

z w
m m

D D
D S

−
= ⋅ ⋅ ϕ ⋅ ϕ (23)

���	���
�	�	-�	
�	������'	����	��������!	�������!���!	���	�
�����	Px:

( ) ( )x k k pP C p z D p pΣ = β ⋅ ⋅ + ⋅ − (24)

��	��	�	�	������'	�����
��		����	�	�
���	�����	���������	����
�ziarnistego.

7�����'	���
��
��	�������
���	��	�			����	�	�
�	��������	����
�	���
����	
�	�����
�

	�-!	�
������	k wynosi wg [3]:

E
z

F
k pp p e

⋅
= ⋅ (25)

gdzie:
pp � ���
��
��	�������
�	��	�			����	�	�
�	��������	
�	������	�		�-!	�
�����"

E, F � �����%

7�����'	���
��
��	�������
���	��	�			����	�	�
�	��������	����
�	���
����	
�	������	�

	�-!	�
�����	pp wynosi wg [1]:

0

2 ( )p
g h l

p
m h l

⋅ρ ⋅ ⋅
=

μ⋅ ⋅ +
(26)

#� �������	
����
	�����
����������	������������

�
�
�
��
���
�
�����������	�������$�
%����

Równanie momentów wz�
����	���	�
�����	���
�	��	�������'	�	
������!���	����-�)

1 2 3 4 5yM M M M M MΣ = + + + + (27)

gdzie:
M1 � ����
�	�����	��� ��	���	��	��������!	����	Pn	
�	��	�"

M2 � ����
�	�����	��� ��	���	��	��������!	����	Pnμ	
�	��	�"
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���
��	�����	���		���
��	�	�
��������� �.N

M3 � ����
�	�����	��� ��	���	��	����	Gμ,
M4 � ����
�	�����	��� ��	���	��	��������!	����	Pswμ	
�	��	�"
M5 � ����
�	�����	��� ��	���	��	��������!	����	P	
�	��	�%

sin cos
2 2

cos cos
2 2

m m
y n m n m

m w
sw w m

D D
M P P

D D
G P P

ΣΔ = Δ ϕ + Δ μ ϕ +

+Δ μ + Δ μ ϕ + Δ ϕ

(28)

6�	��	���	�����
��� 	���	���
�)

( )

2

2 2
2

sin cos cos sin
2 2

cos cos
2 2 2

cos cos
2 2

w

m m z
y m m z z

m

z w z w m
m m

D w z w m
w m

m

D D D
M S pmdz

D

D D D D D
Sapg dz S apgG dz

D D D D
S pm dz S dp

D

⎡⎡ ⎤ΣΔ = ϕ + μ ϕ + ϕ ξ ϕ + β +⎢⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣

− −⎤− ϕ + ϕ μ +⎥⎦

−
+ μ ϕ + ϕ

(29)

po podstawieniach:

[ ] ( )

2
2 2

2

sin cos cos sin
2

cos cos cos
2 2 2 2 2

cos
2 2

z
y m m z z

z w m z w m w
m m w

m

z w m
m

D
M pdzS m

D D D D D D D
ag ag m

D

D D D
S dp

⎧ ⎡ΣΔ = ϕ + μ ϕ ϕ ξ ϕ + β +⎨ ⎢⎣⎩

⎫⎡ ⎤− −⎤ ⎪− ϕ + μ ϕ + ϕ +⎢ ⎥⎬⎥⎦ ⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

−
+ ϕ

(30)

po podstawieniu za:

( ) [ ]{ ( )

2
2 2

sin cos cos sin
2

cos cos cos
2 2 2 2 2

z
m m z z

z w m z w m w
m m w

m

D
A S m

D D D D D D D
ag ag m

D

⎡β = ϕ + μ ϕ + ϕ ξ ϕ + β +⎢⎣

⎫⎡ ⎤− −⎤ ⎪− ϕ + μ ϕ + ϕ⎢ ⎥⎬⎥⎦ ⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭

(31)
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oraz za:

2cos
2 2

z w m
m

D D D
B S

−
= ϕ (32)

���	���
�	�	-�	
�	������'	����
��	������!�����	�������!�����	���	�
�����	Msl:

( )sl k k pM A p z B p p= + − (33)

8����
�
��	��������	 ����	��������!	 �	����
��	 ������!�����	��	��
�	
�	��	
��	�
��

���������	
�� 	��� 	��
�������!
�� 	�
���
��	�����	���		���
��	�	�
���������	���		��#

�-�	
�����	�
�	 ����	���	������%	6�	��
�	��
����	
�	��	�������	�
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