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Rownolegle szacowanie wartosci funkcji celu
w elastycznym problemie gniazdowym

1. Wstep

W pracy rozpatrujemy pewne uogdlnienie klasycznego silnie NP-trudnego problemu
gniazdowego (job shop, [4]), tzw. elastyczny problem gniazdowy z rownolegltymi maszynami
(zwany takze og6lnym problemem gniazdowym). Algorytm doktadny rozwiazywania tego pro-
blemu zostat przedstawiony w pracy Pinedo [7]. Umozliwia on rozwiazanie przyktadéw o nie
wigcej niz 20 zadaniach i 10 maszynach. W literaturze opublikowano wiele algorytméw przybli-
zonych, gtdéwnie metaheurystyk. Hurink [5] oraz Mastrolilli i Gambardella [6] zaproponowali
metodg poszukiwania z tabu (tabu search), Gao i in. [3], algorytmu genetycznego oraz poszu-
kiwania ze zmiennym otoczeniem (tzw. VNS). Z kolei Bozejko, Uchronski i Wodecki [1] opraco-
wali dwupoziomowy algorytm przeszukiwania z tabu wykorzystujacy tzw. otoczenie golfowe.
Bozejko w monografii [2] przedstawia metodg zrownoleglenia procesu wyznaczania tego oto-
czenia, co znacznie skraca obliczenia. W pracy proponujemy metodg szacowania wartosci funk-
cji celu, ktora znacznie przyspiesza dziatanie algorytmow typu popraw bazujacych na idei przeszu-
kiwania otoczen.

2. Sformulowanie problemu

Ogdlny problem gniazdowy z rownolegltymi maszynami (w skrécie PJOBS) mozna sformu-
towac nastgpujaco: dany jest zbior zadanJ = {1, 2, ..., n}, ktore nalezy wykonac¢ na maszynach
ze zbioruM ={1,2, ...,m}. Niech O = {1, 2, ..., 0} bedzie zbiorem wszystkich operacji. Zbior ten
mozna rozbic na ciagi operacji odpowiadajace zadaniom, przy czym zdanie j € J jest ciagiem o;
operacji, ktore beda kolejno wykonywane na odpowiednich maszynach (tj. w ciagu technolo-
gicznym). Operacje te s indeksowane liczbami (lj_1 +1, ..., lj_1 +0j), gdzie /; jest liczba operacji
pierwszych j zadaf, przy czym [, = 0. Zbiér maszyn M = {1, 2, ..., m} mozna z kolei rozbi¢ na g
podzbioréw maszyn tego samego typu (gniazd), przy czym i-ty typ M, zawiera m; maszyn, ktore
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sa indeksowane liczbami (7,_,+1, ... , £, +m,), gdzie ¢, jest liczba maszyn w pierwszych i typach,
gdzie ¢, = 0. Operacje¢ v e O nalezy wykona¢ w gniezdzie W(v), tj. na jednej z maszyn ze zbioru
MMY) w czasie pyjgdzieje M M) Niech O = {v € O: W(v) = k} bedzie zbiorem operacji
wykonywanych w k-tym gniezdzie. Ciag zbioréw operacji Q = [Ql, Qz, ..., 0™] bedacych rozbi-
ciem zbioru O nazywamy przydzialem operacji do maszyn.

Jezeli dokonano przydziatu operacji do maszyn, wowczas wyznaczenie optymalnego ter-
minu wykonywania operacji (w tym i kolejno$ci wykonywania operacji na maszynach) sprowa-
dza si¢ do rozwiazania klasycznego problemu szeregowania, tzw. problemu gniazdowego.

Niech O :[Ql, 0% ..., Q"] bedzie przydzialem operacji do maszyn, a T(Q) permutacja
elementow zbioru Q. Przez

Q) = (m(Q),12(Q), -, T, (Q)),

oznaczamy zlozenie (konkatenacjg) tych permutacji. Dalej, niech @ bedzie zbiorem par
(0, m(Q)), ktorych pierwszym elementem jest ciag zbiorow (przydziat operacji do maszyn),
a drugim — konkatenacja permutacji elementow tych zbiorow. Dowolne rozwiazanie dopusz-
czalne problemu PJOBS jest para (Q, n(Q)) € @, gdzie n(Q) wyznacza kolejnos¢ wykonywania
operacji na kazdej z maszyn. Rozpatrywany w pracy problem polega na przydzieleniu operacji
do maszyn oraz wyznaczeniu kolejnosci ich wykonywania (tj. wyznaczeniu elementu w @), aby
czas wykonania wszystkich operacji Cy,,, byl minimalny. Obszernie problem ten jest opisany
w monografii [2].

3. Reprezentacja grafowa rozwigzania

Dowolne rozwiazanie dopuszczalne © = (Q, (Q)) € ® problemu PJOBS mozna przedsta-
wi¢ w postaci grafu skierowanego z obcigzonymi wierzchotkami (sieci) G(®) = (V, R U E(9)),
gdzie Vjest zbiorem wierzchotkow, a R U E(©) zbiorem tukow, przy czym:

1. V=0u {s,c}, gdzie s i c sa dodatkowymi (fikcyjnymi) operacjami reprezentujacymi
odpowiednio ,,start” i ,,zakonczenie”. Kazdy wierzchotek v € V' {s, ¢} ma dwie cechy:

— A(v) — numer maszyny na ktorej nalezy wykonac operacjg v € O,

— Py — Wage wierzchotka rowng czasowi wykonywania operacji v € O na maszynie
V).

Wagi dodanych wierzchotkéw p,=p.=0.

2. Zbidr R zawiera tuki faczace kolejne operacje tego samego zadania oraz tuki z wierzchotka
s do pierwszej operacji kazdego zadania i tuki od ostatniej operacji kazdego zadania do
wierzcholka c.

3. Zkolei tuki ze zbioru E(©) tacza operacje wykonywane na tej samej maszynie.

Luki ze zbioru R wyznaczaja kolejnos¢ wykonywania operacji w zadaniach (porzadek
technologiczny), a tuki ze zbioru E(©®) kolejnos¢ wykonywania operacji na kazdej z maszyn.

Uwaga 1. Para © = (Q, ©(Q)) € D jest rozwiqzaniem dopuszczalnym dla problemu
PJOBS wtedy i tylko wtedy, gdy graf G(©) nie zawiera cykli.
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Ciag wierzchotkow (vy, vy, ..., v3) grafu G(@®) taki, ze (v;, v;,) € RUE@®)dlai=1,2,..., k-1,
nazywamy drogq (lub sciezkq) z wierzchotka v, do v;. Przez C(v, u) oznaczmy najdtuzsza droge
(zwana droge krytycznq) w grafie G(0©) z wierzchotka vdou (v, u € V), a przez L(v, u) dlugos¢
(sumg wag wierzchotkow) tej drogi.

Latwo zauwazy¢, ze jezeli © = (Q, n(Q)) jest rozwiazaniem dopuszczalnym, to najkrétszy
czas wykonywania wszystkich operacji C,,,, jest rowny dlugosci L(s, ¢) drogi krytycznej
C(s, ) w grafie G(©). Rozwiazanie problemu gniazdowego z réwnoleglymi maszynami sprowa-
dza si¢ wigc do wyznaczenia takiego rozwiazania dopuszczalnego © = (Q, m(Q)), dla ktorego
odpowiadajacy mu graf G(©) ma najkrotsza droge krytyczna, tj. minimalizuje L(s, ¢).

Niech C(s,¢)=(s,v,V2,...,V,, ), gdzie v;e O (1<i<w) bedzie droga krytyczna
w grafie G(©) z wierzcholka poczatkowego s do konicowego c. Droge t¢ mozna podzieli¢ na
podciagi wierzchotkow

B=[B',B* .., B],

zwane blokami [2], przy czym:

1. blok jest podciagiem wierzchotkow z drogi krytycznej zawierajacym kolejne operacje,

2. blok zawiera operacje wykonywane na tej samej maszynie,

3. przekroj dwoch dowolnych blokéw jest zbiorem pustym,

4. blok jest maksymalnym (ze wzgledu na zawieranie) podzbiorem operacji z drogi krytycz-
nej spetniajacym ograniczenia 1-3.

Jezeli BX jest blokiem na maszynie M, z gniazda ¢, to oznaczamy go nastgpujaco:
B* = (r,(a"), m,(a" +1),..., ,(b" -1), ,(b")).

Operacje Tc(ak) i Tc(bk) sa odpowiednio pierwszq i ostatniq w bloku B~.

Z tzw. ,tzw. ,,wlasnosci eliminacyjnych blokéw” [2] wynika, ze zmiana kolejnosci operacji
w dowolnym bloku nie generuje rozwiazania o mniejszej wartosci funkcji celu. Fakt ten bedzie
wykorzystywany przy generowaniu elementéw otoczenia.

4. Problem pzydzialu operacji do maszyn

Niech © = (Q, ®(Q)) bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym problemu PJOBS. Ciag
0=[0", 0% ..., Q"] jest przydziatem operacji do maszyn, a m(Q) = (m,(Q), ,(Q),...,7 (Q))
konkatenacja permutacji (w skrocie bedziemy pisali T = (%0, T, ..., T0,,)).

Przez t; (k, [) oznaczamy ruch typu transfer (w skrécie t-ruch) polegajacy na przeniesie-
niu operacji znajdujacej si¢ na pozycji k w permutacji m; (tj. operacji w(k)) na pozycjg [
w permutacji mi(k) (przesuwajac wezesniej operacje znajdujace sig na pozycjach k, k+1, itd.
0 jedna pozycj¢ w prawo). Wykonanie ruchu tlj- (k,I) generujez O = (Q, t)e ® nowe rozwia-
zanie ©" = (Q’, ), tj. nowy przydzial operacji do maszyn w pewnym gniezdzie. Przez 1(©)
oznaczamy rozwiazanie wygenerowane z © przez wykonanie ruchu 7.
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Dla ustalonego rozwiazania dopuszczalnego ©, niech 7(©) bedzie zbiorem wszystkich
t-ruchow generujacych z © rozwiazania dopuszczalne. Otoczeniem © jest zbior

N(©) = {x(©): 1e T(O)} M

Proponowana przez nas metoda rozwigzania problemu PJOBS sktada si¢ z dwoch krokow.
Pierwszy — wyznaczenie pewnego przydziatu operacji do maszyn, oraz drugi — wyznaczenie
kolejno$ci wykonywania operacji, tj. rozwiazanie problemu gniazdowego.

Niech © = (Q, ) bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym problemu PJOBS. Nowy przydziat
operacji do maszyn Q' generujemy z Q nastgpujaco:

— wyznaczamy otoczenie N(0©) zgodnie z (1),
— wybieramy z otoczenia rozwiazanie ©' = (Q’, ') 0 najmniejszej wartosci funkcji celu, tj.

nowy przydzial operacji do maszyn Q".

4.1. Wyznaczanie otoczenia

Wykonanie #-ruchu moze generowac rozwiazanie niedopuszczalne, tzn. odpowiadajacy
temu rozwiazaniu graf zawiera cykl. W dalszej czegsci przedstawimy twierdzenie umozliwiajace
w czasie statym badanie dopuszczalno$ci rozwiazan generowanych przez t-ruchy.

Niech O = (Q, ) bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym, przy czym Q = [Ql, Q2, oy O™ jest
przydziatem operacji do maszyn, a © = (7, T, ..., T,,) konkatenacja permutacji. Permutacja m;
wyznacza kolejno$¢ wykonywania operacji ze zbioru Q' na maszynie M;.

~ Rozpatrujemy dwie maszyny z tego samego gniazda M; i M;. Dla dowolnej operacji (k) €
Q' definiujemy dwa parametry zwiazane z drogami w grafie G(©):

1 gdy Vv=1,2,...,p; nieistnieje droga C(m;(v), T; (k)),

N;j(K) =11+ max {istnicje droga C(rt; (v), m; (k))} w p. p.
1Sv£pj
oraz
1 gdy Vv=1,2,...,p; nieistnieje droga C(m;(v), T;(k)),
Pj(k)=11+ min {istnieje droga C(m;(k), 7;(v))} w p. p.

nj(k)Svﬁpj

Parametry te beda stosowane przy wyznaczaniu f-ruchéw generujacych otoczenie roz-
wigzania ©.

Twierdzenie 1 [2]. Niech © = (Q, 7) bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym dla problemu PJOBS
oraz T;, T; permutacjami operacji wykonywanych na maszynach M, M - Jezeli maszyny M, M,
naleza do tego samego gniazda, to wykonanie t-ruchu t;(k,l) (I =n;(k),n;(k)+1,...,p;(k))
generuje rozwigzanie dopuszczalne.

Nastepne twierdzenie wyrazaja tzw. ,,wlasnosci eliminacyjne blok6w”.
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Twierdzenie 2 [2]. Niech © = (Q, &) bedzie rozwiqzaniem dopuszczalnym dla problemu
PJOBS. Jezeli B* jest blokiem na maszynie M, a B" blokiem na M i oraz obie maszyny nalezq
do tego samego gniazda, to ruch typu transfer polegajacy na przeniesienie operacji z bloku
wewnetrznego B" do bloku wewnetrznego B” nie generuje rozwiqzania o mniejszej wartosci
funkcji celu.

Wobec tego, aby przez wykonanie t-ruchu wygenerowac¢ ewentualnie lepsze rozwiazanie
nalezy pierwsza lub ostatnig operacj¢ bloku przenie$é przed pierwsza lub za ostatnia operacje
innego bloku.

Jezeli B = [Bl, BZ, ..., B"] jest ciagiem blokéw z drogi krytycznej w grafie G(©), wow-
czas przez T%“(®)cT(®) oznaczamy zbiér zwierajacy ruchy przestawiajace pierwsza
(lub ostatnia) operacj¢ kazdego bloku na inna (z tego samego gniazda) maszyng. Jezeli m(v)
Jest pierwsza (lub ostatnia) operacja pewnego bloku oraz M; jest maszyng z tego samego
gniazda, wowczas zbior T9““(®) zawiera ruchy przestawiajace (V) na nastepujace pozycje:
n;(),n;(v+1),...,p;(v). Okazalo sig, ze generowane przez te ruchy otoczenie jest duze
izawiera wiele ,,ztych” ruchoéw. Ograniczylismy si¢ wige do ruchoéw przestawiajacych pierwsza
(lub ostatnig) operacjg T(v) bloku jedynie na pozycjg 1;(v) lub p;(v). Ostatecznie wige

b i k 1k
T¥"(©) = {tlj(v, w)e T :we{a",b"}, we M, p;Mkk=1,2,....r}
Woéwczas otoczeniem O jest zbior rozwiazan dopuszczalnych

N(©) = {1(©): te T**" (@)}

5. Szacowania wartosci funkcji celu

Aby przyspieszy¢ procedurg wyboru elementu z otoczenia, jako kryterium bgdziemy sto-
sowali obliczane w czasie statym dolne ograniczenia wartosci funkcji celu.

Niech © = (Q, m) bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym (Q = [Q], Q2, ..,0™],
a B=[B',B?, ..., B"] ciagiem blokéw drogi krytycznej w grafie G(©).

Rozpatrujemy dwie maszyny M, oraz M; nalezace do tego samego gniazda. Na maszy-
nie M, sa wykonywane operacje ze zbioru Q' w kolejnosci m; = (m; (1), m;(2), ..., W;(p;)), ana
maszynie M; operacje ze zbioru Q' w kolejnosci T j=@),m;(2),....m;(p;)). Zatozmy,
ze blok

B* = (m,(a"), m,(a" +1),..., m,(b" =1), (b)),

zawiera operacje wykonywane na maszynie M;. Dla uproszczenia zapisu pomijamy indeks
k oznaczajacy numer bloku. Wobec tego 1t/(a) jest pierwsza, a (b) ostatnia operacja bloku B~

Zgodnie ze strategia przeszukiwania otoczenia N(®) wybieramy taki ruch 1€ T subm (@),
ktory wygeneruje graf G(1(0)) — rozwiazanie dopuszczalne o mozliwie najmniejszej wartosci
oszacowania dhugosci drogi krytycznej (tj. wartosci funkeji celu). Dla ruchéw z 50" (©)
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przestawiajacych pierwsza operacje ni(az) bloku B na pozycje T]].(ak) lub pj(ak) w permutacji T
wprowadzamy oznaczenia

k k k k k
Az(ak) - max{Lf(” )’Lg(a )’Lg(a )’Lz(a )}’ X(ak)e {T]j(ak),Pj(ak)},
gdzie:

£ = L5, my(ak —1)) - L(s.m (a),

k
x(a") _ (kK _ (kN _
B = 1o m@ ) Lem@ ) -p s

w—1

k
(a”) _
L; a) _ L(s,TI:j (1))+h222pni(h) +p1‘ci(ak) +L(T|5j (w), o)+

. k-1 .
_L(S>7Tr[(a ))_ z];‘ pni(h) _L(ni(b )7C)7

h=a"+1

w(aby w—1 bk .
LY’ =3 Pnj(h)+L(Tfj(W),C)— > Pr () ~L(mi (b7), ).
h=x(ak)+1 h=ak +1

Podobnie, dla ruchéw z 7540 (©) przestawiajacych ostatnig operacjg 7t t.(bk) bloku B* na
pozycjen j(bk) lub p j(bk) W permutacji us wprowadzamy oznaczenia

bk

A
y(ok)

k k k k
= max{L] ), 130, 13O0 13Oy y@oFye ;%) p (003,

gdzie:

k
L = Lt -1),0)- p

k
k1) —L(m;(b"),0),

k

w—1

k
B = L(s,m; (1) + 2Py + Py gy T L (0%
h=2 t

bk
L m@) = 3 P ~LmE")-o)

h=a" +1
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oy y(b¥)-1 bk
) = L(s,B(1)+ 2 Pr () - L(s,m;(a*)) - zk Pr ()
h=a" +1

Kolejne dwa twierdzenia pozwalajace na szacowanie wartosci funkcji celu dla rozwiazania
wygenerowanego z © przez t-ruchy ze zbioru T*“"(©).

Twierdzenie 3 [1]. Jezeli rozwiqzanie © = (Q’, ') zostalo wygenerowane z © = (Q, T)

przez wykonanie ruchu tj- (@*,x(d*))e TP x(d*)e {nj(ak ) P (@)} 10

k
L'(s,¢c)=L(s, c)+Aa( by

Twierdzenie 4 [1]. Jezeli rozwiqzanie ©" = (Q’, ') zostato wygenerowane z © = (Q, T)
przez wykonanie ruchu t' (bk y(bk NeT subm y(bk )e{n; (bk ) Pj (bk )} to

L'(s,c)>L(s, c)+Ab(bk

k
Wobec tego wyrazenie Aa( k ,x(a )e{n](a )P (a )} lub

k
AP , y(bk )e{n; (bk ), 7' (b )} mozna wykorzystac do wyboru operacji (tj. elementu z oto-

czemag, ktora bedzie przestawiana. Ostatecznie wybieramy operacje m(v)e O taka, ze
. . k 1k
A;(v) = 12}(12 mln{A}Zl(z) 1ze{a”,b "}, W(2)€ {n](z)ap] (2)}}
SKSr

Minimalna warto$¢ A;(V) odpowiada wéwczas ,,najlepszemu” t-ruchowi polegajacemu
na przaestawieniu pierwszej lub ostatniej operacji z pewnego bloku na inng maszyng. Jezeli
A;(V) >0, to w wygenerowanym grafie G(0") dtugos¢ drogi krytycznej L'(s, ¢) > L(s, ¢).

Reasumujac, dla rozwigzania © = (Q, ) w grafie G(©) wyznaczamy drogg krytyczna C(s, ¢)
oraz obliczamy jej dtugos¢ L(s, ¢) = Cppax (©). Nastepnie, wyznaczamy podziat drogi na bloki
B =[B',B?,..., B"] oraz zbi6r ruchéw T*“*" (®). Obliczamy Ax(v) i wybieramy ,,najlepszy”
t-ruch t" (v X(v)) Ruch ten generuje rozwiazanie z otoczenia N(©) o najmniejszej wartosci
dolnego ograniczenia funkcji celu.

6. Eksperymenty obliczeniowe

Przedstawiona metoda szacowania wartosci funkcji celu zostata zastosowana w odpo-
wiednio zmodyfikowanej wersji algorytmu poszukiwania z tabu zamieszczonego w pracy [1].
Obliczenia wykonano na znanych przyktadach zamieszczonych w pracy Hurinka [5] i wykona-
no na komputerze HP xw4600 z procesorem Intel Core 2 Duo 3.16GHz (nVidia GeForce GTX480
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GPU) dziatajacym pod kontrola systemu operacyjnego Linux Fedora 12. Otrzymane wyniki
algorytmu przedstawiono w tabeli 1. Poszczegdlne kolumny oznaczaja:

Flex — $rednia liczbg maszyn rownoleglych na operacje,
TS1 — algorytm tabu search z doktadnie wyznaczang wartoscia funkcji celu,
TS2 — algorytm tabu search z ,,szacowang” warto$cia funkcji celu,
t — czas dzialania funkcji wyznaczania (lub szacowania) wartosci funkcji celu dla
wszystkich rozwiazan generowanych przez t-ruchy,
Cmax — Wyznaczona warto$¢ funkcji celu.
Adv — procentowy btad wartosci funcji celu algorytmu TS2 w stosunku do TS1.

Tabela 1
Wyniki eksperymentow obliczeniowych na przyktadach Hurinka [5]

Problem nxm Flex. £ fms] Cne Adv
TS1 TS2 TS1 TS2 [%]

abz5 10x10 2 0.1125 0.0139 1146 | 1181 3.05
abz6 10x10 2 0.1581 0.0198 933 952 2.04
abz7 20x15 2 0.4001 0.0201 637 641 0.63
abz8 20x15 2 0.3221 0.0158 635 640 0.79
abz9 20x15 2 0.3743 0.0169 647 656 1.39
Srednio 0.2734 0.0173 1.58

Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze zastosowanie szacowania war-
tosci funkceji celu (o ztozono$ci O(1)) zamiast wyznaczania jej doktadnej wartosci powoduje
znaczne, bo ponad 15-krotne, skrocenie czasu dzialania. Przy czym generalnie zysk ten rosnie,
wraz ze wzrostem liczby zadan lub liczby maszyn (rozmiaru problemu). Szacowanie w algo-
rytmie TS2 wartosci funkcji celu prowadzi niestety do nieznaczego pogorszenia wynikow
(w stosunku do TS1) — $rednnio o 1,58%.

7. Podsumowanie

W pracy przedstawiono metodg rozwiazywania silnie NP-trudnego problemu gniazdowe-
go z rownolegltymi maszynami. Opisano gtéwne element algorytmu przeszukiwania z tabu oraz
sposoby szacowania warto$ci funkcji celu. Ich zastosowanie znacznie przys$pieszyto proces
przeszukiwania otoczenia. Przeprowadzono eksperymenty obliczeniowe i w bardzo krétkim
czasie otrzymano wyniki tylko nieznacznie rézniace si¢ od najlepszych obecnie znanych
w literaturze.

Praca finansowana z projektow badawczych MNiSW nr N N514 232237.
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