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Minimalizacja kosztów transportu od/do klienta jest zasadniczym celem optymalizacji
tran�*�!�+/	 ����!��	�0����	�����������1�	�����)"	�!���*�!�+	��1���,���1	+����+1�	��2	*!���
"$�3��"�	��*����"����	�/��/	����1��3��	�,�$+'�	*������')�����	������)"/	�!�,���	���	1���

*!��%������	,�%�4	��+��"�)"	�%	����+%�����2��+	���	�	����	���"2	*!�,���+	�!���"����	*�5

1��%)"/	.���	��	!��"���2����	1�%��'�	�	��1���!�����	*!�,���)"	�*����������1����	��	���5

�����	6	*!�,���+	����"�1�7�!�/

 	�')����	+12��+	*!�,���	����"�1�7�!�	*���'�	��	�%"��%����+	%��$�%���	!��	��7%�'�

�8wybranych punktów sieci i powrocie do punktu,	�	��)!�'�	!��*���2��	*�%!)7/	�����	�9
������	*!��1��%+	��2%��	��7%9	*�!9	*+���)"	�����/	:���7�	��*����"�;	����"�1�7�!�"�	%!�'2

*!��1��%+	"	����	�*��),#	�,�	�)'$	��	�%"��%��;	��7%�	*+���	%��$�%���	!��	�8��$��"���	�����

*�%!)7�	,�$	��7��"��	��1����1���/	��	!��	*��!"���	*!�,���	���	�����$	*!��%���"����	*!���

 /-/	<��������	"	
=�=	!��+/	(����')$�"�	*!�,���	����"�1�7�!�	�*�����	�����$	"	*!�����

[1, 11]. Niestety problem ����"�1�7�!�	���	*�%�1�+1�	*�%���"�"���	>����,�	�	$�%�"��3;
*�1��%)"	"���!�����"�����	%�	!�������1�	�!���*�!�+?#	�	���7�	%�%����"���	��*���)"	!��5

���"������	*!�,���)"	�*���������1�	�!���*�!�+#	"3!)%	��)!���	"�!)7���	��2	������7,�	[4]:

6 :�������!�����3;	 �����)"	 �!���*�!�+#	 �����	 �����	 �!���*�!�+	 ��"�!+	 �	 *+���+	�	 %�

*+���+	�	�������������	�+��	,�;	!)"��	������"�	�!���*�!�+	�8*+���+	�	%�	*+���+	�/

6 @��!����!������	*�1��%)"	��'9	%����!���;	!)7��'�	!�%��1+	�'!������4	�*!)��	*�%���5

"�"�'�	�'!���������#	1����	1���	$�%�"��3��	*�1��%)"/	�'!���������	��	��'9	%������;

������7,�	����,�	�+!�)"	"�����"�����	*!���	*�1��%�/

6 @�$��"���	����	�!"����	�!���	%���'�	*�1��%+	��7�	,�;	�'!��������	%�,�"��	������

*!���	���!�"��/

6 &���,�	,��	��'�����"���	�,�$+'+19����	%���	!�1��/	A������	��	���+��1�#	"	��)!���

������1�	"����	,��	��'�����"���	�,�$+'+19����	%���	!�1��	�	%�%����"�	��7%�	�8����

,��	��'�����"���	��7�	%��*���"�;	�"�19	"$���9	0���9	*�1��%)"/



�� ������	��,!�����#	-����%	.������"���

6 �������19��	��2	����,�	*�1��%)"	"	*!�,������	%�,�!+	*�1��%)"/

6 ����	�����"�	�%,��!�)">%����"�)"?	!��+�����	1���	*!��%���$	����+	��	%����"2	�+,

�%,�)!	$�%+��)"/

���������	*!�,���	�!���"����	*�1��%)"	>�����	*!�,���	����"�1�7�!�	�	�'!�����������

��	 ����,2	 *�1��%)"	 �	 ���	 $�%�"��3;?	 *�	 !��	 *��!"���	 �0�!�+$owali przez G.B. Dantzig
i J. Ramser w 1959 w pracy [3]/	B�$�	��	*��!"���	*!���#	"	��)!�1	*�1�"�$�	��2	%�0����1�	*!�,���+
�!���"����	*�1��%)"	>Vehicle routing problem). Wkrótce potem G. Clarke i J. Wright w pracy
[2]	��*!������"���	*��!"��9	��+!�����2	����$���9#	��)!�	�����$�	��2	,�;	*�%���"9	%�	%��5
�����	,�%�4	��%	�!���"�����	*�1��%)"	%��	����2*����	*�����4	��+��"�)"/	A�$�	���	��5

���	*���9���	��'�!�����	*!��,��7����	,2%9���	��%�0����1�mi tej metody i nazywanym
w literaturze heurystykami pierwszej generacji/	:�������	%�3;	���,��	�����$�	��2	,�;	���
��$�	�0����"��	"	*!��*�%�+	 !��"�9��"����	 !�����"������#	���*�����"���	*!�,���)"/

A�*��!�	druga generacja heurystyk oparta na programowaniu ma�����������	*��"���$�	��
!��"�9��"����	*!����������	*!�,���)"/	(����')$�"�	��0�!���1�	��	�����	��+!�����	%!+'��1

'���!��1�	��7��	�����C;	"	*!�����	[6, 7].
�������	
������
� heurystyk stosowanych d�	!��"�9��"����	*!�,���+	�!���"����	*�5

1��%)"	�����"�9	������+!������#	�����	��+!������	�����"���	D*�2�!�"�E/	(9	���	��"/	��+!�5

�������	��%!�2%����#	���!+19����	"	*!������	���!���1��'�	*!����+��"����	��+!��������	��75

���'�	 !�2%+/	 3!)%	��1*�*+��!���1�����	����%	������+!����������	 �����"�����	%�	 !��5

"�9��"����	 *!�,���+	 �!���"����	 *�1��%)"	 "�!)7���	 ��2	 ����%�	 genetyczne, metody
tabu-search oraz metody ���+��"���'�	"�7�!�����/	���*�����"�'�	*!��'�9%+	������+!�5
���������	����%	�!���"����	*�1��%)"	%�������	"	*!���	[8].
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�!�,���	�!���"����	*�1��%)"	+"�'�2%���19��	%�%����"�	��*���	!�����"����3��	"8*�5

�����	�����	�����"���	����	"	����!��+!��	�����	*!�,���+	�!���"���� pojazdów z oknami cza-
sowymi (Vehicle Routing Problem with Time Windows – VRPTW). Podobnie jak problem
trasowania pojazdów tak i VRPTW	1���	��'�%�������	:�5�!+%���#	���/	���	������19	%��	��'�
��'�%������	��'�!����	%��$�%��	!��"�9�+19��	���	*!�,���	"	������	����79���	"���������"�

�%	����,�	�������"�����	%�����/	:*5�!+%��3��	*!�,���+	VRPTW dowiedziono w pracy [13]/
���!"���	*+,�����1�	*�!+���19��	*!�,���	�!���"����	*�1��%)"	�8������	�����"���	%������5

$�	�������	����!�tnych przypadków [12, 9].
VRPTW polega on na zaplanowaniu zbioru tras o minimal���	�������	�������19����

��2	�8��4��9����	"	,����	��'�����"�1	%��	0����	*�1��%)"	�,�$+'+19��1	������)"	�	������

��*��!��,�"���+/	A�%����"�	���$�%�	��2#	7�	��7%�	������	��7�	�����;	�,�$+7���	�����	*!���

1�%��	*�1��%	*!��	��$�7���+	���*!���!�������	$�%�"��3��	*�1��%+/	�,�$+'�	��7%�'�	�������

�+��	����2*�"�;	"	1�'�	�����	�����"��#	�����	"8*!��%�����	����+#	"	��)!��	%�*+�����	��

!��$�%+���	*�1��%+/	(9	 ��	 ��*�"�	*!�,����#	 �81����	�+��9	���!��;	 ��2	 *!��%��2,��!��"�

3"��%��9��	���*�����"�	+�$+'�	�!���*�!��"�#	��)!��	����7�	��	+�$�%���+	��7��"��	!�����5

����	*���)"	%����"/



 �,!���	��*����	��'�%������	�����	�����"���	"	*!�,�����	�!���"����	*�1��%)" �F

Na potrzeb�	�,��������	�����)"	�"���+������	���*!�"�%$�"�3��	"8��!����"�3��	%�5
���"	w literaturze "*!�"�%����	*�12���	�"�!%���	�	��2�����	�����	�����"���/	 8*!��*�%�+
�"�!%���	 �����	 �����"���	 �,��	 "������	 *!),�	 �,�$+'�	 �������	 >*!��%	 !��*���2����	 1�5

'�	����	�����"�'�?	��+��+1�	���������3��9	������"����	*�1��%+	��	!��$�%+���	�7	%�	��5

����+	!��*���2���	����	�����"�'�	�������/	@���	������"����	*�1��%+	��	!��$�%+���	+��75

�������	1���	�	+��"���	�������	*���������	*!���	*!��"�C����	��	����0����"��	"���!��5

������	*�1��%+	�!��	����+	*!���	���!�"��#	 ����	�����	 ���	���	 1���	+"�'�2%�����	"	0+���1�

�����)"/	:��������	*!),�	�,�$+'�	�������	*�	����4�����+	1�'�	����	�����"�'�	>�����	"	*!��5

*�%�+#	���%�	*�1��%	�*)C��	��2	��	!��$�%+���?	��+��+1�	��$��"����	,!�����	��7��"�3��	!��5

$�%+��+	*�1��%+/	��'�	 ��*+	����	�����"�	"	!�����"����3��	%�����9	�/��/	%����"	,����5

"���#	���	*�����"���	�	"	����!��+!��	��!)"��	*�����5#	1��	�	�,��12������1	*�3"�2����	1���	��

��1"�2��1	���1���/

 	*!��*�%�+	��2�����	�����	�����"���	%�*+��������	1���	!��$�%+���	*�1��%+	*�	��5

��4�����+	����	�����"�'�	*�%	"�!+�����	+���������	*!���	*!��"�C����	+��"��1	��!�	��

�*)C������	�,�$+'�/	W ���+��1�	���%�	*�1��%	*�1�"�	��2	+	�������	"	���+	1�'�	�,�$+'�	*!��%
!��*���2����	�����"�'�	�������#	*�%�,���	1��	��	��	���1���	"	*!��*�%�+	�"�!%���	�����

�����"���#	��,�"�9����	1���	%�	������"����	��	�,�$+'2	�7	%�	������+	!��*���2���	��2	����

�����"�'�	�,�$+'�"���'�	�������	[10].
�����	��2����	���	�����"�	�9	���1���	!��"���2����	�"�!%���	�����	�����"���	�8%�%��5

��"�	�����	�*)C������	�,�$+'�	�	������"����	��	!��$�%+���	[14]/	���	�����	"8����!��+!��	��!�5
3����	1���	1���	��!�	��	�����!����"9	�,�$+'2	�������/	G+���1�	��!	"	��%���+	�*����������1���

%��	��2�����	 �����	 �����"���	 +����7�����	 1���	 �%	������+	 !��*���2���	 �,�$+'�	 %���'�

�������	�8*!��1�+1�	����2*+19�9	*����;H

( ), dla

( ) 0 dla [ , ]

( ), dla

i i i

i i i i i

i i i

kp m m a

k m m a b

ks m m b

<⎧
⎪⎪= ∈⎨
⎪

>⎪⎩

gdzie:
ki (mi) – funkcja kary dla i-tego klienta,

kp (mi? 6 0+���1�	��!�	��	*!��%"������	*!),2	�,�$+'�	i-tego klienta,

ks (mi) – f+���1�	��!�	��	�*)C������	�,�$+'�	i-tego klienta,

mi – moment przyjazdu do i-tego klienta,

ai 6 *���9���	����	�����"�'�	i-tego klienta,

bi – koniec okna czasowego i-tego klienta.

(������������	�*���0��2	�"�!%���	�	��2�����	�����	�����"���	"	*!�,�����	�!���"���a
pojazdów przedstawiono na rysunku 1.
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Problemem rozpatrywanym w niniejszym artykule jest optymalizacja planów zwózki/roz-
wózki towarów od/do kl����)"	�*��!������	������	��*��!��,�"�����	��	*!��")�	�!��	*!��5
%���$���	����+	��	���	�,�$+'2	>������	�����"���?/	@����	!�0�!��+	1���	�%%������	"����������

�*���������	*���)"	�,�$+'�	������)"	�	�"�!%���	������	�����"���	�	�%%�������	*���)"

�,�$+'�	������)"	�	��2�����	������	�����"���/

:�	*��!��,�	!�������1�	��$�7���'�	���+	!�0�!��+	�0�!�+$�"���	%"+�!���!�����	��%����

�*����������1��	��!)"��	%��	*!��*�%�+	�	�"�!%���#	1��	�	��2�����	������	�����"���

W przypadku twardych okien czasowych jedna funkcja kryterium min������+1�	������
!�������1�	�!���*�!�+#	�	%!+'�	���������+1�	$9����	����+	�!"����	"�����"�����	*!���	*�1��%�

�!��/	 	*!��*�%�+	��2�����	�����	�����"���	��	������	!�������1�	�!���*�!�+	%�%����"�	��19

"*$�"	��!�	��	�����!����"9	�,�$+'2	������)"/

(� )������	��
������������	�	���������	
��
������	��������

�	
�������	� ��'�����	������	���
�����

:�	*��!��,�	0�!�+$�"����	��%�4	�*����������1����	%��	problemów trasowania pojaz-
dów z ��2�����	�!��	�"�!%���	������	�����"���	��!+��+!2	�����	%���!�,+�1�	��"�!)"	�8,���
��'�����"�1	%�	klientów przedstawiono w postaci skierowanego grafu G:

G = <W,  L>
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gdzie:
W � 
����	��
���		�����	przy czym zbiór numerów klientów S oraz zbiór numerów baz

magazynowych Dv		�	
��
�������	
�����	W
L � 
����	
����
� 	!�����"	
�����
�	����#�������	��
����		����, przy L ⊂ W×W;

L = {(i, j): (i, j) ∈ W×W }

����#�����	��
��	�	�����
�������	��������	�	��
	����
��������	�	���#�	
����	��
��
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S = {1, 2, …i, … j, …S} – zbiór numerów klientów, przy czym i – oznacza numer
i-tego klienta (j oznacza j-tego klienta);

Dv = {dp
v, dk

v} – zbiór numerów baz magazynowych, przy czym dp
v
	�	�
��%

�
�	 ��
�	����
������	 
8której v%��	 
���
�	 ��

��
���
��	����	���������	 �8dk

v
8�	�
���
�	��
�	����
������	��

������ v%��	
���
�	�����	
�	
��� �
����	��	����	��������K
V = {1, 2, …v …, V} – zbiór numerów pojazdów, przy czym v – oznacza v%��	�����
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,
v
i jc⎡ ⎤= ⎣ ⎦C � ������
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�
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,i jt⎡ ⎤= ⎣ ⎦T � ������
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