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Kontur wypukly
w trojwymiarowym zagadnieniu pakowania

1. Wprowadzenie

Magazynowane w hurtowni towary sa dystrybuowane do klientéw zgodnie z uzgod-
nionym zapotrzebowaniem. Klientami hurtowni sa zwykle inne hurtownie, firmy produk-
cyjne, handlowe i ustugowe. Kompletacja i pakowania wysytek jest waznym sktadnikiem
technologicznego procesu magazynowego i spedycyjnego. Sposob realizacji tego etapu de-
cyduje w znacznym stopniu o efektywnosci proceséw logistycznych wewnatrz przedsig-
biorstwa, jak rowniez o efektywnej wspolpracy z partnerami handlowymi w ramach logi-
stycznych tancuchow dostaw. Rozwiazania systemow kompletacyjnych musza uwzgled-
nia¢ aktualne wymagania rynku dotyczace: terminowosci (Scistego harmonogramowania)
dostaw, jakosci dostarczanych towardéw, zgodnosci przesytek z zamowieniami, znakowania
w sposob umozliwiajacy ich automatyczna identyfikacj¢ wewnatrz magazynu oraz u part-
nerow handlowych, a takze zapewniaé realizacj¢ zasady Just-in-Time 1 rozwiazan oszczed-
nych Lean, warunkujacych optymalizacj¢ kosztow. W celu uzyskania zadawalajacej wydaj-
nosci zautomatyzowanych systemoéw kompletacji i pakowania stosowane sa programy ste-
rujace przeptywem tadunkow, dyspozycji i dokumentéw, gdzie szczegdlnego znaczenia
nabieraja efektywne metody i algorytmy rozwiazywania ztozonych problemoéw optymaliza-
cji dyskretne;j.

Innowacyjno$¢ w systemach logistycznych ma decydujacy wpltyw na efektywno$é
przedsigbiorstw. Pozwala na zwigkszenie konkurencyjnosci przedsigbiorstw, przez wy-
korzystanie najnowszych osiagnig¢ badawczych w zakresie stosowania systemow infor-
matycznych. Skompletowane zamoéwienia, w przypadku zamowien wigkszych, sa trans-
portowane do miejsc przeznaczenia w kontenerach. Jedna z mozliwosci obnizenia kosz-
tow transportu jest takie pakowanie przesylek, aby maksymalnie zapeli¢ przestrzen ta-
dunkowsa kontenera. Zadaniem informatycznego systemu pakowania jest zaplanowanie

* Katedra Automatyki, Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie
** Wyzsza Szkota Biznesu, Dabrowa Goérnicza

867



868 Bogustaw Filipowicz, Wojciech Chmiel, Piotr Kadtuczka, Konrad Wala

rozmieszczenia przesylek w kontenerze, ktére maksymalizuje upakowanie przesytanego
W nim towaru. Zwré¢my uwagg, ze reguly gry rynkowej wymuszaja na przedsigbiorstwach
zajmujacych si¢ dystrybucja dobr konsumpcyjnych realizacje zamowien detalicznych skta-
dajacych si¢ z reguly z bardzo wielu malych produktow, co jest podstawowa przyczyna
duzego rozmiaru problemu pakowania. Z tego faktu wynika koniecznos¢ stosowania heury-
stycznych metod optymalizacji.

W rozdziale 2 artykulu dokonano przegladu probleméw pakowania, w 3 przedstawio-
no model matematyczny silnie NP-trudnego zagadnienia pakowania kontenera, punkt 4 za-
wiera definicj¢ konturu wypuklego i zbioru punktow wstawienia oraz prezentuje ideg pro-
ponowanego rozwiazania dla zagadnien 2D i 3D, ostatni punkt jest podsumowaniem.

2. Przeglad probleméw pakowania

Problematyka pracy wpisuje si¢ w aktualny nurt zagadnien prezentowanych w literatu-
rze $wiatowej 1 dotyczy specyficznego elementu obstugi transportu polegajacego na opty-
malizacji pakowania produktow, bedacej waznym sktadnikiem zarzadzania tancuchem do-
staw 1 wspomaganiu zarzadzania gospodarka magazynowa.

Problemy optymalizacji pakowania zostaty sklasyfikowane w publikacjach przez Dyc-
khoffa [6] oraz Dyckhoffa, Scheithauera i Terno [7]:

— Strip packing — w przypadku jesli kontener posiada okreslona szeroko$¢ oraz wyso-
kos¢. Problem polega na upakowaniu w nim maksymalnej liczby prostokatow. Powyz-
szy problem ma zastosowanie, migdzy innymi w sytuacji, gdy tadunek musi by¢ po-
dzielony na rozdzielne sekcje przeznaczone dla réznych odbiorcow. Zagadnienie to
jest przedmiotem studiéw Bischoffa i Ratcliffa w [2].

— Knapsack loading — zagadnienie pokrewne do zagadnienia plecakowego (knapsack
problem). Rozni sig jedynie funkcja celu, ktéora minimalizuje niewykorzystane miejsce
w kontenerze. Algorytmy heurystyczne stosowane do rozwiazywania tego problemu
mozna znalez¢é m.in. publikacjach Gehringa, Menschera i Meyera [10] oraz Scheit-
hauera [15].

— Bin-packing — problem pakowania do konteneréw o ustalonych wymiarach w celu mi-
nimalizacji liczby zastosowanych konteneréw. Zagadnienie to jest rozwazane przez
Scheithauera [16] oraz w pracy Faroe, Pisingera, Zachariasena [8]. W publikac;ji
Martella, Pisingera oraz Vigo [12] zaproponowano dedykowany algorytm doktadny
dla tego problemu.

— Multi-container loading — problem pokrewny do zagadnienia bin-packing, w ktorym
rozwaza si¢ kontenery o réznych wymiarach. Celem jest taki ich dobor, aby zminima-
lizowa¢ koszt transportu. Powyzszy problem optymalizacyjny jest rozwazany przez
Chena, Lee i Shena [4].
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— Knapsack container loading problem — zagadnienie, w ktorym zaklada sig, ze zysk
z zatadowania pakunkow jest proporcjonalny do ich wymiaréw. Pakunki moga by¢
dowolnie obracane w ortogonalnych kierunkach. Celem jest upakowanie w kontenerze
jak najwigkszej ich liczby, bez rozwazania czy jest on roztozony bezpiecznie lub umo-
cowany [14].

— Fixed-charge multiple knapsack problem — jest rozszerzeniem zagadnienia multiple
knapsack (MKP). Dla problemu tego zastosowano metodg podziatu i ograniczen [17],
z dolnym i goérnym ograniczeniem opartym o relaksacj¢ Lagrange’a wraz z zachlanng
heurystyka i redukcja rozmiaru problemu. W wyniku tego, uzyskano algorytm doktad-
ny pozwalajacy wydajnie rozwigzywac instancje opisujace problem pakowania 32 000
pakunkéw do 50 kontenerow.

—  Multiple knapsack problem — zagadnienie polegajace na lokowaniu pakunkow do wie-
lu opakowan, ktorego celem jest maksymalizacja zysku zwiazanego z wybranymi pa-
kunkami. Dla tego zagadnienia Pisinger [13] zaproponowal algorytm podziatu
i ograniczen, gdzie gorne ograniczenie jest okreslane w oparciu o dedykowany algo-
rytm programowania dynamicznego. W pracach Marello i Toth zaproponowano dla
tego samego zagadnienia algorytm MTM [11].

Z praktycznego punktu widzenia najwigksze znaczenie maja zagadnienia pakowania
paczek prostopadtosciennych. Wynika to z powszechnosci stosowania opakowan kartono-
wych oraz prostoty opisu, w stosunku do zagadnien pakowania przedmiotéw o zré6znicowa-
nym ksztatcie. Dla uproszczenia czgsto zastgpuje si¢ bryly ich prostopadtosciennym obry-
sem. Jedynie w przypadku jednorodnego asortymentu rozwaza si¢ praktycznie modele
pakowania np.: przedmiotow kulistych, walcowych, czworoSciennych, itp. Powiazanym
z zagadnieniem pakowania jest problem tadowania palet. Poniewaz palety sa mniej stabil-
ne, w stosunku do kontenerow, to w tym przypadku waznym ograniczeniem jest wywazenie
palety. Tu nalezy wspomnie¢ prace Bischoffa, Janetza oraz Ratcliffa [3], dotyczace tadowa-
nia na palety obiektow o réznych ksztaltach.

3. Model matematyczny tréjwymiarowego zagadnienia pakowania

Rzeczywiste zagadnienie pakowania paczek, w znamienitej wigkszosci cytowanej lite-
ratury [1-17], sprowadzane jest do tréjwymiarowego zagadnienia plecakowego (3DKP).
Jest ono problemem NP-trudnym — Pisinger [14].

Dany jest tu zbidr n prostopadiosciennych paczek j = 1, ..., n 0 wymiarach: Wi, hj, dj
oraz zysk zwiazany z zapakowaniem paczki — Cjs do kontenera o wymiarach W, H, D. Spo-
sob pakowania ma wykluczy¢é wzajemne ,,nachodzenie” na siebie paczek i wystawanie

paczek poza obrys kontenera. Poszukujemy podzbioru zbioru paczek, ktory spetniajac
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ograniczenia przestrzeni tadunkowej, maksymalizuje sumaryczny zysk zatadowanych pa-
czek. W przypadku gdy zysk zwiazany z paczka jest rowny jej objgtosci maksymalizuje-
my wykorzystanie przestrzeni kontenera. Oprocz objetosci wykorzystanego (wolnego)
miejsca w kontenerze jako parametr oceny jakosci rozwiazania zagadnienia pakowania sto-
suje si¢ takze:

— liczbg zapakowanych do kontenera paczek (dla kazdej paczki ¢; = 1),

— liczbg koniecznych konteneréw dla zapakowania wszystkich paczek,

— wywazenie kontenera — momenty sit liczone wzgledem wybranej (wybranych) osi, po-

lozenie srodka cigzkoSci.

Czesto dopuszcza si¢ obracanie paczek — swobodne (zachowujac roéwnolegtos¢ do osi
uktadu wspotrzednych — $cian kontenera), ktéore mozna zrealizowac na 5 sposobow:

— rotacja 0 — bez obrotu,

— rotacja 1 — wokot osi x (odpowiada wymiarowi W),
— rotacja 2 — wokot osi y (odpowiada wymiarowi H),
— rotacja 3 — wokot osi z (odpowiada wymiarowi D),
— rotacja 4 — wokot osix iy,

— rotacja 5 — wokot osi y i z,

lub ograniczone tylko do sposobu 2 (paczki oznaczone: 17 — gora, nie wolno przewracac).

4. Kontur wypukly i zbiér punktow wstawienia

Pojecie konturu (obwiedni) zwiazane jest ze zrealizowanym rozwiazaniem czgScio-
wym 1 zdefiniowane przez zbior charakterystycznych punktow, okreslajacy przestrzen
(powierzchnig — 2D) zajgta przez zapakowane paczki (okresla stan zwiazany z rozwiaza-
niem). Kontur (lista punktow — CPL) jest pomocnicza struktura danych, tworzona na pod-
stawie aktualnego rozwigzania. Zalozeniem sposobu jego opisu jest mozliwa prostota, stad
daznos$¢ do zmniejszenia liczby punktéw definiujacych kontur, a co za tym idzie, naktadu
obliczeniowego zwiazanego z jego obstuga (procedury obliczenia wartosci funkcji celu,
dodania — usunigcia punktéw konturu, dodania — usunigcia punktow wstawienia). Konse-
kwencja przyjgtego uproszczenia opisu, kosztem jakosci tworzonych rozwiazan jest zatoze-
nie wypuktosci konturu. Kontur jest wypukly, jesli odcinek taczacy dwa dowolne jego
punkty oraz réwnolegly do jednej z osi uktadu wspotrzgdnych, zawiera si¢ w konturze.
Redukcja ilosci danych zwiazanych z opisem rozwiazania zagadnienia pakowania jest
znaczna, w krancowym przypadku rozwiazanie o praktycznie dowolnym rozmiarze moze-
my opisa¢ za pomoca konturu zdefiniowanym np. jednym lub kilkoma punktami.

Kontur wypukty dla zagadnienia dwuwymiarowego (2D) ilustruje rysunek 1 — zbidr
{A, B, C, D}, oraz dla zagadnienia tréjwymiarowego (3D) rysunek 2 — zbiér {A, B, C, D}.



Kontur wypukty w tréojwymiarowym zagadnieniu pakowania 871

Rys. 1. Kontur wypukty — zbior {A, B, C, D} oraz zbér punktow wstawienia {1, 2, ..., 5}
dla dwuwymiarowego zagadnienia pakowania

Rys. 2. Kontur wypukty — zbior {A, B, C, D} oraz zboér punktéw wstawienia {1, 2, ..., 9}
dla tréjwymiarowego zagadnienia pakowania

Pomocnicza struktura danych zwiazana z konturem jest takze zbior punktow wsta-
wienia, definiujacy miejsca potencjalnego dotozenia nowych paczek do aktualnego roz-
wiazania. Dla zbioru punktow wstawienia, zakladajacego dosunigcie paczek do konturu,
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wymagane jest dodatkowe sprawdzenie warunkéw ograniczen zewngtrznych przestrzeni
fadunkowej. Liczno$¢ zbioru punktow wstawienia dla konturu 2D (o licznosci #) wynosi
n+ 1 (rys. 1 — zbidr {1, 2, ..., 5}), natomiast dla konturu 3D maksymalnie 2r + 1 (rys. 2 —
zbior {1, 2, ..., 9}).

4.1. Procedura obliczenia objetosci (pola) konturu 3D (2D)

Obliczenie pola konturu wypuktego 2D, zdefiniowanego przez listg punktéw konturu,
przebiega w oparciu o posortowanie listy wedtug wspotrzednych punktow. Procedura su-
muje pola prostokatow, utworzonych dla kolejnych punktow, uwzglgdniajac wczesniej
wliczona powierzchnig.

Objetos¢_konturu_2D (CPL, n)

Krok 1. VC :=0;

Posortuj CPL tak, aby: x; < x, , oraz y, >y, ,

Krok 2. VC:=x*y,

Dlai=2,.,n VC:=VC+ (x;—x, )*;

Krok 3. Zwré¢ VC;

gdzie:
CPL — lista punktéw konturu,
n — dhugose listy CPL.

Procedura sortowania dla konturu 2D (pierwsza ¢wiartka)

Procedura ustala kolejno$¢ listy punktow konturu, usuwajac punkty nadmiarowe lub
nie spetniajace warunku wypukloséci konturu. Wstawienie punktu I do posortowanej czgsci
CPL wymaga sprawdzenia ponizszych warunkéw dla kolejnych jej punktow J:

jezeli (x; > X; )

jezeli (y; 2 Y ) to usun J z konturu;
inaczej (tzn. y; < Y ) I wstaw po J;
jezeli (x; = X; )
jezeli (y, > Y ) to usun J z konturu;
inaczej (tzn. y, < Y ) usun I z konturu;
jezeli (x; < x;)
jezeli (y; > Y ) to I wstaw przed J;
inaczej (tzn. y; < Y ) usun I z konturu;

W przypadku zdefiniowanego poczatkowego punktu wstawienia, punkt ten dzieli
ptaszczyzng na cztery ¢wiartki. W k-tej ¢wiartce (k= 1, ..., 4) punkty konturu rozpatruje si¢
osobno, tworzac cztery listy CPL[k] o r6znej dtugosci n,.
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Objetos¢_konturu_2D (CPL[4], ny, n,, ns, ny, X4, )
Krok 1. VC :=0;
Posortuj CPL[1] tak, aby: x; < x;,, 0raz y; > y;,
Posortuj CPL[2] tak, aby: x; > x,,, 0raz y; >y, ;
Posortuj CPL[3] tak, aby: x; > x;,, oraz y, < y,,
Posortuj CPL[4] tak, aby: x; < x,,, 0raz y; <y, ;
Krok 2. Dla kolejnych CPL[k] (k=1, ..., 4)
Dlai=1,.,n;:VC:=VC+ |xi—xi_1 | * |yl.—y0|;
Krok 3. Zwr6é VC;

gdzie:
CPL[k] — lista punktéw konturu dla k-tej ¢wiartki,
n, — dhugos¢ listy CPL[k],
(xp» ¥o) — poczatkowy punkt wstawienia — punkt podziatu na ¢wiartki.

Procedura sortowania CPL dla konturu 3D - pierwszy oktant

Zaleznie od przyjetej kolejnosci punktow CPL w trakcie obliczania objgtosci konturu
mozliwe jest zréznicowanie nakladu obliczeniowego wynikajace z podziatu przestrzeni
konturu na wigksza liczbe prostopadto$cianéw i konieczno$¢ wyznaczenia dodatkowych
punktow (krawedzi, ptaszczyzn) podziatu. Za idealna nalezy uzna¢ taka kolejnosé, dla kto-
rej mozliwy jest podziat objgtosci konturu jedynie na prostopadlosciany utworzone na bazie
punktéw CPL. Analiza kolejno$ci rozpatrywanych punktow konturu wypuktego dla dwoch
punktow prowadzi do 8 przypadkdow, ktore taczac, mozna sformutowaé dla oktantu I nasteg-
pujaco:

Przypadek 1 (rys. 3)

Rys. 3. Przypadek 1 wzajemnego potozenia punktéw konturu
dla tréojwymiarowego zagadnienia pakowania
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Wspotrzedne punktow konturu: I(x;, y;, z;) oraz J(xj, Y zj) spetniaja warunki:
X > X, Y <V 2> 2

W obliczeniu objgtosci nalezy najpierw wzia¢ punkt I a potem J, co w sortowaniu listy
CPL wymaga wstawienia | przed J. Objetos¢ konturu wyraza si¢ wzorem:

VC = (%) " (Vy0)* (z729) + (%) * (V)" (272))
Dla przypadku odwrotnego (tzn. x; < Xp ¥ > Yp 2 < zj) I wstaw po J.

Przypadek 2 (rys. 4)

Rys. 4. Przypadek 2 wzajemnego potozenia punktow konturu
dla tréjwymiarowego zagadnienia pakowania

Wspotrzedne punktow konturu: I(x;, y;, z;) oraz J(xj, Y zj) spetniaja warunki:
NS Xp iz Yp Ei> E
W sortowaniu listy CPL I nalezy wstawi¢ przed J. Objgtos¢ konturu opisuje wzor:

VC = (x,‘_xo)*(yi_y 0)*(2,'_20) + (xj_xi)*(yj_)’o)*(zj_zo)
Dla przypadku odwrotnego (tzn. x; > X5 ¥; <Vjp Z; < zj) I wstaw po J.
Przypadek 3 (rys. 5)
Wspotrzedne punktow konturu: I(x;, y;, z;) oraz J(xj, Y zj) spetniaja warunki:
X > X5 V> Y 2 < 2
W sortowaniu listy CPL I nalezy wstawi¢ przed J. Objgtos$¢ konturu opisuje wzor:

VC = (x,‘_xo) * (yi_y 0) *(z ,'_Zo) +(x j_xo) * (yj_y 0) * (Zj—Zl.)

Dla przypadku odwrotnego (tzn. x; < X,V <Vjp 2 > zj) I wstaw po J.
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Rys. 5. Przypadek 3 wzajemnego potozenia punktéw konturu
dla tréjwymiarowego zagadnienia pakowania

Pozostate przypadki obejmuja sytuacje, gdy wszystkie wspolrzedne punktu I sa wigk-
sze od J (tzn. x; > Xp V> Yp 2> zj) lub odwrotnie (tzn. x; < X5 Y <Ypz; < zj). Nalezy wtedy
usuna¢ z konturu odpowiednio punkt J lub I. Przypadki, gdy niektére ze wspotrzgdnych sa
rowne, uwzgledniono w ponizszej procedurze laczacej wymienione wczesniej sytuacje.
Procedura polega na okresleniu kolejno$ci rozpatrywania punktow konturu, przez wstawie-
nie kolejnego punktu I o wspdtrzgdnych (x;, y;, z;) do posortowanej juz czgsci listy. Wsta-
wienie punktu I przed lub po punkcie J okreslaja warunki:

jezeli (x;>x;)

jezeli (y; =2 Y )
jezeli (z;2 z ) to usun J z konturu;
inaczej (tzn. z; <z;) I wstaw przed J;
inaczej (tzn. y; < Y )
jezeli(z;2 z; ) to I wstaw przed J;
inaczej (tzn. z; < z ) Iwstaw po J;
jezeli (x; = x; )
jezeli (y; 2 Y )
jezeli(z; 2 z ) usun J z konturu;
inaczej (tzn. z; <z;) I wstaw przed J;
inaczej (tzn. y, < Y )
jezeli (z;> z ) to I wstaw po J;
inaczej (tzn. z;<z;)  usun I z konturu;
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jezeli (x; < X; )
jezeli (y, > Y )
jezeli(z;2 z ) to I wstaw przed J;
inaczej (tzn. z; < z; ) I wstaw po J;
inaczej (tzn. y; < Y; )
jezeli (z; > z ) to I wstaw po J;
inaczej (tzn. z; < z ) usun I z konturu

Zaproponowana metoda uszeregowania punktow konturu miata za zadanie obliczenie
jego objgtosci w oparciu o prostopadiosciany utworzone jedynie na podstawie punktow
CPL, bez ich podziahu na kilka prostopadloscianow (ztozonosc¢ liniowa). Reguly opracowa-
ne dla dwoch punktéw, cho¢ okazaty si¢ skuteczne w wigkszos$ci zadan testowych o wigk-
szej liczbie punktow, zawodza w przypadku ogdlnym.

—r—

Rys. 6. Przyktad ,,ztosliwy” dla sortowania punktow konturu 3D

Przyktadowe zadanie ,,ztos§liwe” jest zilustrowane na rysunku 6, gdzie kontur jest zde-
finiowany przez 3 punkty o wspotrzednych odpowiednio: A(1, 3, 5), B(4, 2, 3) i C(2, 4, 2).
Dla tego przyktadu punkt A winien by¢ rozpatrywany przed B, B przed C oraz C przed A,
czyli obliczenie objgtosci konturu jedynie przy podziale na 3 prostopadtosciany nie jest
mozliwe. Konieczny jest podziat na ich wigkszg liczbg, a to wymaga wyznaczenia dodatko-
wych punktéw pomocniczych na podstawie CPL.

Zastosowana ostatecznie metoda obliczenia objgtosci konturu polega na podziale prze-
strzeni konturu na warstwy wyznaczone przez punkty CPL, na podstawie jednej ze wsp6t-
rzgdnych (w podanej ponizej procedurze wybrano wspotrzedna x). Punkty konturu sa szere-
gowane wedlug wybranej wspotrzednej (lista PLX) oraz drugiej wspotrzednej (np. y — lista
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PLY) ustalajacej kolejnos¢ punktéw w dalszym podziale warstwy na prostopadtosciany.
Wybdr wspotrzednych jest dowolny, lecz determinuje on podzial przestrzeni konturu ptasz-
czyznami — w naszym przypadku réwnoleglymi do yz (podziat na warstwy — rys. 7) oraz xy
(podziat warstwy).

Rys. 7. Podzial przestrzeni konturu na warstwy ptaszczyznami réwnolegltymi do yz

W obliczeniu objgtosci warstwy konturu uwzgledniane sa punkty CPL nalezace do
warstwy, ktore sa nastgpnie usuwane z list PLX i PLY, oraz punkty spoza warstwy tworzace
krawedzie konturu przechodzace przez warstwe (cze$¢ punktow PLY).

Caltkowita objeto$¢ konturu wypuklego jest suma objgtosci prostopadtosciandw
wszystkich warstw. Warunkiem zakonczenia obliczen jest usunigcie wszystkich punktow
z PLX oraz PLY.

Objetos¢_konturu_3D (CPL, n, x4, y,, Z,) — pierwszy oktant

Krok 1. VC :=0;

Posortuj CPL, wedlug wspotrzednej:
x — lista PLX — tak aby: x; <x,,  oraz jeSlix; = x; , t0y, > y,
y—lista PLY —tak aby: y, 2y, jorazjesliy, =y, ,t0z, < z;,,

Krok 2. Dla kolejnych punktéw PLX (i =1, ..., n)
J*:=0;
X:= xx;_,; (dla pierwszego x; = x, — zadany punkt podziatu lub x,_ ; = 0)
Dla kolejnych punktéw PLY (j)
Jezeli (xj =x,)
— tzn. punkt konturu jest w aktualnie rozpatrywanej warstwie

to Y:= Yo (gdzie: y, — zadany punkt podziatu lub y, = 0)

Z:= ZiZ
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VC:=VC+X*Y*Z,

=5
Usun j z PLX oraz PLY;
inaczej (tzn. jezeli x> X;)
jezeli (zj> z j*) (tzn. gdy Z <z to Jj pomijamy)
to Y:= YiYo
Z:= ZiZ
VC := VC+X*Y*Z,
J*=j

Krok 3. Zwrdé VC;

gdzie:
CPL - lista punktéw konturu,
n — dhugosé listy CPL,
(Xp» Yo 29) — Ppoczatkowy punkt wstawienia — punkt podziatu na oktanty,
PLX — posortowana lista CPL wedtug wspolrzedne;j x,
PLY — posortowana lista CPL wedtug wspolrzedne;j y,
i,j — indeksy punktéw konturu na liscie PLX i PLY,
j* — indeks poprzednio wykorzystanego punktu konturu.

Podziat przestrzeni na oktanty (rys. 8) jest realizowany przez 3 plaszczyzny, wzajem-
nie prostopadle, przecinajace si¢ w zadanym punkcie (x,, y, Z)-

Rys. 8. Podzial przestrzeni fadunkowej kontenera na oktanty
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jaco:

Z uwagi na brak dominujacego standardu oznaczen, oktanty ponumerowano nastgpu-
oktant I: X>Xy,V>Vg,2> 2y
oktant II: X<Xo,V>Vy,z> 2z
oktant III: X<X9,Y<Yy,z>z
oktant I'V: X>Xy,Y<Yy,z>z
oktant V: X>Xg,Y>Yy,2z <2z
oktant VI: X<Xo,V>yy,z<z
oktant VII: X<Xg,Y<Yy,z<z

oktant VIII: ~ x>xy,y <yy,z<z

W kazdym oktancie punkty konturu rozpatruje si¢ osobno, tworzac listy CPL[1], ...

CPL[8] o r6znej dlugosci ny, ..., ng.

Objetos¢_konturu_3D (CPL[8], n[8], x4, ¥, Z,) — przypadek ogdlny

Krok 1.

VC := 0;
Posortuj CPL[1], wedtug wspotrzednej:
x — lista PLX[1] - tak aby: x; < x;, , oraz jeslix; = x; ;toy;, >y, ,
y —lista PLY[1] — tak aby: y, 2y, ,orazjesliy, =y, t0z, < z; ;
Posortuj CPL[2], wedlug wspotrzednej:
x — lista PLX[2] - tak aby: x; 2 x; , oraz jeSli x; = x; ;toy;, >y, ,
y —lista PLY[2] — tak aby: y, 2y, orazjesliy, =y, t0z, < z; ;
Posortuj CPL[3], wedlug wspotrzednej:
x — lista PLX[3] — tak aby: x; 2 x,, , oraz jeslix; = x;,, ;toy, <y, ,
y —lista PLY[3] —tak aby: y, <y, ,orazjesliy, =y, ;toz; <z, ;
Posortuj CPL[4], wedlug wspotrzednej:
x — lista PLX[4] — tak aby: x; <x,, ,oraz jeslix; = x;, ;toy, <y, ,
y — lista PLY[4] — tak aby: y, <y, ,orazjesliy, =y
Posortuj CPL[5], wedtug wspotrzednej:
x — lista PLX[S] — tak aby: x; < x;, , orazjeslix; = x; ;toy;, >y, ,

41102, <2

y — lista PLY[S] —tak aby: y, 2y, ,orazjeSliy, = y;, ,t0 z; > z; 4
Posortuj CPL[6], wedtug wspotrzednej:

x — lista PLX[6] — tak aby: x; 2 x; , oraz jeslix; = x; oy, >y, ,

y — lista PLY[6] — tak aby: y, 2y, orazjesliy, =y, ,toz, >z, ;
Posortuj CPL[7], wedlug wspotrzednej:

x — lista PLX[7] — tak aby: x; 2 x,, , oraz jeslix; = x;,, ;toy, <y, ,

y —lista PLY[7] —tak aby: y, <y, ,orazjesliy, =y, ;toz;, >z, ;
Posortuj CPL[8], wedlug wspotrzednej:

x — lista PLX[8] — tak aby: x; <x,, ,oraz jeslix; = x; ;toy, <y, ,

y — lista PLY[8] — tak aby: y, <y, ,orazjesliy, =y

+1102;> 24
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Krok 2. Dla kolejnych oktantéw (k = 1, ..., 8)
Dla kolejnych punktow PLX[k] (i = 1, ..., n})
J*=0;
X:= |xi - X4 | ; (dla pierwszego x; ;= x,, — zadany punkt podziatu lub x; ;= 0)
Dla kolejnych punktéw PLY[k] ()
Jezeli (x; = x;)
— tzn. punkt konturu jest w aktualnie rozpatrywanej warstwie
to V= | Yi=Yols (gdzie: y, — zadany punkt podziatu lub y, = 0)
Z:= |z].—z].* ;
VC: = VC+X*Y*Z,

=7
Usun j z PLX[k] oraz PLY[k];
inaczej
Jezeli (zj > 275 dla k=1,..,4) lub (zj <z dla k=5,..,8)
to Y= |yj—y0|;

Z:= |z].—zj*|;
VC := VC+X*Y*Z,
=17

Krok 3. Zwrdé VG,

gdzie:

CPL[k] — lista punktéw konturu w k-tym oktancie,

n, — dhugos¢ listy CPLIk],
(xg» Yo 29) — poczatkowy punkt wstawienia — punkt podziatu na oktanty,

PLX[k] — posortowana lista CPL[k] wedtug wspolrzgdnej x,

PLY[k] — posortowana lista CPL[k] wedlug wspotrzednej y,
i,j — indeksy punktéow konturu na liscie PLX[k] i PLY[k],
j* — indeks poprzednio wykorzystanego punktu konturu.

W implementacji procedury obliczenia objgtosci konturu mozna stosowac kazdorazo-
wo procedurg sortowania wszystkich punktéw konturu, albo w przypadku dodania jednego
punktu procedurg wstawienia punktu do posortowanej listy (CPL, PLX, PLY). Zmiana doty-
czy tylko jednego oktantu, co umozliwia uproszczenie obliczenia objgtosci. Dodanie nowe-
go punktu konturu moze spowodowac takze usunigcie jednego lub kilku zbednych punktow
definiujacych kontur wypukty. Wspétrzedne nowego punktu konturu (x, yx, zx) Sa Wyzna-
czane na podstawie wspotrzednych punktu wstawienia (xy, yy» Zy ), Wymiarow paczki: sze-
rokos$¢, wysokos¢, gleboko$¢ — z uwzglednieniem mozliwego obrotu paczki — x;, yp, zp Oraz
ograniczen przestrzeni tadunkowej — Xy Yy ZMIN » AMaxe YMAX> ZMAX-

Dla kolejnych oktantéw:

— oktant I N T Xw T Xp S Xvax s IN T YW T VP S YMAX s 2N T 2w T2 S Zmax s
— oktant II: XN T Xw — Xp ZXMIN > YN T YW T VP SYMAX 5 EN T 2w T Zp S ZMAX
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— oktant III: XN = Xw —Xp ZXMIN > YN T YW — VP ZYMIN » 2N T 2w T Zp S ZvaX
— oktant IV: XN = Xw T Xp S XMAx > IN T VW — VP ZVMIN 5 2N T 2w T Zp S ZMAX
— oktant V: XN = Xw +Xp SXMaX > PN T YW T VP SYMAX 5 2N T 2w — Zp 2 ZMIN »
— oktant VI: XN = Xw — Xp ZXMIN > YN T YW T VP SYMAX > 2N T 2w~ Zp 2 ZMIN
— oktant VI xy=xw — Xp 2 XM > YN =Yw — VP ZVMIN » 2N = Zw — Zp 2 ZMIN »

— oktant VII: XN =Xw T Xp SXMAX >IN =YW — VP 2 VMIN » 2N = ZW — Zp = ZMIN -

Dodanie nowego punktu do konturu CPL eliminuje ze zbioru punktéw wstawienia IPL
(o licznosci m) wykorzystany punkt oraz inne punkty wstawienia, ktore znalazly si¢ w prze-
strzeni konturu wypuktego. Moga natomiast powsta¢ nowe punkty wstawienia. Ich liczba
jest uzalezniona od liczby usunigtych punktow CPL oraz IPL.

Aktualizacja_konturu (CPL, n, xy, Y\ 25> IPL, m) — aktualizacja listy punktéw konturu
oraz zbioru punktéw wstawienia dla pierwszego oktantu

Krok 1. Dla kazdego punktu konturu CPL (i = 1, .., n)
Jezeli (xy 2 x; AyN 2Y; A 2y 2 Z) to usuh punkt (x;, y,, z,) z CPL;
Krok 2. Dodaj punkt (xy, yx» zy) do CPL (aktualizacja n);
Krok 3. Dla kazdego punktu zbioru punktéw wstawienia IPL (j = 1, .., m)
Jezeli (xy 2 X AYNZ YA 2N 2 zj) to usun punkt (xj, Yp zj) z IPL;
Krok 4. Uzupeij IPL o nowopowstate punkty wstawienia (aktualizacja m).

4.2. Idea algorytmu

Schemat rozwiazywania trojwymiarowego zagadnienia pakowania paczek, z wyko-
rzystaniem konturu wypuklego i zbioru punktow wstawienia:

Krok 1. Wczytanie danych:

— wymiary paczek (kolejnos¢ paczek dowolna (losowa) lub okreslona wedtug reguty za-
chlannej, mozliwos$¢ stosowania rotacji — podane wymiary po dokonaniu wcze$niej-
szej rotacji lub decyzja o rotacji dokonywana w trakcie pakowania)

— wymiary przestrzeni fadunkowej (kontenera) — okreslenie ograniczen Xy, YMmiNo ZMIN
*MAX> YMAX> ZMAX-

— poczatkowy punkt wstawienia (xg, ¥g, zg), dzielacy przestrzen tadunkowa na oktanty
((0, 0, 0) — typowe zagadnienie pakowania od lewego, dolnego, tylnego rogu kon-
tenera; ((Xpax — Xmmn)/2, 0, 0) — mozliwo§¢ wywazenia kontenera wg jednej z osi;
(('max — *Mm0)/2, 0, (zmax — 2min)/2) — mozliwo$¢ wywazenia kontenera wg
dwoch osi)

Krok 2. Inicjowanie struktur (puste):

— rozwiazanie (wWg przyjetego sposobu zapisu rozwigzania: np. permutacja numerow pa-
czek — przy zadanym deterministycznym sposobie ich pakowania, permutacja paczek
z rotacja lub numer paczki, rotacja, wspotrzedne punktu wstawienia paczki (xy, Yw, Zw)
— lewy, dolny, tylny rog)
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(1]

lista punktow konturu CPL[k] — osobna dla kazdego z oktantow £:
CPLIk] = (xo, Y0, Z0)5

lista punktow wstawienia /PL[k] — osobna dla kazdego z oktantow £:
IPL[K] := (x, Yo, Z0);

Krok 3. Dla wybranej paczki:
(kolejnos¢ zadana lub paczka wybrana wg okreslonego kryterium)

wybierz punkt wstawienia (xyw, Vw, zw) z IPL (pierwszy, przeglad czgSciowy wg
okreslonego kryterium, przeglad zupelny — spetnienie ograniczen, mozliwy obrét
paczki)

uzupehij rozwiazanie (dopisz wstawiong paczke)

zaktualizuj list¢ punktéw konturu CPL[k] w wybranym oktancie (oblicz i dodaj nowy
punkt konturu, usun zbgdne punkty CPL)

zaktualizyj list¢ punktow wstawienia /PL[k] w wybranym oktancie (usun wykorzysta-
ny punkt wstawienia, dodaj nowopowstate punkty, ewentualnie usun punkty z wnetrza
konturu wypuktego)

oblicz funkcj¢ celu (z wykorzystaniem objgtosci konturu — tylko w wybranym oktan-
cie: np. objgtos¢ konturu — objgtos¢ wstawionych paczek)

Krok 4. Powtarzaj krok 3 do spelnienia warunku zakonczenia algorytmu
(np. zapakowanie wszystkich paczek, brak mozliwosci wstawienia paczki,
uzyskanie zadanej jakosci rozwiazania)

5. Podsumowanie

Zastosowanie konturu wypuklego znacznie upraszcza opis przestrzeni zajgtej w sto-
sunku do pelnej postaci rozwiazania, w ktdrej podane sa lub obliczane wspotrzedne
(oraz wymiary) wszystkich paczek. Nast¢puje tu znaczna redukcja rozmiaru danych,
jednak kosztem jakos$ci rozwiazan zwiazanych z zalozona wypuktoscia konturu.
Podziat przestrzeni tadunkowej na oktanty (3D) lub ¢wiartki (2D) pozwala realizowaé
obliczenia w kazdym oktancie (¢wiartce) niezaleznie, dla mniejszego rozmiaru zagad-
nienia (dekompozycja).

Liniowa zlozonos$¢ obliczeniowa wyznaczenia pola konturu dla zagadnienia 2D nie
jest mozliwa w ogdlnym przypadku obj¢toséci dla zagadnienia 3D (patrz przyklad).
Zaproponowane podejscie jest dedykowane dla probleméw o duzym rozmiarze, gdyz
redukcja i dekompozycja znacznie utatwia ich rozwiazanie.
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