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Dobor okresu probkowania
dla obiektow liniowych I'i II rze¢du
z jednym zerem transmitancji**

1. Uwagi wstepne

Podczas projektowania uktadu regulacji cyfrowej jednym z najwazniejszych parame-
trow, jakie nalezy dobra¢, jest wartos¢ okresu probkowania. Poprawnie dobrany okres
probkowania powinien zapewnic¢ stabilno$¢ i dobra jakos¢ regulacji w uktadzie przy jedno-
czesnym zapewnieniu czgsciowej filtracji zaktdcen oraz nieprzeciazaniu CPU sterownika.
Zasady poprawnego doboru okresu probkowania pod katem spelnienia tych podstawowych
wymagan sa od wielu lat przedmiotem badan wielu autoréw. Przyktadowo dla systemow
skonczenie wymiarowych mozna tu podaé prace: T. Kaczorka (1977), R. Isermanna (1989,
1992), W. Gregi (2004), Byrskiego (2007). Zagadnienia doboru okresu probkowania dla
systemu nieskonczenie wymiarowego byly przedmiotem prac W. Mitkowskiego z lat 1982—
1991. Z kolei zagadnienia doboru okresu probkowania dla systemow skonczenie wymiaro-
wych i nieskonczenie wymiarowych o niepewnych parametrach byly omawiane migdzy in-
nymi w pracach: Mitkowski i Oprzedkiewicz (2004), Oprzedkiewicz (2008).

Wyniki badan praktycznych i symulacyjnych wskazuja jednak na jeszcze jedno istotne
zagadnienie, niecomawiane zbyt czgsto w literaturze, a zwiazane z doborem okresu probko-
wania dla systemu dynamicznego opisanego transmitancja operatorowa posiadajaca zera.
Jest to problem lokalizacji zer transmitancji obiektu dyskretnego, otrzymanego po uzupet-
nieniu obiektu ciaglego o pracujace synchronicznie impulsator i ekstrapolator zerowego
rzedu. Okazuje sig, ze dla pewnych wartosci okresu probkowania moze nastapic ,,migracja”
zera transmitancji uktadu dyskretnego na zewnatrz kota jednostkowego. To z kolei oznacza,
ze ciagly obiekt minimalnofazowy moze po dyskretyzacji utraci¢ t¢ ceche. Takie zjawisko
jest wysoce niekorzystne, gdyz obiekty nieminimalnofazowe sprawiaja znaczne klopoty
podczas konstrukcji algorytméw sterowania.
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Z tego wzgledu dodatkowym czynnikiem, ktory nalezy wzia¢ pod uwagg podczas do-
boru okresu probkowania dla systemu opisanego transmitancja z zerami, jest zapobiegnig-
cie ,,migracji zer” poprzez odpowiedni dobor wartosci okresu probkowania na etapie pro-
jektowania uktadu regulacji. W tym celu nalezatoby skonstruowac warunki analityczne, po-
zwalajace na oszacowanie warto$ci okresu probkowania poprawnych z punktu widzenia
»migracji zer” w funkcji parametrow transmitancji obiektu ciagltego.

W niniejszej pracy podjgto probg podania warunkow analitycznych, jakie musi spet-
nia¢ okres probkowania, aby nie nastapila ,,migracja” zera transmitancji dla obiektow regu-
lacji opisanych transmitancja pierwszego i drugiego rzedu z jednym zerem. W pracy zapre-
zentowano nast¢pujace zagadnienia:

— Rozwazana klasa obiektow regulacji (ciagtych i dyskretnych).

— Problem doboru okresu probkowania zapobiegajacego ,,migracji zer”.

— Warunki na okres probkowania dla wszystkich obiektéw rozwazanej klasy.
— Przyktady.

2. Rozwazana klasa obiektow regulacji

Rozwazmy obiekt I lub II rzedu opisany nastepujaca transmitancja operatorowa z jed-
nym zerem:

G(s)=—2F" (1)
a,s +a]s+a0

Wspotczynniki transmitancji obiektu spetniaja nastgpujace zatozenia:

v>0

2

az,a120, agp >0

przy czym dodatkowo zakladamy, ze rozwazany obiekt musi by¢ realizowalny fizycznie,
czyli stopien licznika transmitancji (1) nie moze by¢ wyzszy od stopnia mianownika, co
naktada dodatkowe ograniczenia na wartosci wspotczynnikow transmitancji (1): wspot-
czynniki @, oraz a, nie moga by¢ jednoczes$nie rowne zero.

Na podstawie (2) mozna takze stwierdzi¢, ze rozwazany obiekt ciagly jest stabilny
oraz minimalnofazowy.

W przypadku gdy obiekt ciagly opisany transmitancja (1) ma by¢ sterowany z wyko-
rzystaniem regulatora cyfrowego, to musi on by¢ uzupethiony o dwa dodatkowe elementy:
impulsator zamieniajacy ciagly sygnat wyjSciowy z obiektu na jego wersje dyskretna
w czasie oraz ekstrapolator zamieniajacy dyskretny sygnal sterujacy na jego wersje ciagla
w czasie, mozliwa do podania na wejs$cie obiektu ciaglego. Oba te elementy pracuja syn-
chronicznie, z zadanym okresem probkowania 7. Impulsator jest modelem matematycz-
nym przetwornika A/C, a ekstrapolator jest modelem matematycznym przetwornika C/A.
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Oba te elementy w uktadzie regulacji cyfrowej wchodza w sktad tzw. interfejsu procesowe-
go. Schemat obiektu regulacji wraz z ekstrapolatrem i1 impulsatorem pokazany jest na ry-
sunku 1 (zob. np. Mitkowskiego 1991).

"(k) t t *(k
Y obiektciagly - I AL

ekstrapolator impulsator

Rys. 1. Ciagly obiekt regulacji z ekstrapolatorem i impulsatorem

W przypadku gdy obiekt ciagly jest opisany transmitancja ciagla (1), transmitancja
dyskretna obiektu z impulsatorem i ekstrapolatorem zerowego rz¢du opisana jest nastgpuja-
co (zob. np. Grega 2004):

c+<z)=(1_z-1)z(@) @)

W (3) Z(...) oznacza transformat¢ ,,z” odpowiadajaca transmitancji ciagtej. Transmi-
tancja dyskretna (3) moze by¢ zapisana w postaci analogicznej do (1):

by z? +bf z+b]

G*(2)="25

“)

a3z +af z+ay

W (4) b" oraz a" oznaczaja odpowiednio wspotezynniki licznika i mianownika trans-
mitancji obiektu dyskretnego. W przypadku ogdélnym moze zaj$¢ sytuacja, gdy ilo$¢ zer
transmitancji uktadu po dyskretyzacji ulegnie zwigkszeniu (Grega 2004). Z tego wzgledu
w (4) przyjeto wspotczynnik b5, ktory moze by¢ rozny od zera.

Podczas budowy systemu dyskretnego pokazanego na rysunku 1 i opisanego przez (4)
istotnym zagadnieniem jest dobor wartosci okresu probkowania. Poprawnie dobrany okres
probkowania powinien zapewni¢ stabilno$¢ i dobra jako$¢ regulacji w uktadzie. Ogoélne
zasady doboru okresu probkowania sg znane i byly wiclokrotnie omawiane w literaturze
(zob. np. Isermann 1989, Grega 2004 ).

W przypadku obiektow rozwazanej klasy pojawia si¢ dodatkowy problem zwiazany
z lokalizacja zer transmitancji obiektu po dyskretyzacji. W niektorych przypadkach moze
nastapi¢ ,,migracja” zer poza obszar kota jednostkowego, czyli ciagly obiekt minimalnofa-
zowy moze nie by¢ minimalnofazowy po dyskretyzacji.

Opisane powyzej zjawisko jest niekorzystne i nalezy mu zapobiec przez odpowiedni
dobor okresu probkowania podczas pracy uktadu dyskretnego. Warunki jakie musi spetnié
warto$¢ okresu probkowania, aby ,,migracja” nie nastgpowata, zostana przedstawione
w dalszych czeéciach niniejszej pracy.
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3. Problem doboru okresu probkowania
dla rozwazanej klasy obiektow

Po uwzglednieniu powyzszych rozwazan problem doboru okresu probkowania dla
rozwazanej klasy obiektow moze by¢ sformutowany nastepujaco:

Dla stabilnego obiektu minimalnofazowego opisanego transmitancjq w postaci (1) na-
lezy tak dobrac okres probkowania T, aby obiekt dyskretny opisany transmitancjq dyskret-
nq (4) byl rowniez minimalnofazowy.

Postawione powyzej zagadnienie jest w rozwazanym przypadku (obiekty I i IT rzedu)
mozliwe do rozwiazania analitycznego 1 warunki na wartosci okresu probkowania dopusz-
czalne ze wzglgdu zachowanie minimalnofazowos$ci zostana podane w dalszych czgsciach
pracy.

Nalezy tu zwrdci¢ uwage, ze w przypadku ogdlnym (dla uktadu n-tego rzedu) nie jest
mozliwe podanie ogdlnych analitycznych wzorow okreslajacych zwiazek pomigdzy wspot-
czynnikami @ i b transmitancji obiektu ciaglego (1) oraz odpowiednimi wspotczynnikami
a"ib" obiektu dyskretnego (4). W takiej sytuacji sprawdzenie ewentualnej ,,migracji” zer
moze by¢ wykonane symulacyjnie z wykorzystaniem MATLAB-a.

4. Warunki na wartosci okresu probkowania
dla wszystkich obiektow rozwazanej klasy

Obiekt I rzedu

Prezentacj¢ wynikow analitycznych rozpoczniemy od najprostszego przypadku, jakim
jest obiekt I rzedu: zaktadamy, ze wspolczynnik a, w transmitancji (1) jest rowny zero.
Wtedy transmitancja (1) redukuje si¢ do nastepujacej prostej postaci:

s+v
a1s+a0 (5)

Gi(s)=

lub tez moze by¢ zapisana w nastgpujacej rownowaznej postaci, dogodniejszej do dalszych
obliczen:

s+v
G1(s)=ks+x (6)
gdzie:
1 agp
k=—, A=——
a a (N

Po zastosowaniu do transmitancji (5) wzoru ogoélnego (3) otrzymujemy nastgpujaca re-
lacj¢ na transmitancj¢ dyskretna obiektu (5) potaczonego z ekstrapolatorem i impulsatorem:
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z—(1+(zl—1);J

zZ—Z1

G (2)=k- (®)

przy czym:
= )

Na podstawie (8) i (9) wida¢, ze rozwazany obiekt jest stabilny asymptotycznie dla
dowolnej warto$ci okresu probkowania, gdyz jedyny biegun transmitancji dyskretnej (8)
jest rowny z; okreslonej przez (9), a z; <1 dla kazdej wartosci okresu probkowania 7}, > 0.

Oznaczmy zero transmitancji obiektu dyskretnego (8) przez v;. Jest ono nastepujaca
funkcja parametrow obiektu ciaglego i okresu probkowania 7),:

v1+(Tp)21+(e_MP —1)% (10)

Warunkiem na to, zeby obiekt dyskretny byt minimalnofazowy jest, aby:

v+(Tp)‘<1 (11)

Po wstawieniu (10) do (11) 1 kilku prostych przeksztatceniach otrzymujemy nastgpuja-
cg relacjg na wartos¢ okresu probkowania 7, dla ktorej jest spetniona zaleznosc¢ (11):

1 1

Tp <X1H o
1=2%

v

(12)

przy czym nieréwno$¢ (12) moze by¢ rozwazana wytacznie dla wartosci v oraz A spetniaja-
cych warunek:
v>2A (13)

Obiekt II rzedu aperiodyczny

Kolejnym rozwazanym przypadkiem jest obiekt II rzgdu aperiodyczny z jednym ze-
rem. Transmitancja (1) ma nastgpujaca postac:

s+v
Gy(s)=———— (14)
a,s +a1s+a0

przy czym zaktadamy dla uproszczenia, ze wspotczynnik a, = 1 i pozostate wspotczynniki
mianownika transmitancji (14) spetniaja warunek:

a >2Jay (15)
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Transmitancja (14) moze by¢ zapisana w nastgpujacej rOwnowaznej postaci, fatwiej-
szej do dalszej analizy:
s+v
Gy(s)=————
2 = A A (16)

gdzie:

M :_%'[al + (“1)2 —4ay )

Transmitancja dyskretna obiektu ciagtego (16) uzupelnionego o impulsator i ekstrapo-
lator i wyznaczona zgodnie z (3) ma postaé nastgpujaca:

(17

b1+z +b6r

G =k —
P v

(18)
W (18) parametr k jest opisany przez (17), z,; oraz z,, oznaczaja bieguny transmitancji
dyskretnej rowne:

-T A
zp=e 7

(19)
Zp = ¢
Na podstawie (18) i (19) mozna stwierdzi¢, ze rozwazany obiekt dyskretny jest stabil-
ny asymptotycznie dla dowolnej wartosci okresu probkowania 7, gdyz oba bieguny trans-
mitancji (18) okreslone przez (19) zawieraja si¢ w kole jednostkowym dla dowolnej warto-
Sci T, oraz dowolnych stabilnych biegunéw transmitancji ciaglej A, oraz A,.

Wspotczynniki b| oraz by transmitancji dyskretnej (18) sa okreslone nastepujaco:

b =—(A(zy1 + 20 —1)+ Bzyp +Czy; )

. (20)
bo = A221222 + BZZZ + C221

Wspotczynniki A, B oraz C zostaly wprowadzone dla zwigkszenia czytelnosci zapisu

i sa one rowne:
v

A=
My
7\17\2 — V?Lz
=12 2 21
Mo (g —y) -
_ V7\,1 - 7\417\42
MAy(Ay =)
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Zero v, transmitancji dyskretnej (18) po uwzglednieniu (20) ma nastgpujaca postac:

v;_ _ A221222 + BZzz +C22]

A(221 +222 —1)+B222 +C221 (22)

Wartos$¢ zera transmitancji dyskretne;j vg jest funkcja zaré6wno biegunéw i zera trans-
mitancji ciaglej, jak i okresu probkowania T),. Jezeli przypomnimy zalezno$¢ (19), to zero
opisane przez (22) jako funkcja okresu probkowania 7, przyjmie nastepujaca postac:

A221e_T” Mi+ha) | ge TP 4 ce oM
Ty o Th (23)

+
V2 (Tp)= — —
A(e Tph +e Ty -1+ Be

+Ce

Warunek, zeby obiekt dyskretny opisany transmitancja (20) byt minimalnofazowy, ma
postac (11), przy czym w rozwazanym wypadku, po uwzglednieniu (23) i kilku przeksztat-
ceniach mozna wykaza¢, ze bgdzie on spetniony wylacznie wtedy, gdy jednoczes$nie bgda
zachodzi¢ nieréwnosci (24) i (25) o nastgpujacej postaci:

ST _ b Tl (24)
-T, Ay
T _A+(A+20)e 7
¢ 7T (25)
Ae PP+ (A+20)

Mozna sprawdzié, ze nierdéwnosci (24) oraz (25) sa spelnione dla kazdej nieujemne;j
wartosci okresu probkowania T), oraz kazdych dodatnich wartosci A, oraz A,.

Powyzsza uwaga pozwala na sformulowanie wniosku, ze obiekt aperiodyczny II rzgdu
minimalnofazowy bedzie rowniez minimalnofazowy po dyskretyzacji dla dowolnych war-
tosci okresu probkowania.

Obiekt II rzedu aperiodyczny krytyczny

Obiekt ten jest przypadkiem szczegolnym obiektu (16) przy zalozeniu, ze A, = A, = A.
Transmitancja (16) przyjmie wtedy postac:

S+v

(s+1)2

Gs(s)= (26)

Po zastosowaniu wzoru (3), transmitancja dyskretna obiektu (26) przyjmie posta¢ na-
stepujaca:

Gi (=220 27)
z-123)
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Wspotczynniki transmitancji dyskretnej (27) sa w tym wypadku rowne:
PR
b] = 7\'2 (1 Z3)+ 7\‘ TpZ3

Y A—v
b() = x—2(1—23)z3 +—7\‘ TpZ3 (28)

-T,A
zz=e P

Na podstawie (27) oraz (28) mozna zauwazy¢, ze rozwazany uklad po dyskretyzacji
bedzie stabilny asymptotycznie dla dowolnej wartosci okresu probkowania 7,

Oznaczmy zero transmitancji dyskretnej (27) przez v;. Jako funkcja okresu probkowa-
nia jest opisane w rozwazanym wypadku nast¢pujaco:

+ by
v3(Tp) = bl% (29)

Warunkiem tego, zeby obiekt dyskretny (27) byl minimalnofazowy, jest, aby zero
transmitancji dyskretnej opisane przez (29) spetniato warunek (11). W rozwazanym wypad-
ku, po uwzglednieniu (28) 1 (29) bedzie on mie¢ nastepujaca postac:

- A=V, -TA
Ty +—Tpe P

KLZ a- e_T”k )e

<1 (30)

A—v T A
p
Tpe

‘ KLZ@_JTP’“H

Mozna sprawdzi¢, ze warunek (30) jest spetniony dla kazdej wartosci A > 0, v < 0 oraz
7,>0.
Obiekt II rzedu oscylacyjny thumiony

Obiekt taki jest opisany transmitancja (14) po przyjgciu a, = 1 oraz dodatkowego zato-
zenia na wspotczynniki mianownika transmitancji:

0<ay <2\Jay 31

Transmitancja (14) w przypadku obiektu oscylacyjnego thumionego moze by¢ zapisa-
na w nastgpujacej rownowaznej postaci:

s+v

Gi(s)=—>"Y
4(5) (s—i—&)2 +0°

(32)
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gdzie:
-4
S 2
(33)
af
®W=4/ay —T

Transmitancja obiektu dyskretnego, otrzymanego po uzupehieniu obiektu ciaglego
o impulsator i estrapolator zgodnie z rysunkiem 1 jest w rozwazanym przypadku rowna:

(v—vz4 cos T, +Fzy sin(oTp)z—vz4 (cosu)Tp —24)

Gi(2)=E- 34
22—2z4zcosu)Tp+zf (34)
przy czym:
zZy = e_E"T”
1
E= (395)
&2 +0)2
B’ -by
0
Transmitancja dyskretna (34) ma jedno zero vy, ktore jest rowne:
N VZy (cos oT), —z4)
vy (Tp) = (36)

v—vzycos 0T, + FzysinoT),

Aby obiekt dyskretny (34) byt minimalnofazowy, to zero transmitancji (34) powinno
spetnia¢ warunek (11). Spetnienie tego warunku jest rownowazne jednoczesnemu spetnie-
niu uktadu nieréwnosci (37a) oraz (37b):

2z coszp—£z4 sin o), —-1-2z3 <0 (37a)
v

FzysinoT, +v(1-23)>0 (37b)

Przy czym F oraz z, sa okreslone przez (35) a o jest okreslona przez (33).

Posta¢ nierownosci (37a i b) pozwala zauwazy¢, ze w przypadku rozwazanego obiektu
moga istnie¢ takie rzeczywiste wartosci €, ® oraz 7, »» dla ktorych uktad nieréwnosci (37a
i b) nie jest spetniony. To z kolei oznacza, ze w przypadku obiektu oscylacyjnego thumione-
go II rzedu moze nastapic ,,migracja” zera transmitancji na zewnatrz kota jednostkowego.
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W rozwazanym wypadku podanie ogodlnego analitycznego wzoru o postaci podobnej do
(12) jest skomplikowane ze wzgledu na stopien komplikacji analitycznego rozwiazania
uktadu nierownosci (37a 1 b). W celu wyznaczania zalezno$ci w postaci analitycznej mozna
uzy¢ narzgdzia programowego do obliczen symbolicznych, np. MAPLE-a. Natomiast bez
problemu mozna wyznaczy¢ (z uzyciem MATLAB-a) zakres dopuszczalnych wartosci
okresu probkowania 7, dla zadanych wartosci wspotczynnikow € oraz o, ktore sa z kolei
zalezne od wspotczynnikow mianownika transmitancji. Zostanie to pokazane na przykta-
dzie obliczeniowym.

Obiekt II rzedu oscylacyjny niettumiony
Obiekt oscylacyjny niettumiony jest przypadkiem szczegdlnym obiektu (32) przy za-
tozeniu, ze wspotczynnik & = 0:
s+v

G =
5(5) e (38)

W (38) pulsacja w opisana jest przez (33) przy zalozeniu, ze wspotczynnik mianowni-
ka transmitancji a; = 0.

Transmitancja obiektu dyskretnego, zawierajacego obiekt ciagly o transmitancji (38)
oraz pracujace synchronicznie impulsator i ekstrapolator zerowego rzgdu, moze by¢ (analo-
gicznie jak wczesniej) wyznaczona na podstawie (3). W rozwazanym wypadku ma ona na-
stepujaca postac:

(1)2 (1)2
1—cos(DTp+v+—sina)Tp z+ 1—cosu)Tp——sinu)Tp
v y

Gi(2)= %[ (39)

® 22—20050)Tp +1

Mozna zauwazy¢, ze uktad dyskretny (39) bedzie stabilny (ale nie asymptotycznie) dla
dowolnej warto$ci okresu probkowania T,

Transmitancja dyskretna (39) ma jedno zero v5+ , ktore jest w rozwazanym wypadku
nastgpujaca funkcja okresu probkowania 7), oraz parametrOw transmitancji ciagtej:

>
cos (oTp —1+—sin (oTp
+ _ \4
vs (T,) = 5 (40)
[l
1—cos (oTp + 7 sin (oTp

Obiekt dyskretny (39) bedzie minimalnofazowy dla takich wartosci okresu probkowa-
nia 7, dla ktorych zero transmitancji (39) opisane przez (40) bedzie spelnia¢ nierdwnos¢
(11). W rozwazanym wypadku nierownos$¢ (11) moze by¢ przeksztatcona do uktadu nie-
réownosci (41) 1 (42), ktdre musza by¢ jednoczesnie spetnione:

cosu)Tp<1 (41
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(,02
ZTsm oT), > 0 (42)
Nieréwnos¢ (41) jest spelniona dla kazdej warto$ci ®7, » * 21n, dan=01,2, ..,
a nierOwnos$¢ (42) jest spetniona dla wartosci o7, € [2nm; 2nt1)n], n=0, 1, 2, ...

5. Przyklady

W pierwszym przyktadzie rozwazmy obiekt I rzedu z jednym zerem, opisany transmi-
tancja (6), ktorej wspotczynniki s rowne: v=5A=1, k= 1:

s+5
Gi(s)=—
19) s+1 (43)
Zatdézmy, ze obiekt ciagly opisany transmitancja (43) zostal uzupetniony o pracujace
synchronicznie: impulsator i esktrapolator zerowego rzedu, zgodnie ze schematem z rysun-
ku 1. Transmitancja dyskretna obiektu (43) jest wtedy réwna zgodnie z (8):

z—(1+5(e_TP —1))

z—e P

Gf (2)= (44)

Obiekt dyskretny (44) bgdzie minimalnofazowy wtedy i tylko wtedy, gdy zero trans-
mitancji dyskretnej (44) bedzie spetnia¢ warunek (12), ktory w rozwazanym przyktadzie
ma nastgpujaca postac:

T, <In & T,<In (%J@ T, <0,5108 (45)

1-=
5

Dla sprawdzenia poprawno$ci powyzszego wyniku, na rysunku 2 pokazano przebieg
warto$ci zera transmitancji dyskretnej otrzymanej po dyskretyzacji transmitancji (43)
w funkcji okresu probkowania 7, w przedziale od 0 do 1 s, przy czym wspotczynniki trans-
mitancji dyskretnej okre$lonej przez wzor ogdlny (3) dla poszczegdlnych rozwazanych
wartosci okresu probkowania 7, wyznaczano z uzyciem standardowej funkcji MATLAB-a
c2dm, a warto$¢ zera transmitancji (44) wyznaczono z uzyciem funkcji standardowej roots.

Wykres z rysunku 2 potwierdza poprawno$¢ proponowanego analitycznego warunku
na ,utrzymanie” zera transmitancji dyskretnej wewnatrz kota jednostkowego, opisanego
przez nierownos¢ (12), gdyz zero ,,migruje” poza obszar kota jednostkowego dla wartosci
okresu probkowania T, wickszych od warto$ci granicznej, okreslonej przez (45), ktora zo-
stata wyznaczona na podstawie wzoru na transmitancj¢ dyskretna (44).
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Rys. 2. Warto$¢ zera transmitancji (44) w funkcji okresu probkowania

Jako drugi przyktad rozwazmy wyznaczenie zakresu wartosci okresu probkowania
gwarantujacych lokalizacjg zera transmitancji dyskretnej wewnatrz kota jednostkowego dla
obiektu oscylacyjnego ttumionego, opisanego transmitancja ciagta (32). Zaléozmy, ze para-
metry tej transmitancji sa rowne: v=75,& = 0,01, ® = 1.

Dla tych parametréw transmitancja ciagta (32) jest rowna:

s+5
G4 (s+0,01)% +1 (46)

Transmitancja dyskretna (34) jest w rozwazanym wypadku rowna:

—~ -0,01T, . -0,01 -0,01
(5 —5e 0017, cosT, +0,95¢ 0017, smTp)z—Se 0017, (cosO)Tp -e 0017, )
Gi(2)=0,99- — 5 47)
22 =2 0’mT”zcosTp +e 0,027,

Uktad réwnan (37a) i (37b) zapewniajacych utrzymanie zera transmitancji (46) we-
wnatrz kota jednostkowego ma dla rozwazanego przyktadu postaé nastgpujaca:

2¢” "M cosT, 0,197 sinT, ~1-¢ "7 <0 (482)
0,95¢ M sinT, +51-¢ ") >0 (48b)
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W celu sprawdzenia poprawnosci warunkoéw (48a) i (48b) dokonano dyskretyzacji
transmitancji ciagtej (46) z wykorzystaniem standardowej funkcji matlabowskiej c2dm dla
wartosci okresu probkowania 7}, z zakresu od 0 do 15 s. Warto$¢ zera transmitancji dyskret-
nej wyznaczono z uzyciem funkcji standardowej roofs.

Przebieg zera transmitancji dyskretnej w przedziale od 0 do 15 s oraz przebiegi nie-
réwnosci (48a) oraz (48b) pokazano na rysunku 3.
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) Nieréwnos¢|(48b)
nie spetnigna
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Rys. 3. Zero transmitancji w funkcji okresu probkowania
dla przyktadowego obiektu oscylacyjnego ttumionego

Na podstawie analizy wykreséw z rysunku 3 mozna stwierdzi¢, ze warunki na utrzy-
manie zera transmitancji dyskretnej wewnatrz kota jednostkowego przy zmieniajacym si¢
okresie probkowania, opisane przez (48a) oraz (48b), sa sformulowane poprawnie, gdyz

»migracja” zera na zewnatrz kota jednostkowego nastgpuje doktadnie tam, gdzie nie jest
spetniona nieréwnos¢ (48b).

6. Uwagi koncowe

Uwagi koncowe do pracy moga by¢ sformutowane nastgpujaco:

W przypadku obiektu aperiodycznego II rzgdu z jednym zerem zjawisko ,,migracji
zera” nie wystgpuje dla zadnej realizowalnej fizycznie warto$ci okresu probkowania.
W przypadku obiektu I rzedu oraz II rzedu oscylacyjnego niettumionego podano do-

ktadne wzory analityczne okreslajace, dla jakich wartosci okresu probkowania moze
nastapi¢ ,,migracja zera”.
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— W przypadku obiektu II rzedu oscylacyjnego thtumionego podano ogdlne oszacowania,
pozwalajace stwierdzi¢, czy dla zadanych parametrow obiektu ciaglego i zadanej war-
tosci okresu probkowania nastapi ,,migracja” zera, czy nie nastapi.

— Na podstawie przedstawionej w pracy analizy zachowania si¢ jednego zera transmitan-
cji uktadu II rzedu, mozna zauwazy¢, ze zagadnienia te nawet dla najprostszego przy-
padku sa dos¢ trudne do analizy teoretycznej ze wzgledu na typ zaleznosci wspotczyn-
nikow licznika transmitancji od okresu probkowania. Wydaje si¢ wige, ze w przypadku
ogdlnym (systemy wyzszego rzgdu i wigksza ilo$¢ zer transmitancji) najprostsza i naj-
bardziej zalecana jest analiza z wykorzystaniem odpowiednich narze¢dzi programi-
stycznych, np. MATLAB-a.

— Przedmiotem dalszych prac w ramach prezentowanej tematyki bgdzie podanie efek-
tywnych warunkow na utrzymanie zer transmitancji wewnatrz kota jednostkowego dla
systemOw o niepewnych parametrach oraz podanie efektywnych metod szacowania
potozenia zer transmitancji dyskretnej dla systemow wyzszych rzedow.
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