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Krzysztof Oprzedkiewicz*

Stabilnos¢ aperiodyczna ukladu regulacji
z przedzialowym obiektem II rz¢du i regulatorem PID

1. Uwagi wstepne

W wielu sytuacjach praktycznych zachodzi konieczno$¢ syntezy ukladu regulacji dla
obiektu drugiego rzedu, ktdrego parametry znane sa jedynie w przyblizeniu lub zmieniaja si¢
podczas eksploatacji urzadzenia (np. na skutek zuzywania si¢ jego elementéw), przy czym
zmiana wartosci parametrow obiektu moze zmieni¢ podstawowe wlasnosci uktadu regulacji,
przyktadowo — zamknigty uktad regulacji posiadajacy wtasnosci aperiodyczne moze staé sig
uktadem oscylacyjnym. Taka zmiana podczas eksploatacji systemu sterowania jest w wigk-
szo$ci przypadkéw bardzo niekorzystna, a jednoczesnie stosunkowo czgsto spotykana
w praktyce, np. podczas zuzywania sig¢ elementéw w uktadach mechanicznych (zawieszenie
samochodu, czgsci ruchome sitownikow pneumatycznych).

Z tego wzgledu podczas syntezy regulatora stabilizujacego obiekt oscylacyjny nalezy
tak dostroi¢ regulator, aby zapewnic¢ aperiodyczno$¢ zamknigtego uktadu regulacji dla catego
przewidywanego zakresu niepewnosci parametrow obiektu.

W pracy zostanag omowione nastgpujace zagadnienia:

— Przedziatowy obiekt II rzgdu.

— Geometryczna interpretacja widma obiektu.

— Zamknigty uktad regulacji z regulatorem PID dla rozwazanego obiektu.
— Stabilno$¢ asymptotyczna i aperiodyczna zamknigtego uktadu regulacji.
— Przykltad syntezy regulatora PID dla rozwazanej klasy obiektow.

2. Przedzialowy obiekt Il rzedu

Rozwazmy obiekt II rzedu, opisany nastgpujacym réwnaniem stanu:
x(t) = A(q)x(¢)+ Bu(t)

It
y(@) =Cx(1) )
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W rownaniu (1) x(f) € R%, u(f) € R, y(f) € R. Macierz stanu systemu jest przedziatowa
macierza Frobeniusa:
0 1
A(g) = @
4 9

Elementy macierzy stanu (2) sa dodatnimi liczbami przedzialowymi:

QI:[ﬂ>QI:|7 ‘12:[‘1_276]2} ﬁ>07q_2>0 (3)
Caty obszar niepewnych parametrow obiektu Q mozna zdefiniowaé nastgpujaco:

) _ -

Q={q€R :@S%S%,QS@S@} “)

Zbior wierzchotkéw obszaru niepewnych parametréw Q jest zdefiniowany nastgpujaco:

0w ={lav- 02} [a1- 921 La1- 02 1 Lar 421} 5)

Zaktadamy, Ze macierze sterowania i wyj$cia sa doktadnie znane i s3 one réwne:

B:[Z]; c=[0 1] ©)

W (6) k> 0 oznacza wzmocnienie statyczne obiektu, ktorego wartos¢ jest znana z odpo-
wiednia doktadnoscia.

Transmitancja operatorowa G(s, g) = C(sI — A(q))le obiektu wyznaczona na podstawie
(1)—(6) jest funkcja niepewnych parametrow obiektu i ma ona postac nast¢pujaca:

G(s,q)= # @

STt grstq

Widmo systemu moze by¢ wyznaczone jako zbior rozwiazan przedziatowego rownania
charakterystycznego systemu o nastgpujacej postaci:

det (Al —A(q))=0 ®
Kazda przedzialowa warto$¢ wtasna systemu moze by¢ zapisana nastgpujaco:
T
M@ ={1@:a=[a1 ] € 0,(M(@] - Aq)) =0} )
W przypadku rozwazanej klasy systemow dynamicznych kazda z przedzialowych warto-

$ci wlasnych jest w przypadku ogdélnym liczba zespolona, ktorej czgs¢ rzeczywista i urojona
sa zdefiniowane nastepujaco:
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AR (q) =Re(A;(q))

A™(q)=1m(A;(q))

Cate widmo przedziatlowe systemu jest zbiorem wszystkich przedzialowych wartosci wta-

(10)

snych:
2
Alg) = UAi(q) (11)

i=l1

Analogicznie mozna zdefiniowac czg$¢ rzeczywista i urojong catego widma:

2
AR (9) = A (9)
i=1

. (12)
A™(@) =A™ ()
i=1

W rozwazanym przypadku przedziatowe wartosci wlasne sa nieliniowymi funkcjami nie-
pewnych parametréw systemu g.

W przypadku rozwazanego systemu widmo moze mie¢ rézng posta¢ w zaleznosci od
warto$ci niepewnych parametrow ¢, oraz ¢,: moze zawiera¢ dwie rozne rzeczywiste wartosci
wiasne, jedng podwojna rzeczywista wartos¢ wlasng lub tez jedna parg warto$ci wtasnych
zespolonych sprzg¢zonych.

Zauwazmy, ze w obrebie przestrzeni niepewnych parametrow O moze wystapi¢ kazda
z tych sytuacji.

3. Geometryczna interpretacja widma obiektu

Ze wzgledu na wymiar przestrzeni niepewnych parametrow rowny dwa, widmo punkto-
we rozwazanego systemu posiada prosta interpretacje geometryczna [4, 5]. Obie czesci wid-
ma, rzeczywista i urojona moga by¢ interpretowane jako powierzchnie w odpowiednich prze-
strzeniach R®, przy czym ksztalty i lokalizacja tych powierzchni beda zalezne od postaci war-
tosci whasnych. Przyktadowa geometryczna interpretacja czesci rzeczywistej i urojonej widma
pokazana jest na rysunkach 1 oraz 2.

Na podstawie rysunkéw 1 i 2 oraz znanych wlasnosci systemow II rzedu mozna zauwa-
zy¢, ze:

—  Wystepowanie dwoch réznych rzeczywistych wartosci wiasnych, reprezentowanych
przez dwie rozne powierzchnie jest rtOwnowazne temu, ze czg$¢ urojona danej wartosci
wlasnej jest rowna zero.

— Dla jednej dwukrotnej rzeczywistej wartosci wlasnej, reprezentowanej przez jedna po-
wierzchnig cz¢$¢ urojona jest takze rowna zero.
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— Czegsci urojone rozne od zera wystepuja zawsze parami i sa reprezentowane przez dwie
symetryczne powierzchnie. Czg$¢ rzeczywista jest wtedy reprezentowana przez jedng
powierzchnig.

Czes$6 rzeczywista widma

o9

o7
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wspoiczynnik q2 0.1 wsp6iczynnik q1
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Rys. 1. Przyktadowa interpretacja geometryczna rzeczywistej czgsci widma systemu

Cze$¢ urojona widma
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Rys. 2. Przyktadowa interpretacja geometryczna czgsci urojonej widma
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4. Zamkniety uklad regulacji dla rozwazanego obiektu

Dla opisanego powyzej obiektu rozwazmy typowy zamknigty uktad regulacji pokazany
na rysunku 3.

SP cv PV
—> —‘

Rys. 3. Zamknigty uktad regulacji rozwazanego obiektu

Jako regulator rozwazmy idealny regulator PID o transmitancji:
o
G.(s)=k,+—+PBs 13)
s

W (13) k, 0znacza wzmocnienie regulatora, o0 oznacza stala catkowania a 8 oznacza stata
rézniczkowania. W rzeczywistej sytuacji parametry te maja warto$ci ograniczone przez mozli-
wosci realizacji technicznej, co mozna zapisa¢ nastgpujaco:

ki < g, < e max
OLmin < o < gmax (14)
Bmin < B < Bmax

Parametry (14) buduja przestrzen parametrow realizowanych technicznie, oznaczona
przez P. Zbiér P moze by¢ zapisany nastgpujaco:

P={p=[kr,OL, B]T c R3 :krmin Skr Sk;nax’(xmin S(XSOLmax,ﬁmin SBSﬁmaX} (15)

Zbior P opisany przez (15) moze by¢ interpretowany jako szescian w przestrzeni R

Zauwazmy, ze wlasnosci catego uktadu zamknigtego, pokazanego na rysunku 3 sa zde-
terminowane zardwno przez niepewne parametry obiektu, opisane przez wektor g € Q , jak
i przez parametry regulatora, opisane przez wektor p € P. Z tego wzgledu do dalszego opisu
catego uktadu regulacji, zawierajacego obiekt i regulator, mozna wprowadzi¢ pojgcie uogol-
nionego wektora parametréow uktadu regulacji v:

v=[p.q]".

Z kolei cata przestrzen parametréw uktadu regulacji ¥ moze by¢ zdefiniowana nastgpujaco:

V=P><Q={V=[p,q]T:peP,qu}cRS (16)
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Transmitancja wymuszeniowa uktadu zamknigtego z rysunku 3 jest rowna:

Y(s) _ Ly(s.v)

7 Rs) ML) (m
gdzie:

L, (s,v) = kBs? + kk, s + ko (18)

M, (s,v)= s> +(q, +kB)s2+(q1 +kk, )s+ ko 19

Uktad zamknigty opisany przez (17)—(19) jest uktadem III rzedu o niepewnych parame-
trach, zaleznych od niepewnych parametrow obiektu opisanych przez wektor ¢ oraz parame-
trow regulatora opisanych przez wektor p. Przedzialowe wartosci wlasne tego uktadu sa row-
ne pierwiastkom mianownika transmitancji M,(s, v):

AZ () = {xf )M (M v)= 0} 20)

Podobnie jak w przypadku samego obicktu, kazda z wartosci wlasnych zamknigtego
uktadu regulacji jest liczba zespolona, ktdrej czes¢ rzeczywista i urojona sa zdefiniowane
nastgpujaco:

zRe _ z
AFR () = Re (A7 ()
@n
zIm _ z
AT ()= Im(Ai (V))

Cale widmo przedzialowe systemu jest zbiorem wszystkich przedziatowych warto$ci wasnych:
3

AZ () =UA () 22
i=l1

Analogicznie mozna zdefiniowac czes$¢ rzeczywista i urojona catego widma:

3
AT @) = UATE )
i=1
23
. @)
AT )= UAT™ ()
i=1
Czgsci rzeczywista i urojona widma przedzialowego (21)—(23) moga by¢ interpretowane
jako zbiory hiperpowierzchni w przestrzeniach RC.
Transmitancja (17) uktadu zamknigtego posiada rowniez dwa zera, ktore sg funkcja wek-
tora v:

Zi(v)= {zj (v):L, (zj ), v) = 0} 24
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Zera uktadu opisane przez (24) sa funkcja parametréw regulatora opisanych przez wektor
p. Sa one w przypadku ogdlnym liczbami zespolonymi:

sze(v)=Re(zj.(v))
29)
Z3"™v)=1m(Z; (v))

Interpretacja geometryczna czeséci rzeczywistych i urojonych zer (25) jest analogiczna
jak widma — moga one by¢ interpretowane jako hiperpowierzchnie w przestrzeniach R®. Po-
dobnie, jak w przypadku obiektow o niepewnych parametrach z dwuwymiarowa przestrzenia
niepewnych parametrow, wzajemna lokalizacja przestrzenna tych hiperpowierzchni determi-
nuje wiele istotnych wiasnos$ci uktadu (stabilnos¢, sterowalnos¢ i obserwowalnosc).

5. Stabilnos¢ zamknigtego ukladu regulacji

W obrebie przestrzeni parametrow regulatora P opisanej przez (15), mozna wskazac takie
wektory p, dla ktorych zamknigty uktad regulacji pokazany na rysunku 3 jest asymptotycznie
stabilny. Te wektory buduja przestrzen parametrow zapewniajaca stabilno§¢ asymptotyczna
zamknigtego uktadu regulacji, ktora bedzie oznaczona przez Py:

P,={pse P.:Re(A,(v)<0Vqe 0} (26)

W rozwazanym wypadku do okre$lenia zbioru P, parametréw regulatora gwarantujacych
stabilno$¢ aperiodyczna uktadu mozna wykorzystac klasyczne podejscie stosowane podczas
badania stabilno$ci systemow przedzialowych, jakim jest twierdzenie Charitonova (zob. np.
Mitkowski 1991, Biatas 2002). Przypomnijmy, ze zbadanie stabilno$ci systemu przedzialowego
z wykorzystaniem tego twierdzenia polega na zbadaniu stabilno$ci asymptotycznej wszyst-
kich wielomianow wierzchotkowych dla danego wielomianu przedziatowego.

W rozwazanym wypadku wielomiany wierzchotkowe dla wielomianu (19) opisujacego
mianownik transmitancji uktadu zamknigtego maja nastgpujaca postac:

Mil(s, v)=s3+(q_2+k[.’))sz+( q + kk, )s+koc
(@a+

Mih(s,v)=s3+(_2+k[3)sz+ 1 ,)s-i—k(x

@n
Mfl(s, v)=s3 +( 5 +kB)s2 +

()
Mhh(s v)—s3+( 2+k[3)s2+(q_1+kk,)s+koc
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Macierz Hurwitza dla wielomianu (27) ma postac nast¢pujaca:

G+ ko0
Hv)=| 1 Gtk 0 (29)
0 q> + kl.)) ko

Na podstawie (28) mozna zauwazy¢, ze o stabilno$ci rozwazanego systemu decyduje
wylacznie podwyznacznik H,, gdyz H, jest zawsze dodatni dla kazdej dodatniej wartosci ¢,, k
lub B, a wyznacznik z macierzy H jest dodatni, jezeli dodatni jest H, oraz dodatnie sa parametry
k oraz a.. Podwyznacznik H, macierzy Hurwitza (28) jest rowny:

QG +kB ko

Hw =21 0

= q1qy + kB + qrkk, — ko (29

Warunkiem koniecznym i dostatecznym stabilnosci asymptotycznej rozwazanego ukta-
du zamknigtego z obiektem przedzialowym jest, aby podwyznacznik H,(v) opisany przez (29)
byt dodatni dla wszystkich wielomianow wierzchotkowych (27).

Na podstawie powyzszych rozwazan zbidr parametréw regulatora P, gwarantujacych
stabilno$¢ asymptotyczna zamknigtego uktadu regulacji dla zadanego obszaru niepewnych
parametréw obiektu Q moze by¢ opisany nastepujaco:

T T
Ps={ps=[kr,oc,[3] € P:Vq=[q1, 9] eqw:qmw]kﬁwzkkr—ka>0} (30)

Zawazmy, ze zbior P, zdefiniowany przez (30) nie musi by¢ w przypadku ogdélnym zbiorem
spojnym. Dla zadanego obszaru niepewnych parametrow Q oraz obszaru realizowalnych fi-
zycznie nastaw regulatora P, zbior P moze by¢ wyznaczony metodami obliczeniowymi na
podstawie (30).

W sytuacji, gdy od uktadu regulacji wymagana jest dodatkowo stabilno$¢ aperiodyczna,
do wyznaczenia obszaroOw parametrow mozna zastosowa¢ warunek dostateczny stabilnosci
aperiodycznej wieclomianu przedzialowego podany jako twierdzenie 6.2 w pracy S. Biatasa
(Biatas 2002, s. 110).

W przypadku rozwazanego mianownika transmitancji uktadu zamknigtego, opisanego przez
(19) badanie stabilno$ci aperiodycznej wielomianu przedziatowego trzeciego stopnia z wyko-
rzystaniem tego twierdzenia polega na sprawdzeniu stabilnosci asymptotycznej czterech wie-
lomianéw Charitonova dla nastepujacego wielomianu przedziatowego stopnia szostego:

B(x) = x° +3x° +byx +byx® +byx% +bsx+bg @D
gdzie:

by =qp +kB

by =2(q, +kB)

by = q; + kk, (32

bs = q, +kk,

b6 :k(x
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Na podstawie twierdzenia 6.2 mozna stwierdziC, ze jezeli wszystkie cztery wielomiany
Charitonova wielomianu przedziatowego (31)—(32) sa stabilne w sensie Hurwitza, to wielo-
mian przedziatowy (19) jest stabilny aperiodycznie w catym obszarze niepewnych parametrow
obiektu Q oraz dla ustalonego wektora parametrow regulatora p. Wszystkie wektory p, dla
ktorych wielomian (19) jest stabilny aperiodycznie, buduja zbior P, parametrow regulatora
zapewniajacych stabilno$¢ aperiodyczna.

Tablica Hurwitza dla wielomianu (31) ma nastgpujaca postac:

(3 by bs 0 0 0]

—_

by by by 0 0

3 by bs 00
H.(v)= (33)

1 b, by bg 0
0 3 by bs 0

01 by by by,

Elementy tablicy Hurwitza (33) sa opisane przez (32). W celu sprawdzenia stabilnosci
w sensie Hurwitza wielomianu (31) wystarczy sprawdzi¢ co drugi podwyznacznik tablicy
Hurwitza (33) dla wszystkich czterech wierzcholkdéw obszaru niepewnych parametrow Q, czyli
np. podwyznaczniki H ;(v) oraz H 5(v). W rozwazanym wypadku maja one postac:

3 by bs

Ha()=|1 by by (34
03 by,
3 by by 00
1 by b by O

Hys()=0 3 by bs 0 (35)
01 b b b
00 3 by bs| .

Podsumowujac: obszar P, parametréw regulatora PID gwarantujacych stabilno$¢ ape-
riodyczna moze by¢ zdefiniowany nastgpujaco:

P, :{p:[kr, o, B]T e P:Vq=|q, qz]T €q,:Hx(v)>0,H (V) >0} (36)
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W (36) podwyznaczniki H ;(v) oraz H,s(v) sa opisane przez (34) oraz (35). Nalezy zauwa-
zy¢, ze zbior P, podobnie jak zbidr P, nie musi by¢ w przypadku ogdlnym zbiorem spdjnym,
tzn. moze zawierac kilka roztacznych czgsci. Mozna tez zauwazy¢ nastgpujacy zwiazek pomig-
dzy zbiorami P, P oraz P,

P,cPhCP G

Interpretacja geometryczna zbioréw P, oraz P, jest pokazana na rysunku 4. Zbiory te
mogga si¢ sktada¢ w przypadku ogdlnym z pewnej liczby bryt trojwymiarowych, zawartych
w szescianie P.

P

B< P,

k:

Rys. 4. Interpretacja geometryczna zbioréw P, P, oraz P

Doktadne wzory analityczne na obszary stabilnosci aperiodycznej P, na podstawie
(33), (34) oraz (35) sa bardzo ztozone i nie zostang podane, natomiast obszar P, dla zadanego
obszaru niepewnych parametréw obiektu Q moze by¢ bez problemu wyznaczony metodami
obliczeniowymi z wykorzystaniem np. MATLAB-a. Zostanie to pokazane na przyktadzie.

6. Przyklad

Jako przyktad rozwazmy wyznaczenie obszaru stabilno$ci aperiodycznej w obszarze pa-
rametréw regulatora PID stabilizujacego obiekt drugiego rzedu o niepewnych parametrach,
opisanego transmitancja (7) o nast¢pujacych parametrach: k=1, ¢, =[2; 5], g, =[1; 3]. Obszar
niepewnych parametrow Q dla rozwazanego obiektu jest zdefiniowany zgodnie z (4):

Qz{qeRz:ZSchSS, 1qus3} 38)

Zbior wierzcholkéw obszaru Q na podstawie (5) ma w rozwazanym przypadku postaé
naste¢pujaca:

4w =12.11,(2,3], [5,1], [5, 3]} (39)
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Geometryczna interpretacja czgsci rzeczywistej i urojonej widma rozwazanego obiektu
pokazana jest na rysunkach 5 i 6.

Czes¢ rzeczywista widma

. "5
2 » 4
wspotczynnik g2 . wspotczynnik q1
Rys. 5. Czg$¢ rzeczywista widma rozwazanego obiektu
Cze$¢ urojona widma
1.5
1]

0.5
0
-0.5
-1
-1.5
3

5

2v .» .4

wspotczynnik g2 E 3 wspotczynnik q1
1 2

Rys. 6. Czg$¢ urojona widma rozwazanego obiektu
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Na podstawie rysunkow 5 1 6 mozna zauwazy¢, ze widmo rozwazanego obiektu jest
czesciowo rzeczywiste, a cz¢Sciowo zespolone w obrebie obszaru niepewnych parametréw Q.

Zat6zmy, ze dla rozwazanego obiektu nalezy zbudowac uktad regulacji z regulatorem PID,
ktory ma zapewnic stabilno$¢ aperiodyczng zamknigtego uktadu regulacji w calym obszarze
niepewnych parametréw obiektu O, opisanych przez (39). Obszar P mozliwych do realizacji
nastaw regulatora jest zdefiniowany nast¢pujaco:

pP= { p=[k..oB] <R:k, €[0.520.0], ae [0.005;10.0], Be [0.0; 10.0]} (40)

Dla podanego obszaru P dokonano wyznaczenia zbioru P, z wykorzystaniem srodowi-
ska MATLAB, na podstawie (34)—(36). W wyniku obliczen otrzymano zbior przedstawiony
graficznie na rysunku 7. Ma on postac bryty trojwymiarowej, ktorej rzuty na trzy ptaszczyzny
parametrow regulatora zostaly pokazane na rysunkach 8a, bic.

*\x\ %
‘*, i‘i S
L1 ¥ ol o, S
stata AT AF i 4 e
rézniczkowania FLFEy ;* ?; FL T T
A AR R TN
p EREo L e e 1S et i
10y~ TRt
T SRS AN
* 5 %3 23252 550
ik Tt
* 21 3ty
- X x¥e T
64 Fri+
) * %
) > it %
10 ,,j 20
6 < > 10
stala catkowania o 4 ~__ ‘ A .
= * 5 wspotczynnik
2 ~F wzmochnienia k,
00

Rys. 7. Przestrzen P, parametrow regulatora gwarantujaca stabilno$¢ aperiodyczna uktadu regulacji
dla dowolnej wartos$ci niepewnych parametrow obiektu

Przyktadowe przebiegi odpowiedzi skokowej uktadu zamknigtego, opisanego transmi-
tancja (18) dla jednej przyktadowej warto$ci wektora P, oraz wszystkich czterech wierzchot-
kow obszaru niepewnych parametrow Q sa podane na rysunku 9. Nastawy regulatora i widmo
uktadu zamknigtego dla wykresow z rysunku 9 sa podane w tabeli 1.

Na podstawie wynikow eksperymentu symulacyjnego mozna stwierdzi¢, ze zapropono-
wana metoda syntezy uktadu regulacji gwarantujacego stabilnos¢ aperiodyczna obiektu prze-
dziatlowego jest poprawna.
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Rys. 8. Rzut przestrzeni P, na plaszczyzng parametrow regulatora k. oraz o (a);
rzut przestrzeni P, na plaszczyzng parametréw regulatora k. oraz 3 (b);
rzut przestrzeni P, na plaszczyzng parametrow regulatora o oraz P (c)
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Rys. 9. Odpowiedz skokowa zamknigtego uktadu regulacji

Tabela 1
Nastawy regulatora PID i widmo uktadu zamknigtego dla wykresow z rysunku 9

Nastawy regulatora: k. = 0,5 , o = 0,05, B = 1,7949
Nr wykresu 1) 2) 3) 4)
Wierzchotek obszaru . . . .
niepewnych parametréw Q (2] (53] [3:2] [3:3]

. . -3,3518 —6,5676 —2,2475 —6,2348
yldmo ukladu zamknigtego ~0,4064 ~0,1864 -1,5329 ~0,5454

) —0,0367 —0,0408 -0,0145 -0,0147

7. Uwagi koncowe

Uwagi koficowe moga by¢ sformutowane nastgpujaco:
1) Zaproponowana metoda syntezy regulatora PID zapewniajacego stabilno$¢ aperiodycz-
na zamknigtego uktadu regulacji dla obiektu przedziatowego 11 rzedu jest poprawna, ale
dos¢ zlozona obliczeniowo, co jednak nie stanowi obecnie problemu ze wzgledu na

mozliwo$¢ stosowania srodowiska MATLAB.
2) Dodatkowo, nalezy pamigtac, ze wykorzystywany w pracy warunek stabilnosci jest tylko
warunkiem dostatecznym, co oznacza, ze rzeczywisty obszar stabilno$ci aperiodycznej

moze by¢ wigkszy od zbioru P,,.
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3) Dalszy rozw6j zaprezentowanej tematyki bedzie obejmowat zagadnienia stabilnosci ape-
riodycznej z zadanym wspoétczynnikiem ttumienia uktadu zamknigtego oraz problemy
stabilizacji aperiodycznej z wykorzystaniem innych typow regulatorow (np. regulator
redukcyjny).
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