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Przeglad mozliwosci wykorzystania lancuchow Markowa
w rozwigzaniu tomograficznego problemu odwrotnego
metodami Monte Carlo

1. Wprowadzenie

W tomografii, celem metod przetwarzania danych tomograficznych jest zwykle zre-
konstruowanie obrazu rozkladu materiatu w przestrzeni pomiarowej (tomogramu). Aby
byto to mozliwe, konieczne jest rozwiazanie tzw. problemu odwrotnego. Problem, czy tez
zagadnienie odwrotne oznacza odtworzenie stanu badanego zjawiska na podstawie prze-
prowadzonych zewngtrznych obserwacji [2, 4]. W praktyce oznacza to wyznaczenie szuka-
nych parametréw danego obiektu w oparciu o zebrane warto$ci pomiarowe dotyczace jego
samego lub tez towarzyszacego mu otoczenia [1]. Natomiast rekonstrukcja obrazu w to-
mografii polega na takim rozwiazaniu zagadnienia odwrotnego, aby na podstawie zebra-
nych warto$ci pomiarowych wyznaczy¢ wartosci, jakie nalezy przypisa¢ pikselom, odpo-
wiadajacym przestrzennie rekonstruowanemu rozktadowi mierzonej wartosci wtasnosci fi-
zycznej badanej przestrzeni. W przypadku tomografii pojemnosciowej (ECT — Electrical
Capacitance Tomography) bedzie to wartos¢ statej dielektrycznej, badZ po prostu warto§é
przenikalnosci elektryczne;.

Zrekonstruowane obrazy pozwalaja m.in. zrozumie¢ natur¢ badanych procesow, kto-
rych przy uzyciu innych metod nie udatoby si¢ zobrazowacé, unikajac jednocze$nie ich za-
burzania. Obrazy pozwalaja rowniez wizualizowaé wnetrze reaktorow, dajac wglad w bie-
zaca fazg procesu. Jakos¢ obrazow, rozumiana jako doktadno$¢ odwzorowania graficznego
przestrzeni pomiarowej, czyli posrednio dokladno$¢ rozwiazania problemu odwrotnego,
jest w wigkszosci zastosowan tomografii bardzo istotna; szczegdlnie w przypadku badania
natury danego zjawiska.

Problem odwrotny w przypadku ECT mozna scharakteryzowa¢ kilkoma cechami.
Mianowicie jest to zagadnienie nieliniowe, zle uwarunkowane, Zle postawione oraz
pod-okreslone [70]. Nieliniowo$¢ polega na nieliniowej zalezno$ci zachowania pola elek-
trycznego pod wpltywem wlasciwosci oraz rozktadu substancji obecnej w przestrzeni po-
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miarowej. Cecha ta jest zwiazana z wystgpowaniem tzw. efektu migkkiego pola (ang. soft-
field effect). Zte uwarunkowanie i postawienie problemu jest nastgpstwem faktu, ze nawet
duze zmiany w rozkladzie wtasciwosci powoduja nieznaczne zmiany odczytu wartosci po-
miarowych. Definicja zle postawionego (zle uwarunkowanego) zagadnienia (ill-possed
problem, [3]) wymaga potwierdzenia przynajmniej jednego z trzech warunkéw: brak roz-
wiazania, rozwigzanie istnieje lecz nie jest unikalne, rozwiazanie nie jest ciagla funkcja dla
dziedziny problemu. W ECT mamy zwykle do czynienia ze spetnieniem drugiego warunku,
jako ze rozne rozktady przenikalnosci dielektrycznej moga powodowacé takie same odczyty
pomiarowe, najczgsciej obarczone szumem dodatkowo fatszujacym wyniki obserwacji.
Wreszcie w zwiazku z tym, ze liczba wartosci pomiarowych, czyli danych jest znacznie
mniejsza od liczby szukanych, czyli najczgsciej liczby pikseli w obrazie, problem odwrotny
w ECT jest pod-okreslony.

W celu zrekonstruowania obrazu tomograficznego, a przy okazji przezwycigzenia
powyzszych trudno$ci, stosowanych jest szereg klasycznych algorytméw rekonstrukcji
obrazow, zaré6wno prostych, iteracyjnych, liniowych i ztozonych [7].

W zwiazku ze wspomnianymi trudno$ciami matematycznymi, klasyczne metody re-
konstrukcji obrazow tomograficznych opieraja si¢ w duzej mierze na aproksymacji
i uproszczeniach. Co za tym idzie, wprowadzaja one do rozwiazania trudne do oszacowania
btedy powodujac rozmycia obrazéw i wygladzajac graficzne rozwiazanie problemu od-
wrotnego w postaci tomogramu.

2. Podejscie statystyczne

Alternatywne do metod klasycznych podejs$cie do rozwiazywania problemu odwrotne-
go istnieje przy uzyciu statystyki Bayesa oraz metod Monte Carlo tancuchéw Markowa.
Z perspektywy twierdzenia Bayesa [70] nie istnieje zasadnicza réznica pomigdzy wiasno-
$ciami rozpatrywanego systemu, a danymi wyj$ciowymi, czyli obserwacjami; wszystkie
parametry sa rozpatrywane jako zmienne losowe X. Analogicznie mozna potraktowac sys-
tem pomiarowy ECT, co szczegétowo zostato opisane w [8].

W ogdlnej postaci mozemy zapisaé, ze przeciwdziedzina funkcji prawdopodobienstwa
a posteriori jest proporcjonalna do przeciwdziedziny funkcji hipotezy oraz prawdopodo-
bienstwa a priori. Ogdlna posta¢ w ten sposob sformutowanego twierdzenia moglaby miec¢
nastgpujaca forme:

P(a posteriori) < P(wiarygodnos¢ hipotezy) * P(a priori)

Rozmaite dostepne miary funkcji gestosci prawdopodobienstwa a posteriori sa bardzo
uzyteczne w analizie bayesowskiej, poniewaz moga stanowi¢ bezposrednie oszacowanie
wartosci parametrow rozwigzania odwrotnego w ECT. W zwiazku z tym, interesujace mia-
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ry moga by¢ wyliczone jako oczekiwane wartosci poprzez zastosowanie catkowania funk-
cji a posteriori. Niestety catkowanie to bywa zrodlem podstawowych trudnosci w statysty-
ce Bayesa; w wigkszosci zastosowan rozwigzanie analityczne nie jest mozliwe [32]. Alter-
natywne podejscia stosuja przyblizenia numeryczne, ktore cechuje niedoktadnos¢, przybli-
zenia analityczne, jak np. przyblizenie Laplace’a [41], ktére sprawdza si¢ w niektorych
zastosowaniach, oraz catkowanie Monte Carlo [42], w tym w szczegdlnosci metody Monte
Carlo lancuchow Markowa (MCMC), jak pokazano w [43]. MCMC oznacza zasadniczo
calkowanie Monte Carlo przy uzyciu tancuchow Markowa. W statystyce Bayesa, majac
dane, szukana jest catka po rozktadzie a posteriori parametréw modelu. Catkowanie meto-
da Monte Carlo polega na wyborze prébki z zadanego rozktadu, a nastgpnie sformutowaniu
sredniej probek, w celu aproksymacji wartosci oczekiwanych. Natomiast metody Monte
Carlo tancuchéw Markowa wyrdzniaja si¢ tym, ze wybieraja wspomniane probki przy wy-
korzystaniu odpowiednio skonstruowanego tancucha Markowa, prowadzac probkowanie
niejako ,,wzdtuz” tego tancucha przez odpowiednio dhugi okres. Jesli chodzi o praktyke, to
dziedzina, dla ktérej zdefiniowana jest funkcja, bywa zwykle przedzial czasowy lub ewen-
tualnie obszar przestrzeni. Dla tego drugiego przypadku uzywana jest najczg$ciej nazwa
losowego pola Markowa (Mrf). Metody bazujace na Mrf wykorzystywane sa czgsto w prze-
twarzaniu i analizie obrazéw, m.in. do analizy tekstur [69]. Bardziej szczegblowe podstawy
koncepcji tancuchéw Markowa mozna znalez¢ w [66], a 0gdlna teori¢ w [49, 50]. Opisane
rozwazania sg stosunkowo ogolne, ale jezeli dodatkowo wiadomo, ze X stanowia dyskretne
zmienne losowe, to operacje catkowania zastgpuje operacja sumowania. Istniejg rézne spo-
soby konstruowania tego typu tancuchow, ale generalnie wszystkie odmiany, w tym m.in.
algorytm heat bath, nazywany inaczej probkowaniem Gibbsa [31], sa specjalnymi przypad-
kami og6lnego algorytmu Metropolisa [44].

Na potrzeby ogoélnych rozwazan fancuch Markowa mozemy zdefiniowaé, jako szereg
zmiennych losowych {X,, X, X,, ...}, taki, ze w kazdej chwili czasu ¢ = 0, nastepny stan X,_,
jest probkowany z rozktadu P(X,,,|X)), ktory jest zalezny jedynie od biezacego stanu tancu-
cha, X,. Innymi stowy, majac dany stan X, kolejny stan X, , jest zalezny tylko i wyltacznie
od biezacego stanu X, a nie zalezy od historii fancucha {X,, X,, ..., X, ;} [70].

2.1. Metody Monte Carlo tancuchow Markowa

Catkowanie Monte Carlo wylicza dana miar¢ E funkcji f wektora zmiennych losowych
X poprzez prébkowanie {X,, t = 1, ..., n} rozkladu a posteriori, ktéry mozemy oznaczy¢
jako 7(.), aproksymujac go nastgpnie zgodnie ze wzorem (1):

BLICOI=+ 3, £(X) (1)

t=1

Zgodnie z powyzsza zaleznoScia, $rednia populacji fiX) jest oszacowana za pomoca
sredniej probek. Jezeli probki {X,} sa niezalezne, to prawo wielkich liczb zapewnia, ze
aproksymacja moze zosta¢ dokonana, z wymagana precyzja, poprzez odpowiednie zwigk-
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szenie rozmiaru zbioru prébek n [45]. Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze n jest pod kontro-
la przeprowadzajacego analizg; innymi stlowy nie jest to staly, ustalony rozmiar zbioru proé-
bek. Generalnie losowanie probek z rozktadu a posteriori w taki sposob, aby byly od siebie
niezalezne, nie zawsze jest mozliwe, poniewaz rozklad ten moze by¢ niestandardowy [46].
Jednakze {X,} nie musza koniecznie by¢ niezalezne. W literaturze znalez¢ mozna opisy,
z ktorych wynika, Zze {X,} beda akceptowalne jesli beda generowane przez jakikolwiek pro-
ces probkujacy rozktad a posteriori w odpowiednich proporcjach [47]. Proporcje te nato-
miast mozna zapewni¢ przy uzyciu lancucha Markowa, posiadajacego rozklad a posteriori
w formie rozktadu stacjonarnego [48].

2.2. Punkt startowy i przejSciowy okres poczatkowy

Biorac pod uwagg, ze estymacja metodami MCMC polega zwykle na zebraniu okre-
$lonej liczby prébek, po czym zastosowaniu do tak zebranego zbioru pewnej miary (np.
$redniej), to naturalnym sposobem implementacji takich zalozen sa numeryczne algorytmy
iteracyjne. W tym miejscu powstaje naturalne pytanie: jaki wptyw na X, ma stan poczat-
kowy X,? Otéz stosownie do kryteriow regularyzacji [33], taficuch stopniowo ,,zapomni”
wartos$¢ stanu poczatkowego i w koncu osiagnie zbiezno$¢ z unikalnym rozktadem stacjo-
narnym @(.), kt6ry nie jest zalezny od ¢ czy od X, Innymi stowy, wraz ze wzrostem warto-
sci ¢, punkty probkowania {X,} bgda probkami coraz bardziej zwigzanymi z rozkladem
stacjonarnym.

Proces ten jest pokazany na rysunkach 1 oraz 2 na przyktadzie szacowania wartosci
przenikalnosci dielektrycznej dla rozwiazania problemu odwrotnego pomiardw procesu
transportu pneumatycznego. Poziome (zielone) linie kreskowane ograniczaja wartosci roz-
ktadu stacjonarnego @(.), pionowa (czerwona) linia kreskowana oznacza zakonczenie
przejsciowego okresu poczatkowego tancucha Markowa.

= i) =

przenikalnos¢ dielektryczna (g)

L I L J
00 500 E) T00

iteracje

Rys. 1. Schemat procesu zbieznosci algorytmu MCMC [70]
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Dlatego tez, po odpowiednim poczatkowym okresie przejsciowym (burn-in period)
trwajacym m iteracji, punkty {X,; ¢ = m+1, ..., n} beda zaleznymi punktami z rozktadu
stacjonarnego @(.). Prébki z okresu przejsciowego sa zwykle odrzucane, tzn. nie bierze si¢
ich pod uwagg przy obliczeniach miar rozktadu oczekiwanego. Ponizszy wzor (2) ilustruje
konstrukcje estymatoréw, czyli wskazuje, jak mozna uzy¢ tancucha Markowa do estymacji
E[f(X)], gdy ten osiagnie swdj rozktad stacjonarny @(.):

1

n—m

3 rx) @

t=m+1

f=

Taka posta¢ nosi miano $redniej ergodycznej. Zbieznos¢ do wymaganego rozktadu
oczekiwanego zapewniona jest przez twierdzenie ergodyczne [49].

2.3. Algorytm Metropolis—Hastings

Ostatecznie, aby zastosowac przedstawiony sposob rozumowania do rozwiazania da-
nego problemu, nalezy si¢ upewnic, ze skonstruowany tancuch Markowa posiada swoj roz-
ktad stacjonarny tozsamy z rozktadem poszukiwanym, czyli (.) — rozkladem a posteriori.
W tym miejscu mozna uzy¢ generalizacji algorytmu Metropolisa wprowadzonej przez Has-
tingsa [42]. Ot6z w algorytmie Metropolis—Hastings dla kazdej chwili czasowej ¢, nastgpny
stan X, ,, wybierany jest przez probkowanie punktu — kandydata Y wybieranego z rozktadu
proponowanego ¢(.|X,). Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze rozktad proponowany moze by¢
zalezny od stanu biezacego X, Nastepnie proponowany punkt zostaje zaakceptowany lub
odrzucony zgodnie zodpowiednim prawdopodobienstwem. Jezeli proponowana warto$é
zostanie zaakceptowana, to nastgpny stan bedzie rowny: X,,, = Y. Jezeli natomiast kandydu-

jacy punkt jest odrzucony, to fafcuch pozostaje w tym samym punkcie, tzn. X, = X,.

przenikalno$c¢ dielektryczna (g)

L 1 L
100 120 140 180 180 200 220 240 260 280

iteracje

Rys. 2. Schemat procesu tzw. mieszania tancucha algorytmu MCMC [70]
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Rysunek 2 ilustruje tancuch, ktory wielokrotnie pozostawal w tym samym punkcie.
Poziome segmenty oznaczaja momenty, w ktorych warto§¢ proponowana zostata odrzuco-
na i tancuch nie zmienit wartosci przez kilka iteracji

Zgodnie z powyzZszym opisem, najprostsza posta¢ algorytmu Metropolis—Hastings
moglaby na etapie implementacji przyja¢ postac, ktéra w formie pseudokodu przedstawia
wycinek zamieszczony na (rys. 3).

Inicjalizacja X;;
Przypisanie t=0;
Powtdrz {
Prébkuj w punkcie Y z rozkladu al. X))
Prébkuj z rozkladu Jednorodnego (0,1)
zmienna losowa U;
Jezell U = a(X.,Y)
przypisz X  ,=Y;
w innym przypadku przypisz: X ;= X,
Zwieksz t;

}

Rys. 3. Schemat algorytmu Metropolis—Hastings w postaci wycinka pseudokodu [70]

Warto w tym miejscu odnotowaé, ze proponowany rozklad ¢(.|.) moze mie¢ dowolna
postac, a rozktad stacjonarny tancucha bedzie w formie m(.).

3. Implementacja

Z algorytmami MCMC zwiazanych jest szereg probleméw implementacyjnych. Naj-
wazniejsze zagadnienia dotycza:

— szybkosci zbieznosci, dobrania losowego kroku algorytmu, blokowania, kolejnosci
uaktualnienia skladnikow,

— liczby tancuchow,

— doboru wartosci poczatkowych,

— dlugosci okresu przejsciowego 1 momentu zakonczenia,

— specjalnych odmian algorytmu (prébkowanie niezalezne, algorytmy jedno- oraz wie-
losktadnikowe, probkowanie Gibbsa, itp.),

— analizy wynikow.

Podstawowym problemem zwigzanym czg$ciowo z implementacja, a czg¢Sciowo beda-
cym problemem sprzgtowym, jest wysoka iteracyjnos¢ algorytméw MCMC. Zebranie od-
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powiedniej ilosci probek, w zaleznosci od danego zastosowania powiazanej jeszcze z do-
datkowymi obliczeniami dla kazdej z nich, wymaga przeprowadzenia obliczen w petlach
iteracyjnych, czgsto powtarzanych nawet dziesiatki tysigcy razy [70]. Istnieje jednak szereg
metod przyspieszania wykonywania obliczen, szczeg6lnie poprzez zastosowanie dedyko-
wanej implementacji sprz¢towej [9]. Metody te byly juz stosowane dla niektoérych zastoso-
wan metod Monte Carlo [13]. Nalezy jednak zwrocié¢ uwagg, ze przed proba implementacji
sprzg¢towej, pozadane jest wczesniejsze zoptymalizowanie algorytmu dla konkretnego za-
stosowania.

3.1. Formy kanoniczne rozkladu proponowanego

Poréwnujac rozne hipotetyczne tancuchy, mozna wyciagna¢ wniosek, ze pomimo dys-
kutowanego juz powyzej faktu, iz dowolny proponowany rozklad dostarczy ostatecznie
probek z pozadanego rozktadu d(.), to jednakze szybkos$¢ zbieznosci z rozktadem stacjo-
narnym zalezeé¢ bedzie gtownie od relacji pomiedzy g(.|.) oraz w(.). Co wiecej, osiagnigcie
zbiezno$ci nie gwarantuje tzw. dobrego mieszania (fo mix) tancucha, tzn. nie zapobiega
powolnemu poruszaniu si¢ tancucha wokodt rozktadu stacjonarnego. Sytuacje te dobrze ilu-
struja rysunki 1 oraz 2. Na rysunku 1 mozna zaobserwowac, jak tancuch szybko osiaga
zbiezno$¢, nawet pomimo dosy¢ przypadkowej i odlegtej od m(.) wartosci poczatkowe;j.
Dodatkowo widaé, ze po osiagnigciu zbieznosci, tancuch miesza si¢ réwnie szybko. Od-
mienna sytuacjg zilustrowano na rysunku 2, gdzie mozna zauwazy¢ powolne poruszanie sig
fancucha. W tym przypadku nawet pomimo osiagnigcia zbieznosci z rozktadem stacjonar-
nym, fancuch czgsto pozostaje przy poprzednio ustalonej warto$ci. Skutkiem powolnego
poruszania si¢ fancucha jest koniecznos¢ dluzszego dziatania w celu otrzymania podobnie
wiarygodnej estymacji, co w przypadku zamieszczonym na rysunku 1.

Algorytm Metropolisa, stanowiacy najprostszy przypadek w swojej formie kanonicz-
nej, rozpatruje jedynie symetryczne rozklady proponowane postaci: g(Y]X) = g(X|Y) dla
wszystkich X i Y. W zwiazku z tym bywaja przypadki, gdy wygodnie jest wybra¢ rozktad
proponowany, ktéry bedzie generowat kazdy z komponentéw Y warunkowo niezaleznie
majac dane X, (np. dla X ciaglego, g(.|X) moze stanowi¢ rozklad normalny wielu zmiennych
ze stala macierza kowariancji X). Dzigki temu uzyskujemy uproszczong posta¢ procedury
wyliczania prawdopodobienstwa akceptacji i co za tym idzie uproszczenie algorytmu [31].
Specyficzna odmiang tego algorytmu jest algorytm Metropolisa kroku losowego (random-
walk), gdzie q(Y|X) = q(|X — Y]). Wyniki przedstawione na rysunku 1 zostaly otrzymane
wiasnie przy uzyciu danych wygenerowanych przez algorytm kroku losowego. Dobér skali
rozktadu proponowanego (np. X) powinien by¢ nieprzypadkowy [29]. Ostroznie dobrany
rozktad dajacy mate kroki Y — X, daje w efekcie wysoki stopien akceptacji, ale mimo to
bedzie sig¢ cechowat stabym mieszaniem [26]. Z drugiej strony, dobierajac rozktad dajacy
duze kroki, mozna spowodowac niski stopien akceptacji, co skutkowacé bedzie czgstymi
przestojami tancucha, jak to pokazano na rysunku 2. Idealne skalowanie rozktadu propono-
wanego powinno pozwoli¢ unikna¢ obydwu z opisanych przypadkéw ekstremalnych [30].
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Kolejna odmiana Metropolisa—Hastingsa jest probkowanie niezalezne, w ktorym rozktad
proponowany nie zalezy od X, czyli q(Y|X) = q(Y). Ogélnie w literaturze istnieja opisy,
z ktérych wynika, ze takie algorytmy dziataja albo perfekcyjnie, albo bardzo stabo [50].
Prébkowanie niezalezne do dobrego dziatania wymaga, zeby ¢(.) bylo dobra aproksymacja
m(.) [51].

Jak pokazano w [28], zamiast aktualizacji calego wektora zmiennych losowych X
jednoczesnie, czgsto wygodniej jest podzieli¢ X na komponenty {X, X;, ..., X} o mozliwie
réznych rozmiarach, a nastgpnie kolejno aktualizowaé poszczegélne z nich, co nazywane
jest algorytmem pojedynczego sktadnika. Dozwolone jest takze aktualizowanie wigcej
niz jednego sktadnika [15]. Tego typu strategie zwigkszaja liczbg iteracji, ale w zalezno$ci
od zastosowania czgsto bywa tak, ze procedura wyliczenia prawdopodobienstwa akcepta-
cji upraszcza si¢ znaczaco, co moze stanowic zalete obliczeniowa rownowazaca dodatko-
we iteracje szczegdlnie, gdy w przypadku aktualizacji X en bloc, stopien akceptacji mozli-
wy do osiagnigcia jest znikomy [34]. Specjalnym przypadkiem tego typu algorytmu jest
probkowanie Gibbsa, ktéra to nazwa zostata wprowadzona do statystyki w latach osiem-
dziesiatych dla tzw. algorytmu heat-bath, znanego z fizyki teoretycznej. Ten typ algorytmu
jest jak dotad najszerzej uzywany w zastosowaniach MCMC [67]. Unikalng cechg probko-
wania Gibbsa jest to, ze rozktad proponowany, przy aktualizacji i-tego sktadnika X stanowi
(réwnanie (3)):

BLFCO1=+ 3 £(X) 3)

t=1

z ktérego wynika, ze prawdopodobienstwo akceptacji jest rtowne 1 [54]. Oznacza to natu-
ralnie, ze w probkowaniu Gibbsa probki kandydujace sa zawsze akceptowane! W réwnaniu
(3) wielko$¢ po prawej stronie to peten rozktad warunkowy, wigc mozna stwierdzi¢, ze ten
typ algorytmu polega na prébkowaniu z takich wtasnie rozktadow [27].

3.2. Laczenie komponentow, porzadek aktualizacji oraz liczba lancuchow

W opisanych powyzej algorytmach mozliwe jest takze laczenie sktadnikoéw szczegdl-
nie, gdy sa one silnie skorelowane wzajemnie w przestrzeni rozktadu stacjonarnego m(.).
W takim przypadku blokowanie komponentéw w jeden wyzszego rzedu moze usprawnic
proces mieszania, zaleznie od rozktadu proponowanego, cho¢ dane literaturowe na ten te-
mat sg sprzeczne [47].

W dyskutowanych wcze$niej metodach pojedynczego sktadnika oraz prébkowaniu
Gibbsa zwykle aktualizacje X, dokonywane sa w porzadku z gory ustalonym, jakkolwiek
nie jest to wymagane. Dozwolone sa takze losowe permutacje kolejnosci aktualizacji. Co
wigcej, nie jest wymagane takze aktualizowanie wszystkich sktadnikow w kazdej iteracji.
Przyktadowo, mozna aktualizowaé jeden ze sktadnikow w kazdej iteracji, wybierajac kom-
ponent i z pewnym prawdopodobienstwem s(i). Sugeruje si¢ takze czgstsza aktualizacjg
bardziej ze soba skorelowanych sktadnikow w celu poprawy mieszania tancucha [70].
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Kolejna dopuszczalna modyfikacja jest uruchomienie wigcej niz jednego tancucha
Markowa. Wskazania literaturowe w tym przypadku niestety nie sg zgodne. W réznych
zrodtach sugerowane sa rézne rozwiazania: od wielu krotkich tancuchow, poprzez kilka
dhugich, az do jednego bardzo dlugiego [57]. Ogdlna konkluzja, jaka ustalita si¢ na prze-
strzeni lat, prowadzi do tego, Ze raczej odrzuca si¢ ide¢ wielu krétkich tancuchow jako
btedna. Natomiast debata pomigdzy zwolennikami drugiego i trzeciego rozwiazania nie jest
zakonczona. Czg$¢ badaczy uwaza, ze poréwnanie kilku réwnoleglych tancuchow nie za-
wsze ma sens [42], a inni wrgcz przeciwnie [35]. Niektorzy twierdza nawet, ze to dobry test
na stwierdzenie, czy tancuch osiagnat juz rozklad stacjonarny [37]. Generalnie, mozna
sktoni¢ si¢ do stwierdzenia, ze dysponujac kilkoma procesorami uruchomienie po jednym
faficuchu na kazdym z nich moze by¢ korzystne.

3.3. Wartosci poczatkowe i poczatkowy okres przejsciowy

Jezeli taficuch jest nieredukowalny [51], to wyboér konkretnego punktu startowego X,
nie ma wplywu na rozktad stacjonarny. Szybko mieszajace si¢ fancuchy, jak np. ten z rysun-
ku 1, szybko tez odnajda drogg nawet startujac od wartosci ekstremalnych. Dla wolniej
mieszajacych si¢ tancuchow zaleca si¢ bardziej uwazny dobdr wartosci poczatkowych, by
unikna¢ zbyt dtugiego poczatkowego okresu przejsciowego. Generalnie w przypadku aktu-
alizacji wielu warto$ci i/lub, przy ewentualnym wykonywaniu dodatkowych operacji w po-
szczegOlnych iteracjach, rozsadne wydaje si¢ dobieranie, o ile to mozliwe, wartos$ci poczat-
kowych blizszych oczekiwanemu rozktadowi. Czasami jednak sugeruje si¢ stosowanie
warto$ci poczatkowych nawet skrajnie rozproszonych, odmiennych od oczekiwanych, uru-
chamiajac wiele fancuchow rownoleglych, by oceni¢ i porownac ich zbieznos¢ [55, 56].

Dlugos¢ przejsciowego okresu poczatkowego m zalezy od:

— X, szybkosci zbieznosci P(t)(Xt\XO) do (X)) , oraz od
— wymaganego stopnia podobienstwa pomigdzy P(’)(.|.) oraz m(X)).

Teoria méwi, ze jesli tylko zdefiniowane zostanie kryterium ,,wystarczajacego podo-
bienstwa®, to m moze by¢é wyznaczone analitycznie. Niestety, w wigkszosci przypadkow
tego typu obliczenia nie sa mozliwe praktycznie [33]. W zwiazku z tym najczgstsza metoda
wyznaczania okresu poczatkowego jest graficzna interpretacja tzw. wykresow wyjscio-
wych Monte Carlo, czyli wykreséw funkcji zmiennej losowej {X,, ¢ = 1, ..., n}. Zapropono-
wano takze inne metody wyznaczania m, ktore okres§lane sa mianem diagnostyki zbiezno-
$ci. Stosuja one zwykle rozmaite metody teoretyczne, uproszczenia i aproksymacje w od-
niesieniu do pojedynczych lub wielokrotnych tancuchow, ale wszystkie w ten lub inny
sposoOb opieraja si¢ na analizie danych wyj$ciowych Monte Carlo [58]. Grupa metod opie-
rajacych sig na monitorowaniu dowolnej funkeji f{X,) wyjSciowe;j jest fatwa do zastosowa-
nia, jakkolwiek moze prowadzi¢ do biednych interpretacji, poniewaz f{(X,) moze wydawac
si¢ zbiezna zrozkladem w danej iteracji m, podczas gdy inna niemonitorowana funkcja
g(X,) moze jeszcze nie osiagnac zbiezno$ci [56]. Jakiejkolwiek funkcji f(.) nie poddano by
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monitorowaniu, to moga istnie¢ inne, ktore zachowuja si¢ w odmienny sposob [61]. Kolej-
na grupa opiera si¢ na porownywaniu globalnym rozktadu m(.) z petnym rozktadem tacz-
nym P(’)(.). W celu uniknigcia potrzeby zajmowania si¢ bezposrednio P(t)(.), wypracowano
metody uzyskiwania z niego probek poprzez uruchomienie fancuchow rownolegtych i uzy-
cia macierzy przejscia P(.|.) [62, 63]. Jednakze okazuje sie, ze dla zachowania stabilno$ci
proceduralnej, nalezatoby uruchamia¢ bardzo duza liczbg tancuchow rownoleglych, co
w przypadku, gdy zbiezno$¢ jest powolna, moze stanowi¢ powazne ograniczenie praktycz-
ne [48]. Uruchamianie rownolegtych tancuchow zwigksza w oczywisty sposob obciazenie
obliczeniowe, ale moze by¢ bardzo uzyteczne, chocby w celu diagnozy wolnej zbieznosci.
Gelman i Rubin [55] wskazali, jak kilka rownolegtych tancuchow, ktére indywidualnie wy-
dawaly si¢ osiagna¢ zbiezno$¢, w trakcie porownania ujawnity znaczace réznice pozornie
stacjonarnych rozkladow. Z praktyczego punktu widzenia, metody bazujace na danych
wyjsciowych MC sg najbardziej wygodne, pozwalajac na oceng zbieznosci bez konieczno-
§ci uciekania si¢ do analizy przejsciowej P(.|.). Istnieje takze podejscie sugerujace brak
koniecznos$ci wyznaczania dtugosci poczatkowego okresu przejsciowego. W tym podejsciu
zaktada sig, ze okres ten ma najprawdopodobniej mniej niz 1% catkowitej dlugosci tancu-
cha n prowadzonego wystarczajaco dtugo, by uzyskaé¢ zadowalajaca precyzj¢ dla estymato-
réow ze wzoru (2) [57]; jakkolwiek odrzucanie nawet 2% dhugosci uwaza si¢ za wskazane,
szczegolnie przy uruchamianiu tancucha od wartosci ekstremalnych.

3.4. Wyznaczanie dlugosci — przerwanie tancucha

Waznym zagadnieniem praktycznym jest takze decyzja, kiedy przerwac tancuch. Jak
wspomniano wczesniej, celem tancucha jest dziatanie wystarczajaco dtugie, by uzyskac¢ od-
powiednia precyzjg estymacji (2). Szacowanie wariancji estymatorow ? (wariancji Monte
Carlo) jest utrudnione z powodu braku zalezno$ci w iteracjach {X,}. Najbardziej oczywista,
nieformalna, metoda wyznaczania dtugosci n jest uruchomienie kilku fancuchow réownole-
gle, z réznymi warto$ciami startowymi, a nastgpnie porownanie estymacji ? Jezeli warto-
$ci te nie sa ze soba wystarczajaco zgodne, n musi zostaé zwigkszone. Istnieja takze bar-
dziej formalne metody wyznaczania dlugosci tancucha [64]. Zaproponowano je dla roz-
nych szczegoélnych przypadkow i zapewniaja zadowalajace oszacowanie, np. niektorych
miar rozktadu a posteriori [60, 65], lub wektora wybranych parametréw w tym rozktadzie
za pomoca szeregow binarnych [59]. Inna formalna metoda wyznaczania dlugosci jest po-
rownanie modeli tancuchéw Markowa kolejnych rzedow pomocniczo obliczajac stosu-
nek wiarygodnosci hipotezy w celu porownania tzw. kryterium BIC (Bayesian Informarma-
tion Criterion) obu modeli [38, 39].

3.5. Analiza danych wyjsciowych

W ramach wnioskowania Bayesa, rozktad a posteriori d(.) jest czgsto rozpatrywany
przy pomocy takich narzedzi, jak: $rednie, odchylenia standardowe, korelacja, przedzia-
ty pewnosci czy rozklady brzegowe komponentéw {X,}. Srednie, ochylenia standardowe
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i korelacje moga by¢ estymowane przy pomocy ich probkowych odpowiednikow z danych
wyjsciowych Monte Carlo{X,, t = m+1,..., n} zgodnie z réwnaniem (2). Przyktadowo $red-
nia brzegowa oraz wariancja X,; moga by¢ obliczane za pomoca wzorow (4) i (5).

_ n
n=m;_p,1
2 1 L T2 Q)
Si R— > (X i—=X))
n=m-=1,—,1

Warto podkresli¢, ze estymaty Z i Siz ignoruja pozostate sktadniki danych wyjscio-
wych Monte Carlo.

Bardzo interesujaca miara, jaka jest do dyspozycji w ramach statystyki Bayesa
i MCMC, sa przedzialy ufnosci [40]. Przedziat [cp, cl_P] ufnosci w stopniu 100(1 — 2p)%
dla komponentu skalarnego X; moze by¢ oszacowany poprzez ustalenie ¢, rownego kwan-
tylowi p-tego rzedu dla {X,,, t = m+1, ..., n}, oraz Cip réwnego kwantylowi (1-p)-tego
rzedu. Przyktadowe obliczenia przedziatow ufnosci dla dwoch i wigcej wymiaréw mozna
znalez¢é w [52]. Przedzialy ufnosci sa o tyle istotne z punktu widzenia zastosowania dla
ECT, ze prawdopodobnie pozwolityby na doktadniejsze obliczenia w przypadku przetwa-
rzania tomogramow w celu np. szacowania wartosci strumienia masy, czy okreslenia rezi-
mu przeptywu, niz w przypadku zastosowania klasycznych metod rekonstrukcji i przetwa-
rzania obrazow.

4. Wybor i walidacja modeli Bayesa

Kluczowym problemem, jaki pojawia si¢ w zastosowaniach praktycznych statystyki
Bayesa i metod MCMC, jest zaprojektowanie wtasciwego modelu. Sam proces modelowa-
nia mozna podzieli¢ na dwa zagadnienia. Pierwsze z nich to wyboér modelu, a drugie to jego
sprawdzenie, czy raczej ocena. W praktyce, poza bardzo rzadkimi przypadkami, specyfika-
cja modelu nigdy nie bywa idealnie poprawna [23]. Dlatego tez nasuwaja si¢ pytania o ade-
kwatnos$¢ rozwazanego modelu, w zwiazku z tym nalezy podja¢ decyzjg, ktory z rozwaza-
nych modeli jest najlepszy.

Wszystkie zlozone modele, cytowane w niniejszym artykule, moga by¢ postrzegane
jako specyfikacja rozktadu tacznego danych, czyli obserwacji, oraz danych nicobserwowal-
nych (np. parametry modelu czy brakujace dane). Czgsto modele tego typu moga by¢
przedstawione w postaci kierunkowych grafow acyklicznych [22], dla ktérych mozliwe jest
okreslenie wspomnianych gestosci tacznych. W innych przypadkach, np. w modelowaniu
przestrzennym [34], rzeczony rozktad musi by¢ unikalnie wyznaczony na podstawie odpo-
wiedniej charakterystyki lokalnej. Bez wzgledu jednak na rodzaj modelowania, to wlasnie
ten rozktad taczny powinien zosta¢ sprawdzony pod katem zgodnos$ci wyznaczonego
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modelu z rozpatrywanym zastosowaniem fizycznym metody. Wnioskowanie bayesowskie
bazuje na cechach rozktadu warunkowego parametrow nieobserwowalnych modelu pod
warunkiem znajomos$ci danych obserwacyjnych. Z drugiej strony sprawnos$¢ modelu jest
oceniana przez pryzmat cech rozktadu marginalnego danych obserwowalnych, a w szcze-
g0lnosci przez pordwnanie tego, co model przewiduje z tym, co zaobserwowano. Jednym
z tego typu poréwnan sa wykresy Q-Q (kwantyl-kwantyl), czyli graficzna technika poréw-
nania 2 zbioréw danych, ktérego wynikiem jest odpowiedz na pytanie czy dane pochodza
z populacji mogacych mie¢ wspolny rozktad. Test dobrego dopasowania (goodness-of-fit)
pozwala agregowa¢ wzmiankowane porownania, dajac w efekcie globalna miarg rozbiez-
nosci [20]. Podobne sa miary odchytkowe (potocznie ,,obserwacje minus oczekiwania“),
sredniokwadratowe, odchytki, miara Mallowsa, statystyka PRESS, itp. [21].

Natomiast klasyczne metody wyboru sposréd mozliwych modeli uznawane sa w lite-
raturze za niezadowalajace i pozostawiaja nadal pole do dalszego rozwoju. Zaliczaja si¢ do
nich zardwno testy wiarygodnosci hipotezy, wlaczajace aproksymacje asymptotyczne, czyli
roznice odchylek, ktore moga by¢ wysoce btedne dla matych wielkosci probek [18], jak i te
dla niezagniezdzonych modeli, ktore istnieja tylko w szczegolnych, dobrze zdefiniowanych
przypadkach [19]. Kolejne, nowsze metody, takie jak m.in. zastosowanie czynnika Bayesa
wraz z kalibracja [17] sa bardziej uznane, chociaz takze mocno krytkowane [16] jako: trud-
ne (czgsto niemozliwe do praktycznej implementacji), obarczone paradoksem Lindleya
i ogolnie niepraktyczne. Istnieja takze modyfikacje wspomnianych metod, ktore probowa-
no zastosowa¢ w wybranych przypadkach. Mozliwe jest takze wspomaganie wyboru mode-
lu metodami MCMC [10]. Zagadnieniem poruszanym w literaturze w oderwaniu od wybo-
ru samego modelu, istotnym dla praktykow przy tworzeniu modeli, jest decyzja co do wy-
boru zmiennych, potrzebnych do ujecia w modelu. Posrednio moga w tym pomoc takze
klasyczne metody wymienione w biezacym akapicie. Dodatkowo istnieje tez, zyskujaca
popularno$¢, metoda stochastycznego wyszukiwania selekcji zmiennych SSVS (stochastic
search variable selection) [12].

5. Zastosowania modelowania Bayesa i metod MCMC

Nie sposdb wymieni¢ wszystkich zastosowan statystyki Bayesa w potacznieniu
z MCMC. Zapytania wpisane w wyszukiwarke Google ztozone z kombinacji stow: bayes,
mcmc, application, review, zaleznie od sktadu, porzadku i formy poszczegdlnych wyrazow,
zwracaja do ponad 2 milionéw wynikow (sprawdzono: V 2009 r.). W zwiazku z tym, moz-
na tutaj przytoczy¢ jedynie wybidrczo kilka przyktadow.

Najbardziej medialng w ostatnich latach dziedzing wykorzystujaca opisywane metody
jest genetyka, gdzie stosowane sa one zaréwno przy dekodowaniu ludzkiego genomu, jak
iw wielu innych aspektach — wyczerpujace odniesienia do tego tematu mozna znalezé
w [11]. Ogolnie w medycynie metody te wykorzystuje sig¢ od wielu lat zardbwno do przetwa-
rzania danych medycznych, np. w epidemiologii, czy opracowaniu profilaktyki, jak i do
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przetwarzania obrazéw [68, 69]. Ciekawymi dziedzinami, w ktorych juz dawno znalazty
zastosowanie metody MCMC, jest inzynieria kosmiczna, astrofizyka i astronomia [10],
a takze takie dziedziny jak: meteorologia, archeologia, e-learning, sztuczna inteligencja,
socjologia, ekonomia i inne; wigcej przykladow mozna znalez¢ na stronach cyklicznych
konferencji ,,Uncertainty in Artificial Inteligence” (2006, 2007, 2008). Podjeto takze proby
zastosowania modelowania przestrzennego w tomografii, gtdwnie medycznej [S] ale i pro-
cesowej, rowniez z uwzglednieniem modelowania czasowego [25].

6. Podsumowanie

Jak wynika z przegladu metod MCMC, zamieszczonego w niniejszym artykule, kon-
cepcja ta jest stosunkowo przejrzysta, biorac pod uwagg jej potencjalnie duze mozliwosci.
Metodologia MCMC idzie w parze ze statystyka Bayesa, chociaz walidacja modeli Bayesa
jest nadal zagadnieniem trudnym i otwartym. Przez dziesiatki lat ubieglego stulecia trwata
debata nad zaletami i wadami podejScia Bayesa, przy czym glowna wada byta od zawsze
mata dostgpno$¢ narzedzi — glownie mocy obliczeniowej. Metody te w wigkszosci polegaja
na zebraniu duzej liczby probek potrzebnych do wyliczenia oszacowania szukanych warto-
sci. W praktyce przektada si¢ to na implementacj¢ wielokrotnie wykonywanych petli itera-
cyjnych. Od mniej wigcej potowy lat dziewigédziesiatych, wraz z upowszechnieniem wy-
dajnych komputerow osobistych, stosowalno$¢ wnioskowania Bayesa oraz metod MCMC
ro$nie i rozszerza si¢ na kolejne dziedziny nauki i inzynierii, w tym takze na tomografig,
a w szczeg6lnosci na ECT.
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