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W tomografii, celem metod przetwarzania danych tomograficznych jest zwykle zre-
������/�"�� �	 �2���/	 ����3��/	 ����� �3/	 "	 4��������� 	 4�� ���"�#	 5����6���/78	 �2�
2�3�	��	��9& "�$	��� �'���	#���	���" :��� �	 ��"8	4��2&��/	��"�����6�8	%��2&��$	'��	��9
��6��� �� �	 ��"�����	 ����'��	 ���"����� �	 ����/	 2�����6�	 �#�" ���	 ��	 4odstawie prze-
4��"������'(	��"�;�����'(	�2���"�'# 	<�$	+=8	>	4�����'�	����'��	��	"����'��� �	��/�a-
��'(	4�������*"	����6�	�2 ���/	"	�4��' /	�	��2����	"����?' 	4�� ���"�	����'�:'�	#�6�
����6�	 &/2	 ��9	 ��"������:'�6�	 �/	 ���'��� �	 <�=8	 @���� ���	 ��������/�'#�	 �2�azu w to-
mo6���  	 4�&�6�	 ��	 ��� �	 ���" :��� /	 ��6��� �� �	 ��"�����6�$	 �2�	 ��	 4�����" �	 ��2�a-
��'(	"����?' 	 4�� ���"�'(	"����'��A	"����?' $	 #�� �	 ��&�9�	 4���4 ��A	 4 ���&��$	 ��4�B
" ���#:'��	4���������� �	��������/�"����/	����3���" 	� ������#	"����?' 	"3����?' 	� B
��'���#	 2�����#	 4��������� 8	 >	 4���4���/	 ����6���  	 4�#����?' �"�#	 5CD�	 E	 Electrical
Capacitance Tomography7	2;�� �	 ��	"����?A	���3�#	� �&�����'���#$	2:�F	4�	4����/	"����?A
4���� ��&��?' 	 �&�����'���#8

���������/�"���	�2����	4��"�&�#:	�8 �8	 ����/� �A	 ���/�;	 2�����'(	4��'��*"$	 ��ó-
��'(	4���	/9�' /	 ���'(	�����	� �	/��3�2�	� ;	��2����"�A$	/� ��#:'	#����'��?� �	 '(	�a-
2/���� �8	�2����	4��"�&�#:	�*"� �9	" �/�& ��"�A	"�;����	�������*"$	��#:'	"6&:�	"	2 e-
9:':	���;	4��'��/8	G���?A	�2���*"$	���/� ���	#���	���3����?A	��"����"�� �	6��� '���6�
4��������� 	 4�� ���"�#$	 '��& 	 4�?���� �	 ���3����?A	 ���" :��� �	 4��2&��/	 ��"����e6�$
#���	"	" ;����?' 	�������"�0	����6���  	2�����	 ������H	��'��6*&� �	"	4���4���/	2adania
natury danego zjawiska.

Problem odwrotny w przypad�/	 CD�	 ��9��	 �'(����������"�A	 � &����	 '�'(�� 8
� ���" ' �	 jest to za��	������
 ����������%
 &��
 ������������%
 &��
 ����������
 ����
��	'���������
<I�=8	@ �& � �"�?A	4�&�6�	��	� �& � �"�#	��&�9��?' 	��'(�"�� �	4�&�	�&�k-
���'���6�	 4��	 "43�"��	 "3�?' "�?' 	 ����	 ����3��/	 �/2����'# 	 �2�'��#	 "	 4��������� 	 4o-
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miaro"�#8	D�'(�	��	#���	�" :����	�K"���;4�"�� ��	��"8	�����/	� ;�� �6�	4�&�	5��68	����B
� �&�	����'�78	�3�	/"��/���"�� �	 K4����" �� �	4��2&��/	#���	����;4��"��	����/$	9�	��"��
�/9�	�� ���	"K����3��� �	"3�?' "�?' 	4�"��/#:	� ����'���	�� ���	��'���/	"����?' 	4o-
� ���"�'(8	 1�� � '#�	 F&�	 4����" ���6�	 5F&�	 /"��/���"���6�7	 ��6��� enia (ill-possed
problem$	 <�=7	"���6�	4��" ������ �	4�����#�� �#	 #����6�	�	 ����'(	"��/��*"L	2���	 ���B
" :��� �$	���" :��� �	 ��� �#�	&�'�	� �	#���	/� ��&��$	���" :��� �	� �	#���	' :63:	�/��'#:	�&�
�� ��� ��	4��2&��/8	>	CD�	����	�"��&�	��	'��� �� �	��	�4�3� �� ��	��u6 �6�	"��/��/$
#���	9�	�*9��	����3���	4���� ��&��?' 	� �&�����'���#	��6:	4�"o��"�A	��� �	����	��'����
4�� ���"�$	 ��#'�;?' �#	 �2��'����	 ��/���	 �������"�	 ��3��/#:'��	 "�� � 	 �2���"�'# 8
>����' �	 "	 �" :��/	 �	 ���$	 9�	 & '�2�	 "����?' 	 4�� ���"�'($	 '��& 	 �a��'(	 #���	 ���'�� �
�� �#���	��	& '�2�	��/����'($	'��& 	��#'�;?' �#	& '�2�	4 ���& 	"	�2��� �$	4��2&��	��"�����
"	CD�	#���	4��B����?&���8

W	 '�&/	 ���������/�"�� �	 �2���/	 ����6��� '���6�$	 �	 4���	 ����# 	 4����"�' ;9�� �
4o"�9���'(	 ��/���?' $	 �����"���'(	 #���	 �����6	 �&���'���'(	 �&6�����*"	 ��������/�'# 
�2�a�*"$	���*"��	4�����'($	 ����'�#��'($	& � �"�'(	 	�3�9���'(	<I=8

>	 �" :��/	 ��	 "�4��� ���� 	 ��/���?' �� 	 ��������'���� $	 �&���'���	 ������	 �e-
������/�'# 	 �2���*"	 ����6��� '���'(	 �4 ���#:	 � ;	 "	 �/9�#	 � ����	 ��	 �4�������'# 
 	/4����'��� �'(8	D�	��	���	 �� �$	"4��"����#:	���	��	���" :��� �	��/���	��	����'�"�� �
23;��	 4�"��/#:'	 �����' �	 �2���*"	  	 "�63����#:'	 6��� '���	 ���" :��� �	 4��2&��/	 �d-
wrotnego w postaci tomogramu.

(#
��	�)����
������������

Alternatywne do metod klasycznych	4���#?' �	��	���" :��"�� � problemu odwrotne-
go	  ��� �#�	 4���	 /9�' /	 statystyki Bayesa	 ����	 �����	 �����	 D��&�	 3�0'/'(*"	 Markowa.
Z perspektywy twierdzenia Bayesa [70] nie istnieje zasadnicza �*9� '�	4�� ;���	"3����B
?' ��  rozpatrywanego systemu, a danymi "�#?' �"�� , czyli obserwacjami; wszystkie
parametry	�:	rozpatrywane jako zmienne losowe X. Analogicznie	��9��	4����k��"�A	���B
���	pomiarowy	CD�$	'�	��'��6*3�"�	�����3�	�4 ����	"	<M=8

W ogólnej postaci ��9���	��4 ��A$	9�	przeciwdziedzina funkcji prawdopodo2 �0��"�
a posteriori jest proporcjonalna do przeciwdziedziny funkcji hipotezy oraz prawdopodo-
2 �0��"�	a priori. Ogólna 4����A w ten	�4��*2	�����/3�"���6�	�" ������ �	��63�2�	� �A
�a��;4/#:':	 ����;L

P(a posteriori) ∝ P(�������	
��� hipotezy) * P(a priori)

Rozmaite	����;4��	� ���	�/��'# 	6;���?'  4��"��4���2 �0��"� a posteriori	�:	2�����
/9���'��� w analizie bayesowskiej, 4�� �"�9 ��6: �����" A 2��4�?���� � osz�'�"�� �
"����?' 	parametrów	���" :��� �	��"�����6�	"	CD�8	>	�" :��/	�	���$	 ������/#:'� mia-
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ry	��6:	2�A	"�& '����	#���	oczekiwane	"����?' 	4�4����	zastosowanie '�3��"�� � funk-
cji a posteriori8	@ ������	'�3��"�� �	��	2�"�	F�*�3��	podstawowych	��/���?' 	"	��atysty-
ce Bayesa; wK" ;����?' 	�������"�0	���" :��� �	analityczne nie jest ��9& "� [32]. Alter-
natywne	4���#?' �	����/#:	4���2& 9�� �	�/����'���$	��*��	'�'(/#�	� ����3����?A$	4���2& B
9�� �	 ���& ��'���$	 #��	 �48	 4���2& 9�� �	 Laplace’a [41], które	 �4��"���	 � ;	 " niektórych
zastosowaniach, oraz '�3��"�� � Monte Carlo [42], w tym wK��'��6*&��?'  metody Monte
Carlo 3�0'/'(*" Markowa (MCMC), jak pokazano w [43]. MCMC oznacza zasadniczo
'�3��"�� � Monte Carlo przy /9�' / 3�0'/'(*" Markowa. W statystyce Bayesa, ��#:'
dane$	��/����	#���	'�3��	4�	����3��� � a posteriori parametrów modelu8	D�3��"�� �	����B
�:	Monte Carlo polega na wyborze próbki	�	9:����6�	����3��/$	�	����;pnie �����/3�"�� /
?���� �#	 próbek, w celu aproksymacji "����?'  oczekiwanych. Natomiast metody Monte
Carlo 3�0'/'(*" Markowa "��*9� �#:	� ;	tym$	9�	"�2 ���#: wspomniane próbki przy wy-
korzystaniu odpowiednio skonstruowanego 3�0'/'(� Markowa, 4��"���:' próbkowanie
� �#���	N"��3/9O	tego 3�0'/'(�	4����	��4�" ��� �	�3/6 	�����8	G�?& 	'(��� 	�	4������;$	��
�� ��� �:, dla której zdefiniowana jest funkcja, bywa zwykle 4����� �3 czasowy lub ewen-
tualnie obszar 4��������� 8	 1&�	 ��6�	 ��/6 �6�	 4���4���/	 /9�"���	 #���	 ��#'�;?' �#	 ���"�
&���"�6�	4�&�	�����"�	5���78	������	2��/#:'�	��	���	"���������"���	�:	'�;���	"	4���B
�"����� /	 K���& � �	�2���*"$	�8 �8	��	���& ��	�����/�	<J
=8	P���� �#	��'��6*3�"�	4�����"�
���'�4'# 	3�0'/'(*"	�����"�	��9��	���&�FA	"K<JJ=$	�	�6*&�:	���� ;	"	<+
$	,�=8	Opisane
���"�9�� �	�:	stosunkowo ogólne, ale	#�9�& 	�������"�	wiadomo,	9� X �����" : dyskretne
zmienne losowe, to operacje	'�3��"�� �	����;puje operacja sumowania8	���� �#:	�*9��	�4�B
��2�	konstruowania	 ��6�	 ��4/	 3�0'/'(*"$	�&�	6�����&� �	"������ �	odmiany, w tym m.in.
algorytm heat bath, nazywany inaczej próbkowaniem Gibbsa	<��=$	�:	�4�'#�&��� 	4rzypad-
kami ogólnego algorytmu Metropolisa [44].

@�	4�����2�	�6*&��'(	���"�9�0	3�0'/'(	�����"�	��9���	���� � �"�A$	#���	�����6
zmiennych losowych {X0, X1, X2, ...}, taki$	9�	"	��9��#	'(" & 	'���/	t ≥ �$	����;4��	����	Xt+1
jest próbkowany	�	����3��/	P(Xt+1|Xt), który	#���	��&�9��	#���� �	��	2 �9:'�6� stanu 3�0'/B
'(�, Xt. Innymi	�3�"�$	��#:'	����	���� X1, kolejny stan Xt+1	#���	��&�9��	��&��	 K"�3:'�� �
od 2 �9:'�6� stanu X1,	�	� �	��&�9�	��	historii	3�0'/'(�	QX0, X1, ..., Xt–1} [70].

(#"#
����	�
�����
!����
���������
�������

D�3��"�� � Monte Carlo wylicza ���:	� ��;	E funkcji f wektora zmiennych losowych
X poprzez próbkowanie {Xt, t = 1, ..., nR	 ����3��/	 a posteriori$	 ��*��	��9���	����'��A
#���	π587$	�4������/#:'	6�	����;4� �	�6��� �	��	"�����	5�7L

1

1
[ ( )] ( )

n

t
t

E f X f X
n =

≈ ∑ (1)

�6��� �	 �	 4�"�9��:	 ��&�9��?' :$	 ?���� � populacji f(X7	 #���	 ����'�"���	 ��	 4���':
?��d� �#	 4�*2��8	 G�9�& 	 4�*2� 	 QXtR	 �:	 � ���&�9��$	 ��	 prawo	 " �&� '(	 & '�2	 ��4�"� �$	 9�
�4��k����'#�	��9�	�����A	��������$	�	"���6��:	4��'��#:$	4�4����	��4�" ��� �	�" ;�B
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�zenie rozmiaru zbioru próbek n [45]. Warto w tym � �#�'/	��/"�9�A$	9�	n	#���	4��	������B
&:	4���4��"����#:'�6�	���& �;H	 ���� 	�3�"�	� �	#���	��	���3�$	/���&���	���� ��	�2 ��/	4�ó-
bek. Generalnie	&���"�� �	4�*2��	�	����3��/	a posteriori	"	��� 	�4��*2$	�2�	2�3�	��	� �2 �
� ���&�9��$	� �	��"���	#���	��9& "�$	4�� �"�9	����3��	���	��9�	2�A	� ����������"�	<+J=8
G�����9�	 QXtR	 � �	 �/��:	 ��� �'�� �	 2�A	 � ���&�9��8	 >K& �����/���	 ���&�FA	 ��9��	 �4i��$
�	��*��'(	"�� ��$	9�	QXtR	2;�:	��'�4��"�&��	#�?& 	2;�:	generowane przez jakikolwiek pro-
ces 4�*2�/#:'�	 ����3��	a posteriori w odpowiednich proporcjach [47]. Proporcje te nato-
� ���	��9��	��4�"� A	4���	/9�' /	3�0'/'(�	�����"�$	4�� ���#:'e6�	����3��	a posteriori
"	���� �	����3��/	stacjonarnego [48].

(#(#
�����
��������
�
����)������
�����
����������

P ��:'	4��	/"�6;$	9�	������'#�	������� 	�D�D	polega zwykle na zebraniu ����B
?&���# & '�2� próbek, po czym zastosowaniu do tak zebranego zbioru pewnej miary	 5�48
?���� �#7$	��	naturalnym sposobem implementacji takich ��3�9�0	�:	�/����'���	algorytmy
iteracyjne. W tym miejscu powstaje naturalne pytanie: jaki "43�" na Xt	��	 ����	 4�'�:t-
kowy X0? ��*9 stosownie do kryteriów regularyzacji	 <��=$	 3�0'/'(	 ���4� �"�	N��4��� O
"����?A	����/	4�'�:���"�6� i w ��0'/	�� :6� �	�2 �9��?A	�	/� ��&���	����3���� stacjo-
narnym ϕ(.), który nie jest ��&�9�� od t czy od X0. Innymi �3�"�, wraz ze wzrostem	"����B
?' 	 t, punkty próbkowania {Xt} 2;�:	 4�*2��� 	 '����	 2���� �#	 �" :����� 	 �	 ����3����
���'#�������8

%��'��	 ���	 #���	 4�������	��	 ���/���'(	�	����	�	��	4����3��� �	 ���'�"�� �	"����?' 
4���� ��&��?' 	 � �&�����'���#	 �&�	 ���" :��� �	 4��2&��/	 ��"�����6�	 4�� ��*"	 4��'��/
�����4���/	4��/����'���6�8 %�� ���	5� �&���7	& � �	������"���	�6��� '��#:	"����?' 	���B
�3��/	 ���'#������6�	 ϕ587$	 4 ���"�	 5'���"���7	 & � �	 ������"���	 ����'��	 ����0'��� �
4���#?' �"�6�	�����/	4�'�:���"�6�	 3�0'/'(�	�����"�8

*��#
"#	!'(����	4��'��/	�2 �9��?' 	�&6�����/	�D�D	<I�=
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Dlatego	 ���"	 po	 �	#��
�	�

	 #���������
	 �����
�	 #���$��
���
	 %burn-in period)
����$���
 m iteracji, punkty {Xt; t = m+1, ..., n} &'	�	 �������

	 #�����

	 �	 ������	�
stacjonarnego ϕ(.). Próbki z okresu #���$��
�����	��	zwykle	�	�������"	����	�
�	&
����	�
'
ich pod ����' przy obliczeniach miar ������	�	�����
�������	���
����	����	%()	
������$�
���������$' estymatorów, czyli wskazuje"	$��	
����	���* �������� Markowa do estymacji
E[f(X)], gdy ten ��
���
�	���$	������		����$������	ϕ(.):

1

1
( )

n

t
t m

f f X
n m = +

=
− ∑ (2)

Taka #����* nosi miano	 ���	�
�$	 ergodycznej. +&
�����*	 	�	 ��
�������	 ������	�
oczekiwanego zapewniona jest przez twierdzenie ergodyczne [49].

��+�
,�����	

��	��
����-.��	����

Ostatecznie"	 �&�	 ���������*	 #���	����
���	 �#���&	 ����
����
�	 	�	 ����
����
� da-
nego problemu, ������	�
'	�#���
*"	��	�������������	�������	Markowa posiada swój roz-
���		stacjonarny	 �����
�	�K������	�
	#�����
����
"	����
	π%�)	,	 ������	�
 a posteriori.
W tym miejscu 
����	���*	�������
���$
	�������
�	Metropolisa wprowadzonej przez Has-
tingsa [42]. -��� w algorytmie Metropolis,S���
���		��	���	�$	���
�
	czasowej t, na��'#��
stan Xt+1, wybierany jest przez próbkowanie punktu – kandydata Y wybieranego z ������	�
proponowanego q(.|Xt). Warto	�K��
	

�$���	�������*"	��	������		#��#����a��	
���	&�*
�������	 �		 �����	 &
������� Xt�	.���'#�
�	 proponowany punkt zostaje zaakceptowany lub
odrzucony zgodnie z odpowiednim prawdop�	�&
������
�	 /����
	 proponowana	 ������*
zostanie zaakceptowana, to ����'#�� stan	&'	�
�	�����0 Xt+1 = Y. /����
 natomiast ���	�	�1
$��� punkt	$���	�	�������"	��	�������	pozostaje w tym samym punkcie, tzn. Xt+1 = Xt.

����
��	2���
��	#������	����	���������	��������	�������
�	�3�3	4567
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Zgodnie z	 #�������
	 �#
��
"	 ��$#�������	 #����* algorytmu Metropolis–Hastings
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Warto w tym miejscu �	������*"	��	#��#�������	������		q(.|.)	
���	

�*		������
#����*"	�	������	 stacjonarny ��������	&'	�
�	�	formie	π%�)�

+�
/

��
��	����

Z algorytmami MCMC	 ��
�������	 jest szereg problemów implementacyjnych. Naj-
w���
�$���	����	�
��
�		������0

, ���&����
	 �&
������
"	 	�&���
�	 ��������	 �����	 �������
�"	 &�������
�"	 ����$����

��������
��
�	 ����	�
���"

, �
��&�	 ���������"
, 	�&���	�������
	#�����������"
, 	������
	������	#���$��
�����	 
	
�
����	���������
�"
, �#��$������	�	

��	�������
�	 %#��&�����
�	�
��������"	�������
�	 $�	��1	����	�
�1

������	�
����"	#��&�����
�	=
&&��"	 
�#�)"
, ����
��	���
����

��	�������
	#��&��
�
	��
�����
	��'��
���	�	

#��
�����$�"	�	��'��
���	&'	�1
��
	#��&��
�
	�#��'����
"	 $���	������	 
������$���*	��gorytmów MCMC. Zebranie od-
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		��	���	�$	 �	�
��"	��
���	#���#����	���
�	�&�
����	�	#'�����

������$����"	��'���	#�����������	�����		�
��
���
	���
'��	����	4567�	?���
�$�	$�	���	������

���		 #����#
�����
�	���������
�	 �&�
����"	 ���������
�	 #�#����	 ����������
�	 	�	���1
����$	

#��
�����$
	�#��'����$	4!7�	����	�	��	&���	$��	���������		��	�
��������	�������1
���	
���		�����	3����	4��7�	.�����	$�	���	�����
*	����'"	��	#���		#��&�	

#�e
�����$


�#��'����$"	#���	���	 $���	������
�$���	 ��#��
��
�����
�	 �������
�		��	������tnego za-
stosowania.

+���
0��
�
����������
��������

��
���������

�������$�� ����� hipotetyczne ��������"	
����	���
����*	��
����"	��	#�


�	dys-
kutowanego j��	 #�����$	 <����"	 
�	 dowolny proponowany	 ������		 dostarczy	 ���������
�
#��&��	 �K#���	�����	 ������	�	 T%�), to $�	����� ���&���* �&
������
 z ������	�
 stacjo-
�����
	������*	&'	�
�	�����
�	od relacji	#�

'	��	q(.|.)	����	π%�)�	3�	�
'��$"	��
���
'�
�
�&
������i nie gwarantuje tzw. dobrego mieszania (to mix)	 ��������"	 ����	 �
�	 ��#obiega
powolnemu poruszaniu	�
'	��������	�����	������	�	stacjonarnego�	2�����$'	�'	dobrze	
��1
����$�	 ������
	 �	 ����	 (�	 Na rysunku 1 
����	 ���&�������*"	 jak �������	 ���&��	 ��
���
�&
�����*"	 �����	 #�


�	 	���*	 #���#�	����$	 
K�	�����$	 od	 π%�)	 �������
	 #������owej.
Dodatkowo	�
	�*"	 ��	#�	��
���
'�
�	 �&
������
"	 ������� miesza	 �
'	 równie szybko. -	1


����	������$'	�
����������	��	�������	("	�	�
�	
����	�������*	#������	poruszanie	�
'
�����cha. W tym przypadku nawet pomimo ��
���
'�
�	�&
������
	�K������	�
 stacjonar-
��
"	 �������	 ��'���	 #������$�	 #���	 #�#���d�
�	 ��������$	�������
�	2����
�
	 powolnego
#�������
�	�
'	 ��������	 $���	���
������* 	��������		�
����
�	�	����	otrzymania podobnie
wiarygodnej estymacji, co w przypadku zamieszczonym na rysunku 1.

Algorytm Metropolisa"	������
���	�ajprostszy przypadek w swojej formie kanonicz-
nej, rozpatruje jedynie	 ��
��������	 ������	�	 #��#�������	 postaci: q(Y|X) = q(X|Y) dla
wszystkich X i Y.	@	��
����	�K��
	&���$�	przypadki, gdy wygodnie	 $���	��&��*	������	
proponowany, który &'	�
�	 ���������	 ���	�	 �K��
#�������	 Y	 ���������	 �
�������
�

�$��	dane Xt (np. dla X �
������, q(.|X)	
���	������
*	������		���
����	�
���	�

�n����
��	�����	
��
���� kowariancji Σ). Dzi'�
	 ��
�	uzyskujemy �#��������� #����* procedury
wyliczania #���	�#�	�&
������ akceptacji i co za tym idzie uproszczenie algorytmu [31].
2#���<
����	�	

���	 ����	�������
�	 $���	�������
	Metropolisa kroku losowego (random-
walk), gdzie q(Y|X) = q(|X – Y|). Wyniki przedstawione	��	 �������	�	 �������	 otrzymane
�����
�	#���	����
�	danych wygenerowanych przez algorytm kroku losowego. Dobór skali
������	� proponowanego (np. Σ) powinien &�* nieprzypadkowy [29]. -������
� dobrany
������	 daj���	
���	����
	 Y – Xt daje w efekcie	�����
	 ���#
��	 akceptacji, ale mimo to
&'	�
�	 �
'	��������	 ���&�
	 mieszaniem [26]. Z drugiej strony, 	�&
���$��	 ������			�$���
	���	 ����
"	
���� �#���	���*	 �
��
	 ���#
��	 ����#���$
"	 ��	 ��������*	 &'	�
�	 ��'��ymi
#������$�

	��������"	$��	��	#�������	��	�������	(�	?	�����	skalowanie	������	�	propono-
wanego powinno #�����
*	��
���*	�&�	��	�K�#
������	przypadków ekstremalnych [30].
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;���$�� �	

��� Metropolisa–Hastingsa jest próbkowanie	 �
��������"	�	 �����
	 ������	
proponowany	 �
�	 ������	 �		 X, czyli q(Y|X) = q(Y). Ogólnie	�	 �
���������	 
���
�$�	 opisy,
z których wynika, �� takie algorytmy 	�
���$� albo perfekcyjnie, albo bardzo	 ���&�	 4867�
Próbkowanie �
�������� do dobrego		�
����
�	wymaga, ��&� q(.) &���		�&��	�#�����
��$�

π%�)	48�7�
Jak pokazano w [28], zamiast aktualizacji	 ������	 �������	 �

������	 ��������	 X

jed�������
�"	��'��� wygodniej	$���	#�	�
��
*	X na komponenty {X0, X1, ..., Xk} o 
���
�
�

ró�nych rozmiarach, aK����'#�
� kolejno ������
����* poszczególne z nich, co nazywane
jest algorytmem pojedynczego	 ����	�
���	 >��������	 $���	 �����	 ������
�����
�	 �
'��$
�
�	$�	����	����	�
��	4�87�	A���	��#� strategie ��
'����$�	�
��&'	iteracji, ale wK���������

od zastosowania	��'���	bywa	 ���"	��	#����	���	wyliczenia prawdopod�&
������ akcepta-
cji upraszcza	�
'	��������"	��	
���	������
*	�����'	�&�
����
��� ����������� dodatko-
we iteracje szczególnie, gdy w przypadku aktualizacji X en bloc"	���#
��	����#���$
	
���
1

�� do ��
���
'�
� jest znikomy [34]. Specjalnym przypadkiem tego typu algorytmu jest
próbkowanie Gibbsa, która to nazwa ������� wprowadzona do statystyki w latach osiem-
	�
��
�����		��	����	algorytmu heat-bath, znanego z fizyki teoretycznej. Ten typ algorytmu
$���	$��		���		��$������$	�������	�	zastosowaniach MCMC [67]. U�
�����	����� próbko-
wania Gibbsa	$���	��"	��	������	 proponowany, przy aktualizacji i-tego	����	�
��	X stanowi
(równanie (3)):

1

1
[ ( )] ( )

n

t
t

E f X f X
n =

≈ ∑ (3)

z którego	���
��"	��	#���	�#�	�&
������	akceptacji jest równe 1 [54]. Oznacza to natu-
����
�"	��	�	próbkowaniu Gibbsa próbki ���	�	�$���	��	������	akceptowane! W równaniu
%�)	�
�����*	#�	#����$	stronie	��	#����	������		���������"	�
'�	
����	���
��	�
*"	��	ten
typ algorytmu polega na próbkowaniu z takich	�����
�	������	�� [27].

+���
1�������
��

����	���

�������
��	���������
����
������
�� ���!��

W opisanych #�����$	�������
���	
���
��	 $���	 ����� ������
�	����	�
���	szczegól-
nie, gdy	 ��	���	 �
��
�	 skorelowane wzajemnie w przestrzeni	 ������	�	 ����$�����e��	 π%�)�
@	 takim przypadku blokowanie komponentów	�	 $�	��	��������	 ��'	�	
���	��#����
*
#�����	

�����
�"	������
�	�		������	�	#��#���������"	���*		���	 literaturowe	��	 ���	 ��1

��	��	�#�������	4 57�

W dyskutowanych ������
�$ metodach pojedynczego	 ����	�
��	 ����	 próbkowaniu
Gibbsa zwykle aktualizacje Xt		���������	 ��	�	#����	��	 �K����	 ustalonym, jakkolwiek
nie jest to wymagane�	>��������	 ��	 �����	 ������	#��
����$�	����$����
 aktualizacji�	3�
�
'��$"	nie jest wymagane	 �����	������
�����
�	�������
��	����	�
���	�	���	�$	 
�����$
�
�������	���" 
���� ������
����* jeden ze s���	�
���	�	���	�$	iteracji"	��&
���$��	��m-
ponent i z pewnym #���	�#�	�&
������
 s(i). Sugeruje	 �
'	 �����	 ��'�����	 ������
���$'
&��	�
�$	��	��&� skorelowanych ����	�
��� w celu poprawy mieszania	��������	4567�
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	�����������
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;���$��	 	�#���������	 
�	�<
���$�	 $���	 uruchomienie	 �
'��$	 �
�	 $�	����	 ��������
��������	 Wskazania literaturowe w tym przypadku niestety	 �
�	 ��	 ���	���	@	 �������
B��	����	 ����������	 ��	 �����	 ����
����
�0	 �		�
���	 �����
��	 ���������"	 #�#����	 �
���
	���
��"	��		�	 $�	����	bardzo 	���
��� [57]. Ogólna konkluzja,	 $���	�����
��	�
'	��	#��e-
������
	 ���"	 #����	�
	 	�	 ����"	 ��	 �����$	 �	�����	 �
'	 
	�'	�
���	 �����
��	 ���������	 $���
&�'	���	.���

���		�&���	#�

'	�� zwolennikami		���
���	
	�����
���	����
����
�	�
�	$���
�����������	3�'�*	&�	����	�����"	��	porównanie �
���	 ������������	 ���������	�
�	za-
wsze ma sens [42], a inni ��'��	#����
��
� [35]�	.
�������	��
��	��	�����"	��	��	dobry test
na stwierdzenie"	 ���	 �������	 ��
�����	 $��	 ������	 stacjonarny [37]. =�������
�"	 
����

�����
* �
'		�	���
��	���
�"	��		��#���$��	kilkoma procesorami uruchomienie	#�	 $�	��

��������	��	���	�
	�	�
��	
���	&�*	�orzystne.

+�+�
"��	�#��

����	����
�

����	����
�����

����#�����

/����
	�������	$���	nieredukowalny [51], to wybór konkretnego punktu startowego X0
nie ma �#���� na ������	 stacjonarny. Szybko 

����$���	�
'	��������"	jak np. ten z rysun-
ku 1, szybko	 ���	 �	��$	�	 	���'	 �����	 ������$��	 �		�������
	 ������
�������	>��	����
�$


����$����� �
'	 ���������	zaleca	�
'	&��	�
�$	������		�&��	�������
	#�����������"	&�
��
���* zbyt 	���
���	#�����������	������	#���$��
������	=�������
�	�K#���#�	��	aktu-
alizacji wielu �������
 i/lub, przy ewentualnym wykonywaniu dodatkowych operacji w po-
szczególnych iteracjach,	�����	��	wydaje	�
'		�&
����
�"	�	ile	��	
���
��"	�������
	#�����1
������	 &�
������	 oczekiwanemu ������	��
. Czasami jednak	 ������$�	 �
'	 ������anie
�������
	#�����������	�����	����$�
�	���#���������"	�	

������	�		�����
������"	���1
���

�$��	�
���	���������	������������, by ����
*	
	#������*	ich �&
�����* [55, 56].

>�����* #���$��
����� okresu #�����kowego m ������ od:

, 
6"	���&����
	�&
������
	�
%�)
%
�U
6)		�	π%
�)	"	����	�	

, ��
�������	���#�
�	#�	�&
������	#�

'	��	�%�)%�U
)	����	π%
�)�

Teoria mówi"	��	 $���
 tylko zdefiniowane zostanie kryterium „���������$����� #�	�1
&
������“, to m 
��� &�* wyznaczone analitycznie. Niestety, wK�
'������
 przypadków
tego typu obliczenia nie	��	
���
��	#��������
� [33]. W ��
����	�K��
	��$��'�����	
���	�

wyznaczania	 ������	 #�����������	 $���	 graficzna interpretacja tzw. wykresów wyj��
�1
����	�����	3����"	����
	��������	<��kcji zmiennej losowej {Xt, t = 1, ..., n}�	+�#��#���1
����	 �����	 
���	
���	�	���������
�	m"	�����	���������	��	

���
		
��������
	�&
����1
��
�	2����$�	���	������	 ���
�
��	
���	�	 �����������"	�#��������
�	 
K�#�����
��$�	�	�	1
�
��
��
�	 	�	 #�$�	�������	 ��&	 �
�����������	 ���������"	 ���	 �������
�	 �	 ���	 ��&	 
���
�#���&	�#
���$�	�
'	��	����
�
�		�����	��$��
�����	�����	3����	48C7�	=��#�	
���		�#
�1
��$�����	�
'	��	
��
�������
�		������$	<����$
	f(Xt)	��$��
���$	$���	�����		�	���������1
�
�"	 $������
��	
���	#����	�
*		�	&�'	����	 
����#�����$
"	#��
����	 f(Xt)	
���	��	���*
�
'	 �&
����	 �K������	�
	�	 	���$	 
�����$
	 m, podczas gdy inna niemonitorowana funkcja
g(Xt)	
���	$������	�
�	��
����*	�&
������
	48D7�	/��
�$����
��	<����$
	f(.)	�
�	#�		���	&�
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��
�������
�"	��	
���	
���
�*	
���"	�����	�������$�	�
'	�	�	

����	�#���&	4D�7�	;���$1
��	���#�	�#
���	�
'	��	#���������
�	���&����
	 ������	�	π%.)	�	#����
	 ������	�
	 ����1
��
	P(t)(.)�	@K����	��
��
'�
�	#�����&�	��$
����
�	�
'	&��#����	�
�	P(t)(.), wypracowano
metody uzyskiwania z niego próbek	#�#����	������

��
�	���������	������������	
	���1
�
�	
��
����	#���$��
�	P(.|.)	4D("	D�7�	/�	�����	�����$�	�
'"	��		��	��������
�	���&
�����

#����	������$"	 ��������&�	 ������

�*	 &��	��	 	���	 �
��&'	 ���������	 ������������"	 ��
�	#���#�	��"	�	�	�&
�����*	$���	#������"	
���	������
*	#������	�����
����
�	#�������1
��	4 C7�	E�����

��
�	������������	 ���������	��
'����	�	�����
���	�#���&	�&�
����
�
�&�
����
���"	���	
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