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0�+#/$���� �	 +����1$��� �	 �/23'����(�4�	 �����!	 ����5����	 +�(���$*� �	 6���	GFR
(Glomerular Filtration Rate)!	 6���	��	( ��'	 ���	+�����(�(��	+���������	� $�3�(��	���%

��(����	(	+�����$�	����$���6	��	�$���	����'	�����	7-!	��8,	)��3���	+���(���/�6	$*���%

3�	 �����!	 ��	 ��#��6	 (����$ �	  	 ��� ����(�� �	 (��������'6�	 � 2	 (���9� �	 ":;!	 ����$��

.<�=>	+�+'��$6 	<	(	�#?��$*	���6�$*,	@�	5( �$ �	6���	��	.��	���	��#3!	�	(	)���$�	+����

A	���	 7��8,	 )�(���$*� �	 �����(����	 �+���3��	+�� ��'	":;	 6���	 +�3��� �	 +�#3� 	 ��( 

 	���� ��$���	(����$��� �	��2?�� �	������� ��	(	�'��( $�,	������	��!	�	����6��� 	'�����%

����� �� !	6���	�����(���	��	��B	�,	)�	�����$ '	(	��4�� �� �	�'��� �	$��������	C	 	�3�%

��� '	$�$*	��4�	3 �/��	<	$�	��(�/�	���+� �(�	��	���'	�.�	��	�BA	<	��	���'	�B=	��(�61

+��$�	���	(���?�� ��	��6	�'3����$6 	(	��� 	��(�4�	�������	'��?� ( �61$�4�	(����$��� �

":; [7, 10, 13]. W praktyce je����	�2	��$*� �2	����'6�	� 2	6���� �	(	��+ ����$*!	32�1$�$*

6����$��5� �	 �5������ 	 ��'��(�� ,	 �3 �	 �'3����$6�!	 ������� ��	  	 $��������	 C	 �1	 (�%

�(������	(	 �+��#3	���'�����	(	��4�� �� �	 �'��� �!	 �	 �� 2� 	 +��$�	�����	��4�� ��	 ��(�

(	 ���� �	 �#(��(�4 !	 ����?���	 ��	 ��'��$���5$ 	 +��$�	 ��4�	 ��4��',	 ������	 ��D����$�6��

+���4�61	 ��	 (+��(����� '	 ��	 ��4�� ��'	 �#?��$*	 �'3����$6 !	 � ��3�$��$*	 (	 ���'������

���� �!	 	+�� ����	���+�	 $*	�� � ��$6 	7A!	B!	��8,	E1	��	�'3����$6�	��� � ����+�(�	�'3	 ���

7��!	��!	��8!	6��	�+,	 �*�F��!	��#��	��'+ �	��	��3 �	������ �	$����	( 2���1	'(�42	3���$��

7�!	!	��8!	��	(�4�2�'	��	� ��1	 �(���6��5G	+�� ��',	H���� �	":;	��	+���$1	(������� 2%

��6	��(� 	 �*�F��'	��?�	3�G	(�����(���	��3�	(	$���$*	'������ �	(����5$ 	��D����$�6��$*

<	(����	��� �$���	 6���	 +���+��(����� �	 ��+�( ��� �	 � $���6	 ���  	 +�� ��#(!	 ��3�	(	$��'

(����$��� �	 (����5$ 	 ":;	 (	 ������$*	 (��'���$*	 �� � $���$*	 <	 (#($���	 +��+��'6�	 � 2
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+�6����$��	 +�� ��	  	 ��+�( ��� �	 +���� $��� �	 3��'61$�	 ��	 � $���$*	 ��/�?�� �$*	 '+����%

$��61$�$*	7.8!	��#��	(	� ���#��$*	+���+����$*	��41	� 2	�����G	� �����(����,	)���+��(�%

�����	 ��'� �	 � �����'��(�	 (�����/�!	  ?	 ������(�	 ����?��5$ 	 ��������$���!	 �����(���

 	+�����$����	��	�� 5!	�����/�	(�+��(������	����'���(�	��(��	7�!	A!	��8!	4��	��?� (�5$ 

(�+���4�61$�$*	����2�� 	�3� $��� �(�$*	'� ���?� ( �/�	+���+��(����� �	( �����+����%

(�$*	 3���I	 ���'��$�6��$*,	 )��(������	 +��$�	 (��2+��	 (�������	 ���	 ���$��( ���$*

����$*	 �� � $���$*	 7��8	 (�����/�!	  ?	 (	 � ���#��$*	 �+�$�D $���$*	 +���+����$*	 ��� �%

$���	 6���	 ���+���(�� �	 3���� �6	 ���3'��(����	 �������	 � ?	 ���!	 �	 ��#��4�	 (�(���1

� 2	 +��+���(���	 (����	 7A8,	 @ � �6���	 +��$�	 �����( 	 (��2+��	 ��'� '�	 D���'/'61$�

��	 ��(�!	 (	 �+��#3	 �������(���	 ��	 ��?� (�5$ 	 ��(�$�����$*	 ����2�� 	 �3� $��� �(�$*

J+�� ��	 ���K�H	 7�A8L!	 +��3���	 ������(�� �	 ( ������+��������(�4�	 +��$��'!	 ��$*�%

��1$�4�	+��$���	+�� ��'	�	(���������� ��	��(� 	�'3����$6 	(������� 2��6	<	�+,	 �*�F��'

7!	��!	��8,

 ���������������	
��	�����

 ����!���"��������
���	�����

���$���(�� �	��6$�25$ �6	�����(����	�������	+��$��'	'�'(�� �	�'3����$6 	�����%

��(�6	 6���	(	 ���	+���+���'	�����	���+��������(�	3��'61$�	��	+�62$ '	�� ����',	���%

+�������	6���	�3 ��� � ��	(���	�	����5����6	�362��5$ 	V	��( ���61$��	�'3����$62	�������

(	����?���	��	$��� �	��2?�� '	c = c(tL!	6������(��	(	$�/�6	�362��5$ ,	�� ����!	(���?���

(	��6	�� ��� � �	�(�$��6�(�	(	� � � ���$*M� �'�2!	����$��	�362��5G	$�/��( $ �	�$����$��%

�1	�	�������	(	6������$�	$���'	(	(�� �'	��2?�� �	(���2+'61$�4�	(	�����	�3 ��� �'	�'3

��2?�� �	� 2���	�3 ��� ��� !	� 2���	��#��� 	��$*��� 	(�� ���	�������,	E$*����	�����u
N%���+��������(�4�	+�������( ���	��	���'��'	�,	0	(�� �'	6��������(�4�	(������� 2%

$ �	 ����5����6	 ��(� 	 D markera w zbiorniku V1	 +�(���6�	 ��2?�� �	 +�$�1���(�	 c1J�L,

0	+������/�$*	���+��������$*	��2?�� �	��	6���	(	���	�����$ �	����(�	7A!	8

1
1

(0) (0) 0 2,3, ,i
D

c c dla i N
V

= ∧ = = � (1)

#������	0 ������+��������(�	�����	�+ �'61$�	����� �2	+��$��'	�� � ��$6 

(������� 2��6	��(� 	�������
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 0 1 1 1 2

2 2 1 1 2 2 2 3

1 1 1 2 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

N N N N N N N N

N N N N N

d
c t V K c t K c t c t

dt

d
c t V K c t c t K c t c t

dt

d
c t V K c t c t K c t c t

dt

d
c t V K c t c t

dt

− − − − − −

−

⋅ = − ⋅ − ⋅ −

⋅ = ⋅ − − ⋅ −

⋅ = ⋅ − − ⋅ −

⋅ = ⋅ −

� (2)

�����	 ���	
��������	 ��
���	 �	��	 ��������	 	������	 ���	���
��
�
	 �����
���

�
��������	�	 ���
�����#	 �	���������
���	 ��������	 ���	���� �	$	 	���	
���	��!

�
��
�
	%&'		��������	��"	�
������#	�������	��	
		�����
�	�	�������
��	 ��	�!

����	�
�����	 �����
����#	��	���"��(��	���	
�������	��	����
��	���
��	)*#	�+

constiV = (3)

,����
�	�		���	
���	�� �-���	��"������	������	.�������	�"	�����
��"	�	������!

�(���	���
����	��	��"���
	�	���"��(��	���"�����#	���
/��	%&'	����	������	�����
!

��
�	 �	 ��������	 K0#	 ��
	 �������	 �
��
�
	 ��"#	 ��	 ���	
�����	 ���"����	 	���
�
	 ��!

��������	���"��(0#	�����	������	��"����	)*#	�1+�

����������	�
����$��
%�������

P��	���
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�����	 �������
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������	 ��
	������	 ������	
����������	 )*#	 �1+�	6
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����������	 �	 ���������
���	 �	���.����� 	 �������(��	 	
�����	 �89:86
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�/��	��
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	2*4#	�
	������	�
����	��	��
��

��"���
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1

2
1

1

( )

( )

; ; ( )

( )

( )

i i
i i

i i
N

N

c t

c t
K K

p q t
V V

c t

c t

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

c � (4)

�����	234	����	��0	�
���		���	
���		���	��
�	��		���
��	�
���������

1 1 1

2 2 2 2

3 3 3

2 2 2

1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

N N N

N N N N

N N

p q q

p p q q

p p q
d

t t
dt

p q q

p p q q

p p

− − −

− − − −

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

= ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

c c

�

�

�

� � � � � � �

�

�

�

(5)

<
	 	����
���	 ������	 �
��������� 	 ��������� 	 ������� 	 ���
�	 ����������� 

)3+	���
	���������0#	��	�����	�������
��	���
�
	2=4	����	��0	�
	��
�	�	
��"	���!

���		���
��

1

( ) k

t
N

i ik
k

c t a e
−

τ

=
= ⋅∑ (6)

�����	��	���
����
		�����
��	 ��
��	��
����#	τk#	��
�	��	��������	aik�	>�
��	��
����

���
		�����	���
���0#	�������
���	�	�������(��	��������
	�
���(��	��
��� 	�
���!

���	����"	������	�	���
��	2=4

1
i

i
τ =

λ
(7)

P
		���
0	�
	���	���
�
	2=4	��
�	�������
ia (6) to

( ) (0)tt e ⋅′ = ⋅ ⇒ = ⋅Ac A c c c (8)

�����	�
����		���������#	c214#	����
��	�	�
�����
	2�4�	;������
���	�	254	��
�	�	���
!
��
���	��
�����	B = B2�4	��
	�
������	����
�����	�		��������
	e	��		��"��	�
������!

���	 �		������
��
���	 �"	�
�����	�		���
��	���
��	��������	��������� 	b#	�������
��
2?4	������	2342=4	���
	������		������
��0	
��"	�����

1 2 3 1 1 1[ ] ( ) (0)t
N Ne t c⋅

−= ∧ = ⇒ = ⋅AB B b b b b b c b� (9)
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0	 2�4	 ����	�
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	 �	�
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�
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&����'����
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����������
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�������	 ������#	�	 �����(���	���
��
�
	%&' np. z	 �� �-���#	 ������
��

�	 �����
�����	�������	 ����	�����	������	
���������	,���	����	 ������
��	 ��		����
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	���	������
���	���
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��� 	��
����� 	�	
	���		����
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���
��	�
���(��	%&' )*#	�+�	$
���(0	%&'	�����
��
	��"	�	������em K0�	'��	�����!

��	�
���	��	���������
	�
�� 	�	�����
����	������#	������������	��"	��	�	���
���!

�� 	��
����	�	�����	@	��
	���	��������	@	�	�����	�	����	N�
		���	
���	�������
��!

����	(N = 2) macierz A (5)(8) 	��������	
��"	�����		���
0

1 1 1
2 2

2 2

p q q

p p×
− −⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥−⎣ ⎦
A A (10)

Macierz ta 	���
�
	
��"	�����	�������
	charakterystyczny [2]

( )1 1 1 2
2 1 2 1 1 2

2 2
( )

p q q
W p p q p p

p p

λ + + −
⋅λ − = ⇒ λ = λ + λ ⋅ + + + ⋅

− λ +
E A (11)

$		���	
���	��	�������
	%&'	 ����	 ��	 �������(��	�������
	����
��#		���!

�
�	����	�
���(��	��
��	�����	��"	���
/��	����0 [4].
,�	���
�����	 ����	������	 ������� 	 �	���
�����	 ��
��� 	 ��
����� 	 2A4	���


���
���0	 ��	��������	 aik	 2?4#	 �����������	 ��	������	 ���
�	 ���
�	 ������� 	 )3+#

�	�	�����	���������	��"O

1 2

1 2

1 2
1 1 2 2

1 2 1 2

2 1 2
2 1

1 2

1 1
( ) (0)

( ) (0)

t t

t t

c t c p e p e

p
c t c e e

− −
τ τ

− −
τ τ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ ⋅ τ ⎢ ⎥= ⋅ ⋅ − ⋅ − − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥τ − τ τ τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
⋅ τ ⋅ τ ⎜ ⎟= ⋅ −⎜ ⎟τ − τ ⎜ ⎟⎝ ⎠

(12)

Sprawdz��#	 ��	 �������
��	 2�24#		�	�����"�����	 �����	�	�
�����
� 	 �	�������!

�
��	��
����#	����	�����	�	�������
�
��	�
�����������	�	)=+	��
�	)��+�	'������
!
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�		���	�
������#	 ��	
	�������	��"����	��	 ����	������4#	
����
��	�	)=+		��
�	���!
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���	
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�

Podczas wyznaczania %&'	���������		
�
������	����		���		������� �		��	������

��"���
	S [4, 8, 9]. Ko�����
���	�	��	���
����� 	������#		�	����	

�������	�������!

��	�
���(��	�
���	��
�����#	���
	�
	��	���
0	���	���
��	��
������	���	�(���!

�	�������	��"���		
�
����
��	������	�	�
���(���	S

1 1 2 1 2
0

( ) (0)S c t dt c p
∞

= = ⋅ ⋅ τ ⋅ τ∫ (13)

B	�
�
�	���	�������� 	����"��#	��	
��"	��		����������	

��������#	 ��		���

	������� �	����	�
���	�
��	��
	��"���	�	���	����
�
�� 	���	
�����
� 

2 1 2 1 2 1
0 0

( ) (0) ( )c t dt c p c t dt
∞ ∞

= ⋅ ⋅ τ ⋅ τ =∫ ∫ (14)

'���(0	 2�44	���
�
�
	 
	�������(0	 	�������	 ���	�(�������	���
���
	 	������!

�
���	�������	K0 (czyli %&'4	�
		�����	����
�� 		
�
������	������	�	�
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