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Przemystaw Korohoda*

Model kompartmentowy
w wyznaczaniu przesaczania klebuszkowego nerek
za pomoca wstrzyknietej dawki markera**

1. Wprowadzenie

Wspodtczynnik przesaczania kigbuszkowego nerek, okreslany powszechnie jako GFR
(Glomerular Filtration Rate), jest od wielu lat podstawowym parametrem liczbowym sto-
sowanym w praktyce medycznej do oceny stanu nerek [7, 10]. Problem przewlektej choro-
by nerek, do ktérej wykrycia i monitorowania wykorzystuje si¢ wskaznik GFR, dotyczy
6—15% populacji — w réznych krajach. Na §wiecie jest to 600 mln osob, a w Polsce ponad
4 min [10]. Powszechnie stosowanym sposobem pomiaru GFR jest pobranie probki krwi
i analityczne wyznaczenie st¢zenia kreatyniny w surowicy. Metoda ta, z kolejnymi udosko-
naleniami, jest stosowana od 1938 r. Po odkryciu w organizmie ludzkim cystatyny C i zba-
daniu cech tego biatka — co trwato stopniowo od roku 1961 do 1984 — od roku 1985 trwaja
prace nad wdrozeniem tej substancji w roli nowego markera umozliwiajacego wyznaczanie
GFR [7, 10, 13]. W praktyce jednak t¢ technike stosuje si¢ jedynie w szpitalach, bgdacych
jednoczesnie osrodkami naukowymi. Obie substancje, kreatynina i cystatyna C sa wy-
twarzane w sposob naturalny w organizmie ludzkim, a dzigki pracy nerek organizm trwa
w stanie rownowagi, zaleznym od skuteczno$ci pracy tego organu. Metody referencyjne
polegaja na wprowadzeniu do organizmu roznych substancji, nieobecnych w naturalnym
stanie, 1 pomiarze tempa ich eliminacji [4, 8, 10]. Sa to substancje radioizotopowe lub inne
[10, 11, 12], jak np. iohexol, ktory skupia na sobie ostatnio coraz wigksza uwage badaczy
[3, 9, 13], ze wzgledu na niska inwazyjno$¢ pomiaru. Badanie GFR za pomoca wstrzyknig-
tej dawki iohexolu moze by¢ wykonywane albo w celach uzyskania warto$ci referencyjnych
— wtedy konieczne jest przeprowadzenie odpowiednio licznej serii pomiardw, albo w celu
wyznaczenia wartosci GFR w realnych warunkach klinicznych — wowczas proponuje sig
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pojedynczy pomiar i odpowiednie przeliczenie bazujace na licznych zatozeniach uprasz-
czajacych [6], ktore w niektorych przypadkach moga si¢ okaza¢ nieadekwatne. Przeprowa-
dzone studia literaturowe wykazaty, iz modelowe zalezno$ci matematyczne, stosowane
i przytaczane do dzi$, zostaty wyprowadzone stosunkowo dawno [1, 4, 11], gdy mozliwosci
wspomagajacych narzedzi obliczeniowych uniemozliwiaty przeprowadzenie wieloaspekto-
wych badan symulacyjnych. Prowadzone prace wstegpne wykonane dla rzeczywistych
danych klinicznych [13] wykazaly, iz w niektorych specyficznych przypadkach konie-
czne jest dysponowanie bardziej rozbudowanym modelem niz ten, z ktéorego wywodza
si¢ proponowane wzory [4]. Niniejsza praca stanowi wstgpne studium formutujace
na nowo, w sposob dostosowany do mozliwosci nowoczesnych narzedzi obliczeniowych
(pakiet MATLAB [14]), problem modelowania wielokompartmentowego procesu, zacho-
dzacego podczas pomiaru z wykorzystaniem dawki substancji wstrzyknigtej — np. iohexolu
[9, 10, 13].

2. Model wielokompartmentowy

2.1. Zalozenia i opis modelu

Zdecydowanie najczgsciej stosowanym modelem procesu usuwania substancji marke-
rowej jest w tym przypadku model kompartmentowy bazujacy na pojeciu klirensu. Kom-
partment jest zbiornikiem wody o okreslonej objgtosci V zawierajacym substancjg markera
w zaleznym od czasie stgzeniu ¢ = c(f), jednakowym w calej objgtosci. Klirens, wyrazany
w tej dziedzinie zwyczajowo w mililitrach/minutg, oznacza objgtos¢ calkowicie oczyszcza-
na z markera w jednostce czasu w wyniku stezenia wystepujacego w danym zbiorniku lub
stgzenia migdzy zbiornikami, migdzy ktérymi zachodzi wymiana markera. Schemat modelu
N-kompartmentowego przedstawiono na rysunku 1. W wyniku jednorazowego wstrzyknig-
cia okreslonej dawki D markera w zbiorniku V, powstaje stgzenie poczatkowe c,(0).
W pozostatych kompartmentach st¢zenie to jest w tym momencie zerowe [4, 9]

c1(0)=§ A ¢(0)=0 dla i=23,....N 1)
1
Kylc K. K. K Ko
Cy | O N-1 2 c, 1| ¢
‘/N ‘/N-1 € eee € ‘/2 1v| .

Rys. 1. Wielokompartmentowy model opisujacy dynamike procesu eliminacji
wstrzyknigtej dawki markera
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Dalszy proces jest modelowany przez uktad rownan rézniczkowych opisujacych prze-
ptyw masy migdzy kompartmentami:

%(01(0"’1) =—Ky ()= K; (e (1) — (1))

%(02 (t)-V2)=K;-(c1(t) = 2 (1)) = K - (c2() = c5(1))
()

%(CN—IO) Vo) =Ky (eno2 () —en () =Ky - (ey—1(0) —cy (0))

%(CN (1) Vy) =Ky (cya(®)—cy ()

Model kompartmentowy stanowi opis zlozonego procesu rozprowadzania substancji
markerowej w organizmie, z wykorzystaniem elementow skupionych. W przypadku wy-
znaczania GFR przyjmuje si¢ zalozenie, odmiennie niz na przyktad w modelowaniu typo-
wego zabiegu hemodializy, iz objeto$ci kompartmentoéw nie ulegaja zmianie [4, 9]

V; = const 3)

Poniewaz w przypadku iohexolu klgbuszki nerkowe filtruja t¢ substancj¢ z intensyw-
noS$cia niezalezna od st¢zenia w objegtosci zewngtrznej, wskaznik GFR jest zwykle utozsa-
miany z klirensem K|, dla ktérego zaklada sig, iz kompartment zewngtrzny posiada nie-
skonczona objetosé, czyli zerowe stezenie [4, 10].

2.2. Rozwigzanie réwnan modelu

Proponowane w szeroko dostgpnej literaturze rozwiazania modelu (2) sprowadzaja
si¢ do podania wybranych zaleznoéci migdzy parametrami [4, 8, 11] lub podaniu wzorow
koncowych zwykle co najwyzej dla modelu dwukompartmentowego [4, 10]. Bazujac na
tym, kolejni autorzy prowadzili badania na danych klinicznych, koncentrujac sig¢ na ustale-
niu zaleznosci wynikajacych z zastosowania analizy statystycznej [3, 9, 12]. Ponizej zosta-
nie przedstawiony opis rozwiazania umozliwiajacy prowadzenie obliczen dla modelu wie-
lokompartmentowego z wykorzystaniem specyficznych mozliwoséci pakietu MATLAB
[14].

W celu uproszczenia zapisu wprowadzmy oznaczenia (4), zapisujac zalezne od czasu
stezenia kolejnych kompartmentdw w postaci wektora (wektory i macierze wyrdzniono
prosta, pogrubiona czcionka).
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Na podstawie teorii macierzowych jednorodnych liniowych réwnan rézniczkowych
[2] mozna stwierdzi¢, iz ogoélne rozwiazanie rownania (5) moze by¢ zapisane w nastgpuja-
cej postaci

t

N _
T
(0= ay e ™

k=1

(©)

gdzie do wyznaczenia pozostaja state czasowe, T,, oraz wspotczynniki a,. Stale czasowe
mozna prosto wyznaczy¢, korzystajac z mozliwosci wyliczenia warto$ci wlasnych macie-
rzy wystgpujacej w rownaniu (5)

T=— 7
Y (7

Inna posta¢ zapisu rownania (5) oraz rozwiazania (6) to
=A-c = c(t)=e" c(0) ®)

gdzie warunki poczatkowe, ¢(0), wynikaja z zatozenia (1). Korzystajac z (8) oraz wprowa-
dzajac oznaczenie B = B(¢) dla macierzy wynikajacej z podniesienia e do potggi macierzo-
wej 1 przedstawiajac t¢ macierz w postaci uktadu wektorow kolumnowych b, rozwiazanie
(6) modelu (2)(5) mozna rowniez przedstawic¢ nastgpujaco

©

B=€A't A B=[b1 b2 b3"‘bN_1 bN] = C([)=C](0)'b]
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Posta¢ (9) jest bardzo wygodna w implementacji programistycznej, co znacznie ula-
twia opracowywanie zlozonych wieloaspektowych badan symulacyjnych z wykorzysta-
niem macierzowego aparatu pakietu MATLAB.

3. Przyklad pierwszy: bezposredni wzor na klirens

3.1. Przykiad dla modelu dwukompartmentowego

Praktycznie jedynym, w konteks$cie wyznaczania GFR np. z iohexolu, stosowanym
w literaturze modelem jest model dwukompartmentowy. Przy czym stosowanie to polega
zazwyczaj na eksperymentalnym wyznaczeniu dwoch statych czasowych i na tej podstawie
szacowaniu warto$ci GFR [4, 9]. Warto$¢ GFR utozsamia sig z klirensem K,. Rozpocznij-
my zatem od odtworzenia znanych z literatury wynikow, dostosowujac si¢ do wprowadzo-
nych oznaczen i nowego — dla tej dziedziny — sposobu opisu. Dla przypadku dwuwymiaro-
wego (N = 2) macierz A (5)(8) przyjmuje nastgpujaca postac

P19 q
A = A2><2 = |: 1 1 ! } (10)
V2) P2

Macierz ta posiada nastgpujacy wielomian charakterystyczny [2]

Ap+q  —q

e

=W,V =2 +A-(p+pr+a1)+ i P2 (11)
2

W przypadku wspotczynnika GFR jest to jednoczesnie wielomian minimalny, ponie-
waz obie warto$ci wlasne musza si¢ wyraznie roznic [4].

Po wyznaczeniu jego miejsc zerowych i wyznaczeniu statych czasowych (7) mozna
wyznaczy¢ wspotczynniki a; (6), rozwiazujac odpowiedni uktad réwnah liniowych [2],
i w wyniku otrzymuje sig¢:

T 1) ¢ 1) "¢
&) =a0) ——*= (Pz—T—J'e E —(Pz——}e °

L %) 1

(12)
_t d
cz(;):q(o).m e M_e ™
-T2

Sprawdzono, iz rozwiazanie (12), po uwzglednieniu réznic w zalozeniach i dostoso-
waniu oznaczen, jest zgodne z rozwigzaniami zamieszczonymi w [5] oraz [11]. Rozwiaza-
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nie [11] dotyczy zaleznego od czasu utamka masy markera w kazdym kompartmencie (jed-
nak przy zalozeniu, iz na zewnatrz st¢zenie nie jest zerowe), natomiast w [5] podano roz-
wiazanie dla procesu hemodializy ze stala w czasie generacja naturalnego markera.

Podczas wyznaczania GFR kluczowym parametrem jest pole powierzchni pod krzywa
stezenia S [4, 8, 9]. Korzystajac z wyprowadzonych wzordw, poprzez analityczne wylicze-
nie wartosci catki oznaczonej, mozna zaproponowaé nowe rownanie ukazujace bezposred-
ni zwiazek migdzy parametrami modelu i wartoscia S

oo

S = Ja@dt = ¢0)pyy1, (13)
0

Z badan komputerowych wynikngto, co nastgpnie potwierdzono analitycznie, iz pole
powierzchni jest takie samo dla stgzen w obu rozwazanych kompartmentach

=

Tcz(t)df = q0)py 1 = JC1(t)dt (14)
0 0

Rownos¢ (14) wskazata na mozliwos$¢ prostego bezposredniego wyrazenia poszuki-
wanego klirensu K, (czyli GFR) za pomoca wybranych parametrow modelu i warto$ci sta-
tych czasowych, wynikajacych z jego rozwigzania (1)(4)(14)

D -V,

Ky = = = ——=_ 15
0 S Kl'Tl'Tz ( )

Zalezno$¢ (15) stanowi podstawe do studiowania mozliwych zalezno$ci migdzy obser-
wowanymi w praktyce przebiegami stgzen c,(f) oraz parametrami modelu. Parametry mo-
delu, chociaz stanowia jedynie krancowo uproszczona reprezentacje fizjologiczno-morfo-
logiczna pacjenta i badanego procesu, moga sta¢ si¢ nowymi parametrami wigzanymi ze
stanem zdrowia pacjenta — podobnie jak to ma miejsce w przypadku hemodializy [5].

3.2. Uogolnienie dla przypadku wielokompartmentowego

Powtdrzenie procedury opisanej w punkcie 3.1 dla modelu o trzech kompartmentach
doprowadzito do kolejnego réwnania wiazacego parametry modelu, state czasowe oraz kli-
rens reprezentujacy GFR

Ky=—= (16)

KKy 4113

D ViVaVs
S

Roéwniez i w tym przypadku calki stgzen okazaly si¢ identyczne dla wszystkich kom-
partmentow.
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Poréwnanie rownan (15) oraz (16), polaczone z analiza heurystyczna, doprowadzito
do sformutowania nast¢pujacego uogodlnienia wymienionych zalezno$ci dla przypadku
N-kompartmentowego

a7

oraz postawienie hipotezy, ze pola pod wykresami stgzen rowniez dla wigkszej liczby kom-
partmentéw powinny by¢ takie same

S=[e@adt: i=12,.,N (18)
0

Przeprowadzone badania symulacyjne dla uktadéw cztero-, pigcio- oraz dziesigcio-
kompartmentowych potwierdzity poprawnos¢ wzoréw (17) i (18), przy czym wzor (17)
mozna bylo wyznaczy¢ precyzyjnie, natomiast warto$¢ catki (18) przyblizano numerycznie
wydtuzajac przedziat catkowania i obserwujac zbieznos$¢ otrzymywanych wynikow liczbo-
wych. Szczegolowy opis opisanego eksperymentu powinien stanowi¢ przedmiot odrgbne;j
publikacji.

4. Przyklad drugi: rownanie Brochnera—Mortensena

W pracach z zakresu wyznaczania GFR za pomoca wstrzyknigtej dawki substancji
typu iohexol, stosuje si¢ zalezno$¢ wyznaczona doswiadczalnie przez Brochnera—Morten-
sena [4]. Zaleznos¢ ta stanowi rOwnanie wigzace klirens wyznaczony przy zatozeniu mode-
lu o pojedynczej statej czasowej Ky z klirensem wynikajacym z modelu dwukompartmen-
towego K. Posta¢ tego rownania przy zalozeniu, ze oba klirensy wyrazone sa w mililitrach
na minutg, jest nastgpujaca [4]

K, =0,990778- Ky —0,001218- K3, (19)
Na rysunku 2 pokazano wykres réwnania (19), ktory stanowi pewien matematyczny

model obserwowanych zaleznosci, z zaznaczeniem przedziatu realistycznych wartosci kli-
rensow, dla ktorych wzor ten moze mie¢ zastosowanie.
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Rys. 2. Model Brochnera—Mortensena [4] z pogrubionym zakresem typowego stosowania,
klirensy wyrazono w mililitrach na minutg

Zapisanie zalezno$ci podanych w [4, 8] za pomoca wprowadzonej notacji daje naste-
pujace rownania. Przebieg st¢zenia wynikajacy z uwzglednienia jedynie wigkszej statej
czasowej, T,

t

co(t)=co(0)- ™ (20)
gdzie poczatkowa warto$¢ stezenia dana jest wzorem
T
@)= (0) ——(1-p, 1) 1)
=%

Pole powierzchni pod krzywa stezenia (20) okresla nastgpujaca zaleznos¢, z ktorej wy-
nika warto$¢ klirensu K,

D
S0 =¢p(0): 1, = Kopp = 5 (22)
0

Dysponujac powyzszym opisem, mozna postawi¢ tezg, iz rownanie (19) umozliwia
okreslenie zalezno$ci pomigdzy parametrami modelu, ktore moga by¢ okreslone jako fizjo-
logiczne, czyli takie, ktore moga — oczywiscie w sposOb znacznie uproszczony — reprezen-
towaé rzeczywisty proces zachodzacy w badanym pacjencie. Przeprowadzenie serii symu-
lacji, w ktorej modyfikowano wybrane parametry, potwierdzito postawiona tezg. Po wstep-
nych testach stwierdzono, iz w przypadku modelu dwukompartmentowego celowe jest
badanie zaleznosci migdzy nastgpujacymi parametrami: a) K;; b) K;; ¢) a = V,/V,. Przyjgto,
ze catkowita objeto$¢ dystrybucji V' = V| + V, = 10 litrow. Wyniki nie zalezaty od wartosci
dawki D. Przeprowadzono zatem dwa analogiczne eksperymenty, w ktorych dla dwoch pa-
rametro6w zmieniano warto§ci w zalozonym przedziale, natomiast trzeci wyznaczany byl na
drodze optymalizacji, tak by spetnione bylo réwnanie (19). Na rysunku 3 pokazano otrzy-
mane wyniki. Zatozone zakresy zmiennos$ci parametrOw ograniczono na podstawie wysteg-
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pujacych poza nimi probleméw w zbiezno$ci procedury optymalizacyjnej, co oznacza, ze
dana konfiguracja parametréw powinna zosta¢ odrzucona jako ,,niefizjologiczna”. Poroéw-
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nanie wynikow obu eksperymentow wykazato ich wzajemna zgodnos¢.
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Rys. 3. Wyznaczone wzajemne zaleznosci migdzy wybranymi parametrami modelu
dwukompartmentowego, przy zatozeniu spetnienia rownania Brochnera—Mortensena,

na osi pionowej wyznaczany optymalizacyjnie parametr, klirensy w mililitrach na minutg,
wspoétczynnik a bezwymiarowy

Opisane w literaturze wyniki, bazujace na zatlozonym modelu dwukompartmentowym,
wskazuja na okreslone proporcje migdzy statymi czasowymi, ktéore mozna uzna¢ za ,,fizjo-
logiczne”. Wykorzystanie tej informacji moze w przysztosci ulatwi¢ oceng, czy zastosowa-

nie procedury oddzielnego wyznaczania statych czasowych [4, 9, 13] w danej sytuacji nie
prowadzi do btedow, ktére po przeliczeniu na GFR daja ostateczny btad niemozliwy do

zaakceptowania. Na rysunku 4 pokazano wyznaczone przez autora przyktadowe nomogra-
my proporcji statych czasowych — dla modelu dwukompartmentowego — w zaleznos$ci od

warto$ci parametrow tego modelu.

0 100 120 140 160 180 Ko

Lo e e | A
40 60 80 100120 140 16018 ! 40 60 80 10
Rys. 4. Proporcja statych czasowych otrzymanych dla modelu dwukompartmentowego,
przy zastosowaniu zmiennosci wybranych parametréw i wymuszeniu spetnienia rownania
Brochnera—Mortensena, klirensy wyrazone w mililitrach na minutg,
wspotczynnik a bezwymiarowy
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5. Podsumowanie

Przedstawione przyklady zastosowania proponowanego podejscia dla modelu dwu-
kompartmentowego ukazuja mozliwosci wynikajace z tej propozycji dla dziedziny modelo-
wania w zastosowaniu do wyznaczania GFR. Dalsze prace powinny zmierza¢ w kierunku
konfrontacji zaproponowanego modelowania z danymi klinicznymi, wspartej ekspertyza
lekarska. By¢ moze zastosowanie modelu o wigkszej niz dwa liczbie kompartmentow
umozliwi wyjasnienie wczesniej uzyskanych niezgodnosci dla wartosci GFR mierzonych
za pomocg roznych technik pomiarowych [10, 13]. Wydaje si¢ rowniez wskazane przepro-
wadzenie odpowiednich badan weryfikacyjnych dla zaleznosci proponowanej dotychczas
w celu wyznaczenia warto$ci GFR na podstawie pojedynczej prébki [6].

Jednym z podstawowych zatozen w trakcie wyznaczania GFR w metodzie zapropono-
wanej w [4] i stosowanej np. w [9] jest mozliwos¢ odseparowania dynamiki procesu cha-
rakterystycznej dla kazdej z dwoch statych czasowych, wynikajaca z odpowiednio duzej
proporcji stalych czasowych. Zaproponowany opis modelu umozliwi zbadanie zakresu sto-
sowalnosci takiego zatozenia upraszczajacego w przypadku rzeczywistych danych klinicz-
nych, dzigki czemu nalezy si¢ spodziewa¢ sformutowania wielowariantowej receptury po-
prawiajacej w znaczacy sposob doktadnos¢ oszacowania wspotczynnika GFR dla przypad-
koéw specyficznych, dla ktérych — jak wykazuje praktyka — wynik tego oszacowania moze
decydowac o kwalifikacji do przeszczepu lub podjeciu regularnego leczenia dializa.
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