
����������	
	���	
	���	��	
	������	�

� �������	���������� 	!����"���#$	%�& ��'(� ��	)*����

�� �������	!�����*"	+��,����"�'(	 	!��-'���#	����& .��'# $	/�0���	!���1�	���������� 	"	)��� 

234

���' �	5������"�� �$	��$	6�-����	7�8�-��$	� '(�1	%����&�� �$	��$	)-����	5�,���$	��

��������	
�����

��������������
���	�����
����	���������

��
�������	��	

W ni� �#����	 �����-&�	 ���"�0���	 ,�#9cie otworu z punktu widzenia topologii dys-
kretnej i geometri 	���������#:	/�0��	#���	�8�	�����'��;	�*0� '9	,�� 9���	��"����, wkl9<

�1�=' > i pust�>. W�&9�1�=;	 ?concavity@	 #���	 "�&9�1��	 fragmentem obiektu, pustka na��<

� ���	 ��	 ,�1>'����	 ���,�����	 �1�	 �.���iczony przez obiekt (patrz rys. 1a). Otwór nato-
miast nie je��	 ,�#9' ��	 ,������	 ��	 ���� � �"�� � i wizualizacji. Zgodnie z ��� � '#>

��,�o,���"��> w [7] w obiekcie X	"���9,-#�	��"*�	 &-8	��"���	"���y, gdy ist� �#�	,9�&�

"����& 	��&�0>'�'(	��	X$	��*�>	� �	��0��	 ����'�#� �	����������"�;	"�"�>���	X, z wyko-
rzystaniem elementarnych lokalnych transfo���'# $	 ��	 #����.�	 ,-���-	 ��&�0>cego do X:

%����1���"� w dyskretnej przestr��� 	�A	1��"�	������;	�����'#  i zamykania otwo�-$	,�<

� �"�0	��0��	��"*�	#���	#����'��=� �	,-���>$	" 9'	,�����	�,���'#�	���� ���"�� �	,�1>'��<

��'(	���,�����*"	�1�	,��"�&�	��	�&���& ��"�� �	��"��*": W przestrzeni 3D zadanie de-
tekcji i zamykania otworów nie je��	#-0	��� �	1��"�:	%�"�0�#	,�����'����	���'�p'#�	�����<

'# 	 ��"��*"	 � �	 #���	 1��"�	 ��	 �������"�� � w ,�����'�:	 %��"�&�	 #���� �	 ��" ���� ;$	 '��

�8 ���	� �	,�siada otworów lub posiada przynajmniej jeden otwór. Ponadto w przestrzeni
3D n �	 ��0dy otwór jest jedn�'��=� �	 ,-���>:	 %����1���"� kula nie posiada otworu ani
pustki, pusta w =����-	 �-&�	 ,�� ���	 #���>	 ,-���9$	 �&�	 � �	 ,�� ���	 ��"��-, torus posiada
jeden otwór, p-���	 ���-�	 ,�� ���	 #���>	 ,-���9 i dwa otwory. Rysunek 1b pokazuje pusty
torus wraz z �"���	�*0��� 	,9�&�� $	��*��'(	� �	��0��	 ����'�#� �	�������r��"�;	��	#��<

��.�	,-���-	��"����.� w tym torusie.
B�&�0�	 ,�����=& ;$	 0� "C���& � �	 �8���*"	 ����.���  	 ���,-����"�#	 "C����'�� �

 C��-'�	�C����� �1�'(	istnieje potrzeba realizacji zamykania otworów w obiektach wolume-
trycznych. W medycynie zrekonstruowane obiekty na obrazach 3D rentgenowskiej tomo-
.���  	 ���,-����"�#	 ,�� ���#>	 ��"���	,�"���1� w "�� �-	� ��������1�=' 	 ,��'��-	 ��"i-
��'# :	!�'��.*&� �	' ��� �	�8 ����	,�� ���#>	��"���$	��*��	���,& �-#>	,��'��	���& ��	��go
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typu obrazów. Taka sytuacja ma miejsce podczas obrazowania oskrzeli. Zwykle po rekon-
strukcji otrzymujemy ob���	�A	��,������-#>'�$	� 9dzy innymi, drzewo oskrzelowe posia-
��#>'�	� �" �&� �	otwory w �"� '(	=ciankach (patrz rys. 2)$	��*��	 ����� �	���,& �-#> pro-
ces segmentacji tego drzewa [9]:	�����	�> w literaturze bardzo skomplikowane algorytmy
segmentacji drzewa oskrzelowego, np. [6, 10]. Natomiast zastosowanie algorytmu zamyka-
nia otworów, jako jednego z pierwszych etapów przetwarzania tego typu obrazów, prowa-
dzi do znacznie szybszych i ,�������'(	���" >��D	[9].

����
��	�&-����'#�	,�#9;	��"��-$	"�&9�1�=' 	 C,-��� E	�@	,����1��	�8 ���-	�AF	8@	,-���	���-�

"���	�C�"���	�*0��� 	,9�&�� $	������ �-#>'�� 	"���9,�"�� �	�"*'(	��"��*"

����
��	/ �-�& ��'#�	 ��,�" ���'(� 	"���.�����"���.�	���.����-	�'(�" '�	G	���.����	����"�

������&�"�.�:	/C=' ���'(	�'(�" '�	"���9,-#>	����	��"���	�,�"���"���	� ��������1�=' >	��'(� � 

��" ��'# 	�8���-

Inne potencjalne zastosowanie to segmentacja mostów w mikrotomograficznych obra-
��'(	�A	,��,�.�'# 	��'��& ��	������#��<��,�90�� �"�# w stali nierdzewnej [2]. Mosty de-
fini-#�	 � 9	 #���	� �" �&� �	 �8�����	����� �1-	 ��	 .��� '�	������& �*"	"����-#>'�	 ,��"�0<

�@ 8@
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��	 ��	 ����������	  	!	��	 ����	����	 ���
���	 ����	 
����"	 nie rozrywa go, ale
ota���"	 ���	 ����	 #���	�
�
���
��	
�����	����	��	��	"	���		���
����	��	 ��
�	�	�
��	�

$��� w 
��	���		 	�	�	��������	 ����	����	 %&	 �
���	 	�	�	��
���		 �� przez otwory.
Segmen�����	����	
��
��	��
!����'���	��
���
��	
���	�'�����
���	(	
�	��������	mo-
stów, co ma istotne znaczenie w ���������	 ���	 �������'
����	 �

����
)����!	��
��

stali nierdzewnej. Na rysunku 3a zaprezentowano ���
��	������	#�(�	���	����	����	�
)


����
	 ����!	��
�	�	 �
����'	�	 �	 ����		 �����	 ��	��	��	�	 �
�����	 	���	��	����

��	�
�adzonych w Europejskim Synchrotronie w Grenoble [2]. Wczesne etapy propaga-
cji szczeliny rejestrowano z wykorzystaniem mikrotomografii rentgenowskiej. Na rysunku
3c wi���	
��	��	%&		�	�	�������	����	����	
��	��� mosty oznaczone M1, M2 i M3, któ-
re repre�	��
���		��	��	�	
��
� w tej szczelinie.
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W tym rozdziale zaprezentujemy wybrane po�����
�		 �
�����	 �
�
�
(��	 ����	��	�

w ����
�
�����	�
	��	��������	
�����	��������"	���		 ��	��	�����		�
 zrozumienia
dal��	�	 ������	 �����'��	 &
�'����	����	 �	�	������	 ����	 ��(����	1	 �
!��	 ����	J� w [8].
Oznaczmy przez Z ����	 �����	 ��'�
������, przez N zb��	 ��	��	�����	 �����	 ��'�
��)

����"	��	�	N
+
 ����	�
�������	 �����	��'�
������"	��	�	R

+
 dodatnich liczb rzeczywistych.

Ponadto, niech E = Z3. Niech X ⊆ E, przez X 	 
��������	 �
�	'��	��		 ���
�	 X, czyli
\ .X E X=

Punkt x ∈ E jest zdefiniowany przez (x
1
, x

2
, x

3
), gdzie x

i
 ∈ Z. Dla dowolnego x ∈ E

roz��!���	���	����	����	�����	�
6
, N

18
, N

26
	��	#���
���		����������
:

�@ 8@
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{ }

{ }
{ }

6 1 1 2 2 3 3

26 1 1 2 2 3 3

18 1 1 2 2 3 3 26

( ) : 1 ,

( ) : max , , 1 ,

( ) : 2 ( )

N x y E x y x y x y

N x y E x y x y x y

N x y E x y x y x y N x

= ∈ − + − + − ≤

⎡ ⎤= ∈ − − − ≤⎣ ⎦

= ∈ − + − + − ≤ ∩

Zbiór N
n
(x) nazywany jest �������	
��� punktu x. Ponadto definiujemy

*( ) ( ) \{ },n nN x N x x=  dla n = 6, 18, 26. ��0��	,-���	 *( )ny N x∈  nazywany jest ����
������
(n = 6, 18, 26) do x lub mówmy rów� �0$	0�	y jest �������	� x.

��������� s jest ( ��� �#�	 ��0& "�=;$	 0�	 ,-��>@	 ���"��'#>	 ,-�któw x
1
, ... x

k
, gdzie

*
1( ),i n ix N x −∈  dla i K	�$	�$	:::$	�:	5�0�& 	s jest niepusta, to 	�������� jest równa k:	5�0�& 	x

1 
= x

k
,

to s jest 
�������.
Obiekt X ⊆	E jest �������
���	 #�0�& 	�&�	��0��#	,���	,-���*" z X, istnieje ���������

� 9���	 ��� 	 ,-����� $	 ��"���� w X. �&���� 	 �*"��"�0��=' 	 ��#	 ��&�'# 	 �>	 �<,�1>'����

���,������	 X:	 5�0�& 	 X	 #���	 �8 ����	 ���D'�����$	 ��	 � ����D'����	 ,�1>'����	 ���,o-
nent X  jest nazywany ���$	  ���	,�1>'����	���,������ X  nazy"���	�>	,-����� :	�8 *�

�1o0���	 ��	 "������ '(	�<,�1�'����'(	 ���,�����*"	 X oznaczamy C
n
(X):	 %������$	 #�0�& 

-0�"���	3<,�1>'��� �"�=' 	�&�	X,	��	�-� ��	-0�;	 ���#	m<,�1>'��� �"�=' 	�&�	 X  (i od-
wrotnie).	 5���	 ��	 ��� �'���	 �8�	 -� ��>;	 ,�������*"	 ,�1>'��� �"�=' 	 [8]. Dalej w celu
skrócenia zapisu wprowadzimy symbol 6+, który	 ����'��	 3<,�1>'��� �"�=;	 ,�" >���>

z �2<,�1>'��� �"�=' >:	 !�>�	 ��,-��'��&��	 ���� .-��'#�	 ,�1>'��� �"�=' 	 �>	 �a��9,-#>'�E

?n, m)  = (6, 26), (26, 6), (6+, 18), (18, 6+), gdzie n	 ����'��	 ��,	 ,�1>'��� �"�=' 	� 9���

"���elami obiektu X, natomiast m	��,	,�1>'��� �"�=' 	� 9���	"����&��  X  o���	� 9���

"���elami obiektu i "����&�� 	#�.�	��,�1� �� �:

�����	 ������>	 ��,�������"���	 ��� � '#�$	 ��*��	 -��0& " > ,�������'#9	  &�=' �"�#	 '(a-

rakterystyki topologicznej punku przestrzeni E. ���	�
������������	
��� punktu x we�����



 ���� X ⊆ E stopnia k jest oznaczane przez  ( , )k
nN x X  i definiowane rekurencyjnie przez:

1 *( , ) ( )n nN x X N x X= ∩  i { }* 1
26( , ) ( ) ( ) , ( , ) .k k

n n nN x X N y N x X y N x X−= ∪ ∩ ∩ ∈  Innymi

�1�"�$ ( , )k
nN x X  jest zbiorem �1�0���� z punktów y ∈ *

26 ( )N x X∩  takich$	 0�	  ��� e#�

�<=' �0��	s od x do y o �1-.�=' 	�� �#���#	&-8	�*"��#	k, wszystkie punkty s z "�#>�� ��	x

��&�0>	 ��	
*
26 ( , ) .N x X X∩  Geo	�
����� �����	
��� G

n
(x, X) definiowane jest nast9puj>co:

2
6 6( , ) ( , ),G x X N x X=  3

66
( , ) ( , ),G x X N x X+ =  2

18 18( , ) ( , )G x X N x X=  i 1
26 26( , ) ( , ).G x X N x X=

Teraz na bazie wprowadzonej terminologii zostanie podana definicja liczb topologicz-

nych [3]:
Niech X ⊆ E i x ∈ X liczby topologiczne Tn(x, X) i ( , )mT x X ���� � �"���	�>	����9puj>co:

[ ]( , ) # ( , ) ( , ) # ( , )n n n m m mT x X C G x X T x X C G x X⎡ ⎤= = ⎣ ⎦ (1)

gdzie #X	����'��	& '�89	�&�����*"	�8 ��-	X.



������� �	��"��*"	"	��*#"�� ���"�'(	�8 ����'(	"�&-�����'���'( 23

Na bazie liczb topologiczny'(	��0��	���& ��"�;	��,�&�. '��> '(������������9 punk-
tu. W ��'��.*&��=' 	,�"�0���	& '�8�	,��"�&�#>	-���& ;	'��	,-���	#���	,�����:

Nieformalne, punktem prostym p dyskretnego obiektu X ⊂ E nazywamy punkt, który
L� �	��	",1�"-M	��	��,�&�. 9	X,	���:	��0��	-�-�>;	��� 	,-��� i topologia obiektu X	� 9	� �

�� �� :	 %�#�' �	 ,-���*"	 ,�����'(	 #���	 �&-'��"�	 �&� 8-��"�	 ����������'# 	 ��'(�"-#><

'�'(	��,�&�. 9 w przestrzeniach dyskretnych [3, 8]. Bertrand udo"��� 1$	0�	x ∈ X ⊆ E jest
n-punktem prostym wtedy i tylko wtedy, gdy Tn(x, X) = 1 i ( , ) 1.mT x X =

L '�8�	��,�&�. '���	,��"�&�#>	�*"� �0	��	�����'#9	 ���'(	�����#*"	,-���*":	%-���

x ∈ X dla którego Tn(x, X) = 0 jest punktem izolowanym:	5�0�& 	 ( , ) 0mT x X =  to x jest punk-
tem we�����
��, a gdy ( , ) 0,mT x X ≠  to x jest punktem granicznym:	 5�0�& 	 ��	 �8 ��-	 X
skasujemy punkt x, dla którego Tn(x, X) ≥ 2	��	&���&� �	���1>'����	X. Taki punkt nazywany
jest przesmykiem 1D (ang. 1D isthmus):	���&�. '�� �	 #�0�& 	 ( , )mT x X  ≥ 2, to x nazywany
jest przesmykiem 2D (ang. 2D isthmus@$	,�� �"�0	#�.�	�����"�� �	&���&� �	1>'��	,�1>'��<

��	��mponenty .X  Kontynu-#>', punkt, dla którego Tn(x, X) = 2 i ( , ) 1,mT x X =  nazywany
jest prostym przesmykiem 1D (ang. simple 1D isthmus@:	5�0�& 	Tn(x, X) = 1 i ( , ) 2,mT x X =
to mamy prosty przesmyk 2D (ang. simple 2D isthmus).

Niech XC89�� �	���D'�����	,���8 ����	E. Zbiór Y ⊆�X jest homotopologicznym po-
cienianiem (ang. homotopic thinning) zbioru X$	#�0�& 	YC��0��	-�����;	,�,����	 ����'�#��

-�uwanie punktów prostych. Ponadto, Y jest ostatecznym homotopologicznym szkieletem
(ang. ultimate homotopic skeleton) X$	 #�0�& 	 Y jest homotopologicznym pocienianiem X
i Y � �	 ��" ���	 ,-���*"	 ,�����'(:	 �*" ��$	 0�	 Y jest ostatecznym homotopologicznym
szkieletem X ograniczonym przez zbiór C$	 #�0�& 	C ⊆�Y, Y jest homotopologicznym pocie-
nianiem X i zbiór Y \C nie zawiera punktów prostych. Zbiór C zwany jest zbiorem ograni-
cza����m tak wygenerowanego szkieletu.

 �
$������

�	����
����������
������	�������

/	 � � �#����	 ����� �&�	 ������ �	 �����&� �	 ��,�������"���	 ,�#9' �	 ��"��-	 [8] zbu-
dowane na bazie topologii dyskretnej w zastosowaniu do analizy wolumetrycznych obra-
zów 3D. Zgodnie z �>	��� � '#>$	#�0�&  w obiekcie X	 ��� �#�	����� 9��	=' �0��	"����& $	��ó-
�>	 � �	 ��0��	 ����������"�;	 "�"�>���	 X, z wykorzystaniem lokalnych, elementarnych
transfor��'# 	��'(�"-#>'�'(	��,�&�. 9$	��	#����.�	,-���-	zawartego w X, to w X istnieje
przynajmniej jeden otwór.

Formalna definicja lokalnych, elementarnych transformacji za'(�"-#>'�'(	 ��,�&�. 9

",��"������ w [8]	#���	����9,-#>'�E	� �'( X ⊆�E i p ∈�X	89�� �	��&�#	����"���	punktem
bazowym (ang. base point). Niech γ i γ'	 89�>	 �"���	 ����� 9��� 	 =' �0��� 	 ��"����� 

w X$	��*��'(	,-�����	,�'�>���"��	#���	p:	�*" ��$	0�	γ' jest elem������� n-	�!�������γ
i oznaczamy γ ~ γ'$	#�0�& 	 ��� �#>	�" �	n<=' �0� 	π1, π2 i dwie niepuste n-=' �0� 	π, π'	��� �$
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0�	γ i γ' ��0��	,�������" ; w ����9,-#>'�#	���� �E	 1 2 1 2i ' 'γ = π ππ γ = π π π  oraz wszystkie
punkty π i π'	��" ���#>	� 9 w ��1��	"�' ��-	P ⊂�E:

G �&�	�	K	3$	"	#���	�"�������	�C�1-.�=' 	8��-	�*"���	�$

G �&�	�	K	�3$	"	#���	���=' ����	�C8��-	�*"���	�:

�*" ��$	0�	γ' jest ��	�!������ γ$ co oznaczamy: γ � �γ'	#�0�& 	"���9,-#�	�ekwen'#�

�<=' �0��	����� 9��'(	 0 kγ γ� 	��� '($	0�	 0, ' kγ = γ γ = γ  i 1 ~i i−γ γ  dla i = 1, ... k.
Niech 0 ipx x pγ = �  i 0 jpx x p′ ′γ = � 	 89�>	�"���	����� 9��� 	 =' �0��� $	 ��*��'(

,-����	 ��&�0>	 ��	 X. Iloczynem γ i γ' nazywamy ����� 9�>	 �<=' �0�9 0 0i ipx x px x p′ ′� �

powsta1>	,����	,�1>'��� �	γ i γ'.
Rozw�0��	 �&���	 �*"��"�0��=' 	 ����� 9��'(	 �<=' �0�� z ,-�����	 ,�'�>���"��	 p

"�.&9���	��&�'# 	 � :	��0��	���� � �"�;	 &�'���	�"*'(	��� '(	�&��	#���	�&��9	�*"��"�0<

no=' 	  &�'���-	�"*'(	����� 9��'(	�<=' �0��	��,������-#>'�'(	 ��	�&���: Klasy równowa0<

no=' 	"�.&9���	���	���� � �"���#	�,���'# 	 &�'���-	�"���>	.�-,9	Πn(p, X), która jest fun-
damental��� ������� z punktem bazowym p. T��	 #��	 �&�	 ,��������� 	 ' >.1�'(	 �*"� �0

w przestrzeniach dyskretnych$	 .�-,�	 �-��������&��	 ���" ��' ��&�	 ���-��-�9	 otworów.
%����1���">	.�-,�	�-��������&�� dla pustego torusa je��	.�-,�	�8�&�"�	"�&��$	��*�>	�"o-
��>	�"�	.�����tory – �" �	,9�&�	(patrz rys. 1b).

%�
&�#���	�
�
���
��

�	�����

/	� � �#����	����� �&�	��,������-#���	�����9	�� �1�� �	����	"1�=' "�=' 	���. ��lne-
go algorytmu zamykania otworów dla obiektów wolumetrycznych zaprezentowanego w [1].

% ��"����	 ���� ��	 �&.�����-	 #���	 "����'��� �	 "�,�1� ���.�	 ,�����,��1�=' ��-	 Y$

��*��	 #���	 � � ��&���	 ,�����,��1�=' ����	 ��" ���#>'��	 �8 ���	 "�j=' �"�	 X:	 B���9,� �

�&gorytm iteracyjnie kasuje punkty ze zbioru Y \ X$	��*��	�>	,-����� 	.��� '����  i jedno-
cze=� �	� �	�>	,��������� 	�A	?,����	,�������:	�@:	5�0�& 	,-���	#���	,������� ��	�A$	��

��0�	8�;	-�-� 9��	 ��&��	wtedy, gdy #�.�	��&�.1�=;	 ��	 �8 ��-	X	 #���	" 9����	� 0 a ,� �� 

���� � �"���	 "����=;	 r	 ��,������-#>'�	 L,��� �DM	 ?���� ��@	 �������ego otworu. Ostatni
warunek pro"��� 	��	��.�$	0�	��&��	��"��� o „rozmiarze” mniejszym lub równym r	�����<

�>	 ����� 9��:	 !�&��'#�	 ,-���*"	 ��	 ����"�� � jest sterow���	 ,����	 ��&�.1�=;	 punktu
x ∈�Y \ X od zbioru X	����'���>	d(x, X):	!�>�	��#, ��"	�>	����"���	,-����	��#��&�#	���alo-
ne od X. A� 9� 	���-	1���	������#>'�	��"���	dla prostych geometrycznie obiektów znajdu-
#>	� 9 w ich centrum.

%��-�����	,��'��-��	������� �	��"��*"	��0�	8�;	,�������" ���	����9,-#>'�E

���	?/�#=' �	#$	�$	/�#=' �	$�@

N�����'#�	,�����,��1�=' ��-	$���" ���#>'�.�	#

Powtarzaj do momentu, gdy brak punktu do skasowania:
Wybierz punkt p z Y \ X taki, 0�: ( , ) 1mT p X =
lub taki, 0�: ( , ) 2mT p X =  i d(p, X) > r,
��*��	#���	"C��#" 9����#	��&�.1�=' 	��	#

Y := Y \ p
Rezultat: Y
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%����1��	������owania AZO pokazano na rysunku 4, gdzie ��0��	���8���"�"�;$	0�

���	 .����-#�	 �&�	 ��0��.�	 ��"��-	 L1��9M o .�-8�=' 	 #����.�	 "����&�$	 ��*��	 ���yka ten
otwór i jest w „centrum obiektu”.

Parametr r zastosowany w algorytmie ma istotne znaczenie praktyczne,	.��0	-��0&i-
" �	������� �	 ��&��	 ��'(	��"��*"$	�&�	��*��'(	�������&��	��&�.1�=;	, ���& 	 1���	���y-
ka#>'�#	 ��	 , ���& 	 �8 ���-	 "�#=' �"�.�	 #���	 �� �#���	 &-8	 �*"��	 r. Zwykle n �,�0>����

��"��� w obiektach wolumetrycz��'(	,�"���1� w "�� �-	��-�*"	�> niewielkich rozmia-
rów:	�,�*'�	��� '(	��"��*"	�8 ���	��0�	#���'��	,�� ���;	��"���$	��*��	�>	#�.�	���-��&�>

'�'(> i � �	,�" ���	8�;	��������:	��� �	��"���	�"��&�	 �>	" 9����	��	 ��'(	,�"���1�'(

w wyniku zaszumienia. Odpowiednie ustawienie parametru r w AZO,	-��0& " �	����� e-
' �	 ��&��	 � �,�0>����'(	 ��"��*",	 ,���	 ,������" �� -	 ��"��*"	 " 9����'(	 89�>'�'(

 ���t��� 	'�'(�� 	8�����.�	�8 ���-:	!��-�'#�	����	�����1�	��,����ntowana na rysunku 5.

����
%�	�&-����'#�	�� �1�� �	���E	�@	/ �-�& ��'#�	�8 ���-	"�&-�����'���.�$	��*��	��0�	8�;

 ����,����"���	#���	���.����	1�D'-'(�$	��*��.�	�.� "�	��#>	�� ����	.�-8�=;:	B�#' �D���

���.����	�.� "�	��	.�-8�=;	�	"����&�:	�8 ���	,�� ���	����	��"���:	8@	/�� �	�������"�� �

���	?' ����	��' �D	�����=' @	��	�&�	�8 ���-	"�#=' �"�.�	?#����	��' �D	�����=' @:

'@	�8 ���	"�#=' �"�	�C"�,�1� ���� 	��"���� 	�8�*'���$	"�.&9���	�8 ���-	�C���-��-	8@$

�C�2��	"��*1	, ���"�#	�� 	�8 ���-:	/ ��;$	0�	"������ �	��"���	�����1�	����� 9��:

�@	%�����*#	,����	"�� �	������� �	��"��*"$	��*��	,����-#�$	0�	.�-8�=;	1��	������#>'�'(	��"���

#���	�*"��	#�����-	, ���&�" 	� ���&�0� �	��	.�-8�=' 	�8 ���-	"�#=' �"�.�	?" ��;$

0�	"C���	,����1��� �	.�-8�=;	1��	#���	�*"��	.�-8�=' 	��#' �D���.�	���.����-	1�D'-'(�@

Niestety AZO	,�� ���	� &��	"��	�.��� '��#>'�'(	#�.�	�������"�� �:	% ��"���	,�&�.�

��	���$	0�	�&.�����	�,�*'�	��"��*"	������	�*"� �0	,-���  i � ���*��	"�&9=� 9' �:	%��y-
�1���	 ��� '(	���-�'# 	,�������	��	 ���unku 6:	!�>�	� �	����#�	� 9	��	��	�����'# 	��"��*"

w �8 ����'(	 "�&-�����'���'(:

�@ 8@

'@ �@
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	����
'�	/ �-�& ��'#�	"�� �-	�������"�� �	���	�&�	�'(�" '�	�C���-��-	�E	�@	/�� �	�� �1�� �

���	������#>'�.�	"������ �	��"���:	)���	������#>'�	��"���	�����'����	' �����	��' �� ��

�����=' 	��	�&�	,*1,������'�����#	#����#	�'(�" '�:	/ ��;$	0�	���	�����>1	� �	��&��	� �,�0>����

��"���	"C=' �� �	�'(�" '�$	�&�	�*"� �0	,���=" �	�'(�" '�$	'�	#���	�� �1�� ��	� �,�0>�����:

8@	/�� �	�� �1�� �	���	,���	-���&����	,���������	��K	4:	B �,�0>����	��"���	�����1�

����� 9��:	%���=" �	�'(�" '�	,������1	��"����

����
(�	/ �-�& ��'#�	,*1,������'�����#	 ��,�" ���'(� 	�8 ���-	��" ���#>'�.�	#����	��"*�

 C#���>	,-���9:	%-����	���#�-#�	� 9	"�"�>���	���=' ��-	?�@:	/�� �	�������"�� �	���

?' ����	��' �D	�����=' @	��1�0���	��	�8 ���	"�#=' �"�	?#����	��' �D	�����=' @:	/ ��;$	0�	���

� �	��&��	�����>1	��"*�$	�&�	���0�	"�,�1� 1	,-���9	?8@

��&�#��	,��8&��	,�&�.�	��	���$	0�	��	�����1�	L1���M	���y��#>'�#	��"*�$	��#>	 ������

",1�"	.�19� �	�8 ���-	���#�-#>'�	� 9 w ,�8& 0-	��"��-:	!��uacja taka jest zaprezentowana
na rysunku 7c$	.�� �	 1���	������#>'�	��"*�$	 ��,�������wana z "���������� ��	' ����.�

�����.�	 ��&��-$	 �� ���"���	 #���	 �-	 .*���	 1>'�>'	 � 9 z .�19� >	 -���-�"��>	 ���	 ��"o���:

!�>�	�8 ���	������#>'�	��"*�	� �	,��-#�	��	L.������  	��.�	��"��-M:	������ �	"���	���

�@ 8@

�@ 8@
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 ����� �	�.��� '��	#�.�	�������"�� �	��	��'(	����D, g�� �	.������ �	1���	������#>'�#	��"*�

� �	��	 ������.�	���'��� �: W zaprezentowanych w ����� �&�	�	�������"�� �'(	������� �

��"��*"	�����1�	1���	������#>'�#	,�" � ��	L,a��"�;	��	.������  	�8 ���- w ,�8& 0-	��"�<

�-M:	!�>�	�-�����	�,��'�"�& 	��">	���'�,'#9	�&.�����-	������� �	��"��*"$	��*��	� �	,�<

� ���	�, ����'(	"��	���:	�&.�����	���	�����1	��,������owany w ����9,���	����� �&�:

����
)�	%����1���"�	���-&����	��&�#��'(	���,*"	���OE	�@	���,�" ���'(� �	�8 ���-	"�#=' �"�.�:

8@	!�� �&��	�8 ���-	"�#=' �"�.�	?!�/@:	'@	P��-&���	�������"�� �	���	?' ����	��' �D	�����=' @

��	�&�	!�/:	)���	������#>'�	��"*�	1>'��	� 9	�C.�19� >	-���-�"��>	���	!�/:	�@	P��-&���	#����#

 ����'# 	.������#��#	��&�'# 	1���	������#>'�#	��"*�	��	"�9����	!�/:	%���' 9' �	,�" 9������#

1���	�C!�/$	��*��	���"���	����-���	��"��-	����'����	��&����	8 �1��:	�@	/ �-�& ��'#�	����-�-

��"��-:	�@	P��-&���	�������"�� �	�Q!	��	����-���	��"��-:	N�1>3	�����1�	�����"���	�C��,�&�. �

����-�-	�����1�	��'(�"���:	.@	P��-&���	�������"�� �	���	��	��� �&�' �	����-�-	�8 ���-

?' ����	��' �D	�����=' @	"���	�C!�/	?#�=� �#���	��' �D	�����=' @

�@ 8@

'@ �@

�@ � @

.@
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W niniejszym rozdziale zostanie opisana nowa koncepcja algorytmu zamykania otwo-
rów AZO+ zbudowana na bazie opisanego w poprzednim rozdziale algorytmu zapropono-
wanego w [1].

%��8&��	 ����'�>'�	 "�,�1� �� �	 ,-�tek opisany w poprzednim rozdziale	 ��0�	 8�;

���" >����	,�,����	 �������"�� �	��	, ��"����	���, �	�&���'���#	 ,��'��-��	"�,�1� �� �

,-����	 �&�	 �8 ���-	 "�#=' �"�.�$ a ����9,� �	 ,���,��"����� �	 ������� �	 ��"��*"	 �&�

�8 ��tu z "�,�1� ��ymi pustkami. % ��"���	 ���,	 ��#	 ,��'��-��	 ��	 ,�" 9����� �	 �8���-

"�#=' �"�.�	X o 1 woksel w ��0���	� ��-��- i ,���, ��� �	��"��	"����&��	"����=' 	�:

W ten sposób otrzymujemy obraz X'. Kolejny krok to zastosowanie geodezyjnej dylacji X,
startu#>' z "����&�	?�$	�$	�@	��	"�9����	 ,X ′  a ����9,� �	������� �	 �"���# 	"��iku. Ostatni
krok to pomniejszenie obrazu o 1 woksel w ��0���	� ��-��-:

�&.�����	���" >�-#>'�	��-. 	,��8&��$	�, ���� w ,�,����� �	����� �&�$	����'�>'�	��<

�1*'�D	 .������  	 1��	 ������#>'�'(	 ��"���	 ,����	 .�19� �	 �8 ���-	 "�#=' �"�.�, znajduj>'�

� 9 w ,�8& 0-	��"��-$	������ �	��,�������"��� na podstawie ,����1��-:	B�	rysunku 7a za-
pre�����"���	�8 ���$	��*��	,�� ���	#����	�-0�	��"*� i .�1>3	���	��"����: Pierwszym eta-
pem jest .�����'#�	 ��� �&��-	 �8 ���-	 "�#=' �"�.� w celu uzyskania cienkiej reprezentacji
obiektu (gru8�=;	 #����.�	"����&�@	,�1�0���# w centrum obiektu i ��'(�"-#>'�#	 ��,�&o. 9:

N�19� �	 �8 ���-	"�#=' �"�.� w szkielecie reprezentowane �> w ,����' 	 =' �0�� o .�-8�=' 

jednego woksela (patrz rys. 7b). W � � �#����	,���#=' -	�-�����	�������"�& 	�&.�����	.���<

��'# 	 �-�& ����"�.�$	 � &���"���.�	 ��� �&��-	 [5]. Drugi etap polega na zastosowaniu AZO,
w w�� �-	 '��.�	 ������-#���	 1��9	 �� ������1'��>	 ,����	 .�19� �	 �&���& �owane w po8& 0-

��"��-	 ?,����	 ���:	7c@:	B���9,� �	�&.�����$ w trzecim etapie, realizuje tylko jed�>	  ����'#9

.������#��#	��&�'# 	 1���	������#>'�#	��"*�	��	"�9����	�8 ���-	"�j=' �"�.�:	%����1��	 ��<

�-&���-	 ��� �#	 ��&�'# 	 ,�������	��	 ��sunku 7d, gdzie prze' 9' �	 1��� po dylacji z �8 �����

"�#=' �"��	��,�������"���	' �� �"����$	8 �1��	��&����:	�8 ���	 ���	89�� �	��&�#	����<

"���	����-���	��"�ru. Czwarty etap polega na zastosowaniu algorytmu generacji ostatecz-
nego homotopologicznego szkieletu (OHS) [4] dla konturu otworu (patrz rys. 7f). W wyniku
otrzymujemy	 ����-�	 ��"��-	 ,��8�" ���	 "���&� '(	 .�19� , .��0	 �&.����� OHS usuwa
wszystkie fragmenty obiektu � ���#>'�	",1�"-	��	#�.� topo&�. 9	G	� 9���	 ���� 	"�����<

� �	.�19� �	� ��"���>'�	,9tli. Ostatni	G	, >�� etap polega na ponownym zastosowaniu AZO
teraz na wygenerowanym w ,�,����� �	���, �	��� �&�' �	����-�-:	!�� �&��	 ���	� �	,�� ���

.�19� $	��>�	������-#���	1��9	������#>'>$	��*��	L��,�" ���	.�ometrii otworu” (patrz rys. 7g).
%���-��"-#>'$	��,�������"��� w � � �#����	����� �&�	�&.�����	��0��	,�������" ;

w postaci n���9,-#>'�.�	 ,��-�����-E

AZO+ (/�#=' �	#$	/�#=' �	%@

01. X
wp

← /�,�1� �� �%-����?R@

02. S
Xwp

←Szkieletyzacja(X
wp

)
03. Y ←AZO(S

Xwp
 )

04. Y
dyl

←GeodezyjnaDylacja(Y; X)
05. K ←Y

dyl
 ∩  X

06. S
K

←OHS(K)
07. Z ←AZO(S

K
)
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Zaproponowany algoryt�	,�� ���	,��" �	 & � �">	 �1�0���=;	�8& '��� �">$	 ,�� �"�0

�&.�����	�Q!	,�� ���	,��" �<& � �">	�1�0���=;	�8& '��� �"> i "������ �	,������1�	���,�

,o� ���#>	& � �">	�1�0���=;	�8& '��� �">	[1, 4].
 AZO+	�����1	,��������"���	��	����,& ��"���'(	�8����'(	��,������-#>'�'(	��'��&i-

�9	 ,�"���1> w stali nierdzewnej w "�� �-	 � &��.�	 �� �1�� �	 �����#i i � 1	 ���' >.�#>'�'(:

!�'��& ��	������#��<��,�90�� �"�	�>	�8 ����� 	.�������'�� � i topologicznie skompliko-
wanymi,	 .��0	 ,�� ���#>	 " �&�	 ��"��*" i .�19� :	 B ���*�� z ��'(	 .�19� 	 ���j�-#>	 � 9	 ���

��"���� :

%����1��	��� �#	���-�'# 	,�������	��	���unku 8, gd� �	.�1>3	��'��& ��	���j�-#�	� 9	8��<

���	8& ���	��"��-:	/�� �	�������"�� �	���O	�&�	�8 ���- z rysunku 8a pokazano na ry-
sunkach 8g, h:	 / ��;$	 0�	 1���	 ������#>'�	 ��"*�	 ���" ��' ��&�	 .������ 9	 �8 ���-	 "o�*1

��"��-, a .�1>3	"���9,-#>'�	�-0	���	��"orem nie ma wp1�"-	��	"�� �:

(�
�������

W niniejszym artykule autorzy zaprezentowali wydajny algorytm zamykania otworów
AZO+ w obiektach wolumetrycznych, oparty na dobrze zdefiniowan�'(	 ,�#9' �'(	 ����<

����'���'(:	AZO+ zbudowano na bazie AZO zaprezentowanego w [1], dokonu#>'	  ����<
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