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"��������! �	 ����)	-���-!'���!�%&	 %������	 .���	 -����! �! ��	'����%�!���	 �����/

����! �	����),	0���	1�����2!�	��	��'�!�! �	����! �	! �	.���	�-	���3�#	��%�	����4�	��	%&� � #

�	'����.	1��%����	���1�%�! �	.���	��'�!���! �,	$�! ���4	���-�%.�#	�	'����.	+-!'%.�	�1 �-/

.5%�	%���	��'�!���! �	 .���	�����!�#	 .���	 ��-�!�	��	�!�� ��#	!�.%�67% �.	 �����4�	� 6	1���/

1��' #	�	'����%&	+-!'%.�	��	.���	� ! ���,	"���-�	� ��-	��' %&	1��2�����	�����3	.-4	�'��7��!�

8�9	:! ������	� 6'���7;	�	! %&	.���	<$/��-�!�=#	% 5���	.��!�'	1������.�	' �'�	1��2�����#	'��/

��%&	����-�	! �	.���	.���%��	-�����!�,	>��!��	�	��%&	1��2�����	.���	.��!�1��%�������	1��/

2���	���������! �	����)#	'����%&	%����	��'�!���! �	�5	� ! ���	����4!�	��	����!�-	���/

1�%�6% �	��'�!���! �#	�	1���������	%���	��'�!���! �	 .���	��1��!�	���	������' %&	��/

��),	������ -�	�1����� ��%. 	 .���	 �-	%�3'�� ��	%���	��'�!���! �#	 �.,	�-��#	1�	������' %&

����! �%&	%�����	��'�)%��)	 %&	��'�!���! �,	?��! �.�	��������#	'����	�	� ���� a!����

%��� �	���� 5�-.�#	�	�1���2	�1�����!�#	! �'����	 !���!%.�	����	1��2���-	8�9#	.��!�'	 !���!/

%.�	 ��	 �-��5	 �1�3! ;	 2�����	 ������'%�.!�	 ���-!' ,	 "'�!���-���!�	 ���! �4	 1��!5	 � %�26

� ���� �!���%&	����������	1���2� 4�!�%&	 :8�@A9=#	 ��%�	4���!	�	! %&	! �	��.�	�����!%. #

4�	�!���� �!�	���� 5��! �	26�� �	��4�;	%&�;	�	1�2� 4-	���� 5��! �	�1�����!���,	B	1��%�

��.	1�'���!�	�����! �	��������	��1-	2��!%&/�!�/2�-!�#	1������.5%�	�!�%�! �	1����1 ����;

1���-' ��! �	�1�����!���	 ���� 5��! �	1�������� �!���	1��2���-,

��
� ��	�!�����
������	�

C�!�	.���	.���!	1��%����	����	������	�	! �1��������!�%&	����)	J1, ..., Jn. Czas wyko-
nywania zadania Ji	����4�	� 6	������	pi = a + bisi, gdzie si	��	����!�	���1�%�6% � wyko-
nywania zadania Ji, a	D	�	��	1���������	%���	��'�!���! �	����! �	:��1��!�	���	������/



*�� ��������+	�,	�%��' �� %�

' %&	 ����)=#	 ��7	 bi ≥	 �	 ��	 ��1�3%��!! '	 ���3-4�! �	 i/����	 ����! �,	 <���4�	 �!���E;	 ��' 

&����!�����	 π	 :1���-��%.6	 �2 ��-	 ����)=#	 4�	 35%�!�	 %���	 ��'�!���! �	 :Σj=1,..n Cπ (j),
gdzie Ci = si + pi=	.���	!�.�! �.���	�	��4� ��%&,	0���	���1�%�6% �	��'�!���! �	����)	.���

���!�	����	:�π(1)	F	�=,	G-!'%.�	%��-	��	1����;	8�9H

( )( ) ( )
1 2 2

1
in n i

i k
i i j k j

TC C n a bπ π
= = = =

= = + +∑ ∑ ∑ ∏ (1)

$�! ���4	1���������	%���	��'�!���! �	! �	��	�13��-	!�	'���.!�7;	����)	�	&��/

��!����� �	 :.���	 �� �!�	 ! �	 �1����-.�#	 4�	 �1�����!�	 &����!�����	1������! �	 2�;	 ��/

' �=#	�	 .���! �	I�'��-.�J	�����7;	+-!'%. 	%��-#	�����%��.	1���.�-.�	� 6#	4�	a	F	�,	�3�4�/

!�7;	����	1��2���-	! �	�����3�	.���%��	-�����!�,	�!�!�	�5	.��!�'	1��!�	�3�7% ��7% 	�1��/

���!���	&����!�����-,	>��!5	�	! %&	.���	K/'����3�!�7;	8�9H

: = ����! �	 �	 !�.� 6'����	 ��1�3%��!! ' ��	 ���3-4�! �	 1�� !!�	 2�;	 ��'�!�!�	 .�'�

1 ������#

:  = ����! �	�	!�.�! �.����	��1�3%��!! ' ��	���3-4�! �	! �	1�� !!�	2�;	��'�!���!�

�! 	��-� �#	�! 	�����! �	:���	�	D	�=#

:   = ����! �	-� ���%��!�	�	&����!����� �	1����	����! ��	�	1'�,	:  =	1�� !!�	2�;	��'�/

!���!�	�	'���.!�7% 	! ����!5%�%&	��1�3%��!! '��	���3-4�! �#

: L= ����! �	-� ���%��!�	�	&����!����� �	��	����! ��	�	1'�,	:  =	1�� !!�	2�;	��'�!�/

��!�	�	'���.!�7% 	! �����.5%�%&	��1�3%��!! '��	���3-4�! �,

����.!5	 1������!5	 %�%&5	 �����!���	 &����!�����-	�	 ���	1��2��� �	 .���	 .���	 I��/

���%��!�7;J,	����.!�7;	������' %&#	1���	1 �������#	����)	�	&����!����� �	��4!�	��/

���% ;	 :��!,	 �	 &����!�����-	 J1, J2, ..., Jn otrzymujemy harmonogram J1, Jn, ..., J2=	 ! �

�� �! �.5%	1���	���	�����7% 	+-!'%. 	%��-	8�9,

����
"���������#�
���	�����	�

C� 6' 	1���4����	%�%&��	���� 5��! �#	��� ���	1���%&�����;	���� 5��! �	1��2���-

�	1����% 	1���-��%. 	�2 ��-	����)#	��4���	1�������� ;	.�	�	1����% 	% 5�-	2 !��!���,	C��

1���-tacji π	 �3-��7% 	 n	 ��������	 % 5�	 2 !��!�#	 �	 '�����	 2 �	 ji odpowiada zdaniu Ji+1:n,
gdzie Ji+1:n	.���	����! ��#	'������	��1�3%��!! '	���3-4�! �	�!����32�	� 6	!�	i/��.	1���%. 	1�

-1���5�'���! -	��	! �����.5%�%&	��1�3%��!! '��	���3-4�! �,	ji jest równe 1, gdy	��1�/

� ���.5%�	�-	����! �	1�� !!�	2�;	��'�!�!�	1�	����! -	J1:n#	��7	�	�	1���% �!��	��1��/

'-,	 M�1����!��%.�	 ��'�	 ! �	 1������	 1�������� ;	 ������' %&	 ��4� ��%&	 &����!�������#

�	.���! �	������' �	&����!������	K/'����3�!�	@	�3�7! �	��#	'����	!��	 !�����-.5	:���'�	&��/

��!�����	K/'����3�!�	��4�	2�;	�1�����!�=,	0�	� 6%�.#	2 �	jn–1	1�� ! �!	� �;	������	���/

��7;	�	:1'�,	: ==	��7	�����7;	2 �-	j0	.���	! � ����!�	:��4!�	� 6%	1���.5;	j0 = 0). Z odwracal!�/

7% 	 &����!�����-	 ��! '�	 ��'4�#	 4�	  ��! �.5	 %�	 !�.�! �.	 ���	 �1�����!�	 &�rmonogramy,
z których w jednym jn–2	F	�#	�	��-� �	��7	 jn–2	F	�,	�	�����4�)	��%&	��! '�#	4�	��������

1�3!���	1�����-' ��! �	��	��	1���.���! �	1��������)	�	�n–3 elementach.



��������	2��!%&/�!�/2�-!�	���	1��!���	1��2���-	���������! �	����),,, *��

$�
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�������������

W najogólniejszej wersji, algorytmy typu branch-and-bound o���! %��.5	���� ��	1���/

�����! 	1o��-' ��)	1�1����	����-%�! �	��%&	.�.	+�����!���#	%�	��	'����%&	��4���	�	%�35

1��!�7% 5	 ��� ���� ;#	 4�	 ! �	 ��� ���.5	 ���� 5��! �	 �1�����!���,	 $�����2-.���	 ��	 ����

���!���	����%���! �	�����7% 	�1�����!���	���� 5��! �	:!1,	�����7% 	!�.��1�����	����%&/

%���	�!���� �!���	���� 5��! �=	����	������	����%���! �	�	��3-	�����7% 	%�3���	���� 5��/

! �	!�	1������ �	.���	%�67% ,	C��	-1����%��! �	�1 �-#	��	��.	%&� � 	1����	Ji	26�� ���	��!�/

%��;	����! �	!�	i/��.	1���%. 	�	�����4�!��	&����!����� � (analogicznie bi	��	��1�3%��!/

! '	���3-4�! �	����	����! �=,	M����4��	������	����)	Jp, ..., Jq i niech sp = T,	����!��

��'�)%��! �	��'�!���! �	��%&	����)	Cp, ..., Cq	��4���	�2� %��;	!���61-.5co:

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1  dla ,...,

( 1) 1 1 1

q ii

i k k
j pk p k j

qp q q ii

i k k
i q i p i p j pk i k j

C T b b i p q

C q p T b b

π π
== =

π π
= = = == =

= − + + + =

= − + + − + + +

∑∏ ∏

∑ ∑ ∑ ∑∏ ∏
(2)

B�'������-.5%	��	���!�! �	 	����4! �.5%	���	����! �	Jp i Jq (p < q=#	��4���	1��� �/

� ;	&����!�����	!�	����	%�67% H	1 ������	%�67;	��	����! �	J1, ..., Jp, druga obejmuje zada-
nia Jp+1, ..., Jq–1#	 �����! �	 ��7	 ����! �	 >q, ..., Jn,	B'3��	1���%�����!�%&	%�67% 	��	 +-!'%. 

%��-	����4�	� 6	���!�! �mi:

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1 ( )
2 2

1

2 ( ) ( )
2 1 1

1

( )
1 1

1

3 ( ) ( ) ( )
2 1

1 ,

1 1

1 ( 1),

1 1 1

p ii

k
i j k j

p jp q

k k
j j pk j k p

q ii

k
i p j p k j

p q jp n

k k k
j j qk j k p k q

TC b p

TC b b

b q p

TC b b b

π
= = =

−

π π
= = += = +

−

π
= + = + =

−

π π π
= == = + =

= + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ + + − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

∑ ∑ ∏

∑ ∑∏ ∏

∑ ∑ ∏

∑ ∑∏ ∏ ∏

( ) ( ) ( )
11

( ) ( ) ( )
1

1 1 1 ( 1).
qq i in n i

k k k
j p j q i q j qk j k q k j

b b b n p
−−

π π π
= + = = == = =

⎞
⎜ ⎟ +
⎜ ⎟⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + + + − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑∏ ∏ ∏



*�N ��������+	�,	�%��' �� %�

���+ ! -.��	!���61-.5%�	 ���2���H

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1 ( ) 2 ( ) 3 ( )
2 2 1 1

1 11 1

, ( ) , ( ) , ( )
1 11 1

( ) ( )
2

1 , 1 , 1 ,

1 , 1 , 1 ,

1 , 1 .

p qi i ii i n i

k k k
i j i p j p i q j qk j k j k j

j q qq q

p q k p q k p q k
j p j pk p k j k p

p jp

p k q k
j k j k q

S b S b S b

X b Y b Z b

P b R b

−

π π π
= = = + = + = == = =

− −− −

π π π
= + = += + = = +

π π
= = =

= + = + = +

= + = + = +

= + = +

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑∏ ∏ ∏

∑ ∑∏ ∏ ∏

∑ ∏
n

j q=
∑ ∏

��4!�	��-��4�;#	4�	S1, S2 i S3	��	%�3'�� ��	%����	��'�!���! �	��1�� ��! %&	%�67% 

&����!�����-	1���	��3�4�! -#	4�	�5	 ��	 .���!�	����! �	�	&����!����� �,	B�'������-.5%

��	 ��!�%��! �#	�����7;	 +-!'%. 	 %��-	��4���	1�������� ;	�	1����% 	 TC = S1 + S2 + S3 +
+ PpYp,q + RqXp,q + PpRqZp,q. W granicznym przypadku (p+1 = q=	�����7;	+-!'%. 	%��-	��/

��4�	� 6	������	Σj=1,..n Cj = S1 + S3 + PpRq,	"1�7���	��%&	���2�� 	�����7% 	S1 i Pp	����45

��35%�! �	 ��	 ����)	 �	 1 ������.	 %�67% 	 &����!�����-#	 S3 i Rq	 ��	 ����)	 �	 ����% �.	 .���

%�67% #	��7	1������3�	�����7% 	:S2, Xp,q, Yp,q, Zp,q=	��	����)	�	7���'���.	:��-� �.=	%�67% ,	(��

�!�!�	.���	1�%�5�'���	:1 ������=	 	'�)%���	:����% �=	%�67;	&����!�����-#	��	�2�	����%�/

��;	�����7;	 +-!'%. 	 %��-	 %�3���	 &����!�����-#	�-� ��	 ����%���;	�����7% 	 ���2�� 	 S2,
Xp,q, Yp,q (Zp,q	.���	 ��%��!��	�����7% 	��1�3%��!! '��	���3-4�! �	1�� 6'���!�%&	�	.���!

 	 .���	�����7;	 ! �	 ����4�	 ��	  %&	 '���.!�7% =,	B����7% 	 Xp,q oraz Yp,q	��4���	 ����! %��;

�	��3-	1����	�����7;	��%&	�-�	�2� %��!5	���	����)	-1���5�'���!�%&	�	'���.!�7% 	! ���/

�!5%�%&	:���	Xp,q=	�-2	! �����.5%�%&	:���	Yp,q=	��1�3%��!! '��	���3-4�! �	8O9,	�2�����/

%.6	 �6	��4���	��'�������;	 ��'4�	��	����%���! �	�����7% 	S2 – jest to suma (q – p –	 �=

�'3��! '��#	�	'����%&	'�4��	��	1����;	 ��'5#	 .�'	Xp,q. S2	����! %����	�	��3-	1����	�-�6

���!�%&	����! %��)	'���.!�%&	�'3��! '��,	���+ ! -.��	�1���%.6	MPK:π, p, q) jako:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( , , ) 1 ,..., 1 , , 1 ,..., 1 , , 1 ,...,REV p q p q q p p q nπ = π π − π π − π + π π − π (3)

Operacja REV bierze harmonogram π i zwraca harmonogram, w którym zdania na
pozycjach p, ..., q	�����3�	�����%�!�	�	����-!'-	��	��.7% �����	&����!�����-,	B13��

��' �.	�1���%. 	!�	�����7;	+-!'%. 	%��-	��4���	1�������� ;	������H

( , , ) 1 1 , ,( )( )REV p q p q p q p qTC TC P R B Aπ π + −− = − − (4)

gdzie:

( ) ( ), ( ) , ( )1 , 1
q jq q

p q k p q k
j p j pk j k p

A b B bπ π
= == =

= + = +∑ ∑∏ ∏



��������	2��!%&/�!�/2�-!�	���	1��!���	1��2���-	���������! �	����),,, *�*

Kolejna operacja (nazwijm�	 .5	 ����=	 1�����	 !�	 ��� �! �	 � �.�%�� 	 ���%&	 ����)

�	&����!����� �,	>�4�� 	��� �! �!�� 	����! �� 	�5	Jπ (p) oraz Jπ (q), to

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( , , ) 1 ,..., 1 , , 1 ,..., 1 , , 1 ,...,SWAP p q p q p q p q nπ = π π − π π + π − π π + π (5)

�� �!6	�����7% 	+-!'%. 	%��-#	�1�������!5	��'�!�! ��	��.	�1���%. #	��4���	�1 ��;

���!�! ��H

( )( ) ( )( )( , , ) ( ) ( ) 1 1, 1 1 1, 1( ) 1 1 1 1SWAP p q p q q p q p p qTC TC b b R A P Bπ π π π + + − − + −− = − + + − + + (6)

B�! '�	��	�	!���61-.5%���	+�'�-#	 4	����:π, p, q) = REV (REV(π, p + 1, q – 1), p, q=,

B�E��	�����	1�� �!	% 5�	����)	Jp, ..., Jq	����	1��!5	� %�26	k > 0.

Twierdzenie 1. ��	�
�� i ≥ k ( i = p, ..., q), to max(Ap,q, Bp,q) – min(Ap,q, Bp,q) ≥
≥ min(Ap,q, Bp,q) / k.

Dowód. Niech m = q – p + 1 oraz αi = bi+p–1 dla i = 1, ..., m. Wówczas
Ap,q = Σj=1,..n Πk=1,..j (αk + 1).

Niech Wi = Πj=1,..i (αj + 1) oraz Si = Σj=1,..iWj.

1 1 1

1
1 1 1 1 1 1 1

1 1

11 1 1i
i i i i i i i i i i

k k
S S W

k k

k k
S W S W W W W W W W

k k k k
+

+ + + + + + +

+ +≤ =

α ++ += + ≤ + ≤ + = + =

�����	 ! �����4! �	 ��	 '���.!�7% 	 ����)#	 Ap,q i Bp,q n �	 26�5	 � 6'���	 ��	 ::k + 1) /
k)Πj=p,...,q (bj  + 1), czyli max(Ap,q, Bp,q) ≤ ((k + 1) / k) Πj=p,...,q (bj 	Q	�=,	M��!�%��7! �

�����!�	Ap,q, jak i Bp,q	.���	� 6'���	��	Πj=p,...,q (bj + 1). Wobec tego:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
1 1

max , min , 1 1 min , .
q q

p q p q p q p q j j p q p q
j p j p

k
A B A B b b A B

k k= =

+− ≤ + − + ≤∏ ∏

��3�4��	�����#	4�	�	&����!���amie π dla pewnego p i q mamy bp > bq oraz Pp–1 ≥
≥ Rq+1(k+1) / k + 1 / k.

( )( ) ( )( )

( )

( )

1, 1 1 1, 1 1

1 1, 1 1, 1 1, 1

1 1, 1 1, 1

1 1 1 1

1 1
1

1 1 1
1 0.

p q p p q q

q p q p q p q

q p q p q

B P A R

R B A B
k k

R B B
k k k

+ − − + − +

+ + − + − + −

+ + − + −

+ + − + + ≥

⎛ ⎞≥ + − + + ≥⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞≥ + − + + >⎜ ⎟⎝ ⎠



*�A ��������+	�,	�%��' �� %�

Analogicznie: (Bp+1,q–1 + 1)(Rq+1 + 1) – (Ap+1,q–1 + 1)(Pp–1	 Q	 �=	 R	 �,	 < �����4! �

��	 �����7% 	 Ap+1,q–1 oraz Bp+1,q–1 �	 �!�'-	 ����4�! �	 :Bp+1,q–1 + 1)(Pp–1 + 1) –
– (Ap+1,q–1 + 1)(Rq+1	Q	�=	��%��-.�	1���%.�	� 6'�����	�	�������	Pp–1, Rq+1	:.�4�� 	� 6'/

���	��� 	1���	Bp+1,q–1	@	����4�! �	.���	�����! �#	.�7� 	1���	Ap+1,q–1	@	-.��!�=,	��.5%	�����

1�� �!	1�%�5�'���	 	'�)%���	+�����!�	&����!�����-	 	� ���5%#	4�	1�������� �!�	��3�/

4�! �	�5	�1�3! �!�#	��4���	����-% ;	������' �	&����!������	�	��' �	1�%�5�'-	 	'�)%-#

���4	 !�	 1��!�	 ! �	 26�� �	 �7���	 ! %&	 �1�����!���	 @	 ��� �!�	 ����)	 Jp i Jq	 � �.�%�� 

1����-.�	 1�1���6	 &����!�����-,	 $���2!�	 ���-����! �	 ��4!�	 1���1������ ;#	 ���

Pp–1 ≥ Rq+1 (bmin + i) / (bmin + 1) + i / (bmin Q	�=#	%�	��4�	2�;	3��� �.���	��	�1�3! �! �	���

2�����	��3�%&	�����7% 	��1�3%��!! '��	���3-4�! �	 ����),	C����	��'������-.�	 �2���/

��%.6#	4�	S	Ap,q – Bp,q |  ≤ (bmin + q – p + 1) / (bmin + 1) Πj=p,...,q (bj + 1).

$���
�������	

Procedura B&B(n, b, h, poziom, s, p, q)
n	 @	  ��7;	 ����)	 �	  !���!%. T	 b	 @	 ��'���	 -1���5�'���!�%&	 ! �����.5%�	 ��1�3%��!/

! '��	 ���3-4�! �	 :b0	 ��	 !�.�! �.���	 ��1�3%��!! '	 ���3-4�! �#	 bn–1	 U	 !�.� 6'���=T

h	@	��'���	2 !��!�	�1 �-.5%�	2-����!�	&����!�����T	poziom – numer ustalanego w da-
nym kroku zadania; s	@	%�67% ���	�����7;	���� 5�ania; p	@	2 �45%�	�����7;	��1�3%��!! '�

Pp;  q	@	2 �45%�	�����7;	��1�3%��!! '�	Rq

:�= .�4�� 	�������R	�

:�,�= .�4�� 	��Q	��	R	���#	! �%&	����F	�	����	 	��1�� 6��.	�	.�'�	����%&%������

!�.��1���	 &����!�����T

:�,�= ��'�)%�	 1��%��-�6

:�= ! �%&	��	F	�	Q	��8������9	Q	���8������9	Q	���8������9	Q	����8������9

:�= .�4�� 	��	≥	���#	��'�)%�	1��%��-�6

:N= ! �%&	�	F	�	Q	������#��	F	�	Q	�������Q	�	V	:�	Q	�=#	���	F	�������Q	�	V	:�	Q	�=

:*= .�4�� 	�������D	:�	Q	�=	V	�#	! �%&	�	F	:�	Q	�=	V	�T	����F	�	V	�

:A= .�4�� 	�������R	�	�-2	�	R	��	Q	�����-2	�������F	��������

:A,�= ! �%&	�8������9	F	�	����	����3�.	WXW:�#	#	�#	�������@	�#	�	Q	�:�	Q	�=#

�:�	Q	�=#	�=

:O= .�4�� 	��	Q	����D	�	�-2	�������F	������@�

:O,�= ! �%&	�8������9	F	�	����	����3�.	WXW:�#	#	�#	�������@	�#	�	Q	�:�	Q	�=#

�#	�:�	Q	�==

Algorytm branch-and-bound
��.7% �H	n	@	 ��7;	����)	�	 !���!%. T		b	@	��'���	��1�3%��!! '��	���3-4�! �

:�= -1���5�'-.	����! �	��'#	�2�	bi ≤ bi+1, dla i = 1, ..., n – 1
(2) oblicz E1[i] = Σj=1,...,i Σk=1,...,j Πl=1,...,j (bl + 1) dla i = 1, ..., n – 1



��������	2��!%&/�!�/2�-!�	���	1��!���	1��2���-	���������! �	����),,, *�O

(3) oblicz E2[i] = Σj=1,...,i Πk=1,...,j (bk + 1) dla i = 1, ..., n – 1

(4) oblicz E3[i] = Πj=1,...,i (bj + 1) dla i = 0, ..., n – 1

(5) ustaw h[1] = h[n] = h[n – 1] = 0

:A= �!�.�E	���61!�	���� 5��! �	1���	-4�% -	1��!�.	&�-�����' T	-���w best !�	�����7;

+-!'%. 	%��-	�!���� �!���	���� 5��! �	1��! �.���!5	�	n

:O= ����3�.	WXW:n, b, h, n – 2, (1 + bn–2), 0, (1 + bn–2))

$���4���	 ��������	1���-���-.�	 1�������� �!�	 �����4�! �,	B	'��'�%&	 :�=@:N=	 ��/

������-	 2��!%&/�!�/2�-!�	 ���!�%��!�	 �5	 ��1�� ��! �	 oszacowania dolne parametrów
S2 (2), Xp,q, Yp,q (3) i Zp,q	:N=,	B	'��'-	:A=	���!�%��!�	.���#	1���	-4�% -	�����!�.	&�-�����/

' #	�����7;	1�%�5�'���	!�.��1�����	���� 5��! �,	B	1��%��-���	WXW#	�	'��'-	:�=	�1���/

�����#	%��	%�3�	&����!�����	�����3	 .-4	�'�!���-���!�,	 >�4�� 	 ��'#	���!�%��!�	 .���	 .���

�����7;	 +-!'%. 	 %��-#	  	 ��1�� ��! �	 �'�-�� ����!�	 .���	 !�.��1���	 ����%&%������	 ���� 5/

��! �,	B	'��'�%&	 :�=@:�=	 ����-%�!�	 �5	 ���� 5��! �	 %�5��'���#	 '����	 !�	 1��!�	 ! �	 26�5

�1�����!�	 :���4	 ���!�	 ����%���! �	 !�	 -���'�!5	 �����7;	 1���'��%��	 !�.��1���	 ����%&/

%������	 ���� 5��! �=,	 B	 '��'�%&	 :N=@:*=	 ���!�%��!�	 .���	 �+�'���! �.���	 '����� -�	 ��/

��-%�! �	 &����!�������#	 '����	 ! �	 !�	 1��!�	 ! �	 26�5	 �1�����!�,	 B����% �	 �	 '��'�%&

:A=@:O=	��	���� 5��! �	��35%��!�	.���	'���.!�	����! �	:.�4��i tylko nie narusza wybranego
kryterium).

%�
�����

$�%�5�'���	�����7;	!�.��1�����	�!�!���	���� 5��! �	1��%���	������	2�3�	���!�%��/

!�	 1���	 -4�% -	 1�����.#	 �	 .��!�%��7! �	 �+�'���!�.	 &�-�����' 	 N�	 �	 1��%�	 8A9,	 B�����' �

��! ' 	�5	7���! 5	�	��@����	:�	����4!�7% 	��	���� ��-	 !���!%. 	1��2���-=	��'�!�)	����/

����-	���	������%&	��!�%&,	M��-!�'	�	����	��2���	�	1�������� �.5	1����!�! �	%���-	�� �/

3�! �	��������-	1�3!���	1�����-' ��! �	:$$=	 	2��!%&/�!�/2�-!�	:WXW=	���	��4!�%&	���/

� ����	 !���!%. 	1��2���-	:���2��	I@J	��!�%��#	4�	���	��!���	1���1��'-	! �	1���1����/

���!�	 1�� ��-	 %���-=,	 C����'���	 !�	 ��'��� �	 1�������� �!�	 ��'4�	 %���	 �� �3�! �

��������-	 2��!%&/�!�/2�-!�	 ��'������-.5%���	 ���'�	 1 �����5	 �	 1�������� �!�%&	 �����

����! %��! �	 1��������! 	 :WXW@=,	C�!�	 ������!�	 2�3�	 �	 ���'3����	 ���!�� ��!��	�	 ��/

'���-	R�#	�D	:���,	��=#	R�#	��D	:���,	�2=	����	R�#	���D	:���'�	��2���=,	M��-!�'	�	1�������/

� �	��4! %�	�	%��� �	�� �3�! �	�	����4!�7% 	��	��'���-	�����7% 	��1�3%��!! '��	���3-4�/

! �	 ���	 ��4!�%&	 ���� ����	  !���!%. 	 1��2���-,	C�!�	 2�3�	 ������!�	 �	 ���'3����	 ���!�/

� ��!��	�	��'���-	R�T	α> dla α	F	�#�#	�#	��#	���,	��4!�	��-��4�;#	4�	����	��	��������

��'���-	 �����7% #	 %���	 �� �3�! �	 ��������-	 ����.�	 :1��������)	 .���	 2���� �.	 �+�'���! �

����! %��!�=,
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"���
��

$����!�! �	%���-	�� �3�! �	��������-	1�3!���	1�����-' ��! �	 	2��!%&/�!�/2�-!�

"���
��
0���	�� �3�! �	��������-	2��!%&/�!�/2�-!�	�	����4!�7% 	��	��'���-	��!�%&

&�����
�

$����!�! �	%���-	�� �3�! �	1�3!���	1�����-' ��! �	 	2��!%&/�!�/2�-!�

�= 2=

n 
PP 
[s] 

B&B(α=1) 
[s] 

B&B(α=10) 
[s] 

B&B(α=100) 
[s] 

8 0,00001 0,00001 0,00001 0,00002 

10 0,00005 0,00003 0,00002 0,00002 

14 0,00089 0,00022 0,00006 0,00004 

18 0,01742 0,00272 0,00015 0,00008 

22 0,33307 0,03083 0,00036 0,00015 

26 6,17603 0,33480 0,00086 0,00027 

30 140,9034 3,84899 0,00266 0,00037 

34 – 21,41071 0,01991 0,00049 

38 – 156,4273 0,02816 0,00057 

40 – 392,5959 0,11415 0,00067 
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��	�	 ����������

���	�����	�������������	������	 	!	pi = 1 + aisi | ΣCi�	"����������	�������		�	�#���

���	 �����������	 ����	������	 �����$�����	 ���	 ������%�	 �	 &' (	 �����	��)�����	 *�	 ����

��#��	�����+���	����	e��,�	�����	 %�����	��)�����-	��#	 ��.	��,��	 %����+	�	�	������

�����$��/	�������	�		�������	��������������	*�0'1(	�����-�

)���	��	

2 3 4����	5�4�6�.	7���	 Z�.	 [��	8�9�5�.	�� �������� ��� �!� �"� ����	�
��#� $���� ����%	���	���� ��%

������#�������	6:;<.	 ��.	�((=.	 ' 1�

2�3 >����%�����	?�.	[��	5��4�.	4�����	9��\�.		��
!�����

!���
 ��
���������"�����	�
��#�	��������%

���#�&���� ������������ ����
����
������ �����	6]������	�
������	�@	 ���	A��	��������	��	B��%��

���	9�����	���	?��������.	C��D������	�@	;���
�^�.	�(((.	 1 ' 1=�

213 9������D	 >�.	 '%����	� �
������ "��� ����	�
��#� 	�����������#� &����	 ;���������	 <������.	 1�.

 �� .		�A�'�� �

2=3 >����%�����	?�.	E��	��.	B��������	[�.	��#���	!�������� "����� ����%	���	��������	�
��#
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���	[F4?.	�1�0.	�((�.	A�'0&�
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����&��)*����#������������+����������������%

	�+� �����$�%��
���!�������	*� ��
�&�!��� �
����+�	 ?���������	 ������	�	 ���������	�.	 ����$�

������	�	��#�������	������%�.	�((=.	=A'�=�

2&3 ;��������	E�9�.	���,$����������!��!��	
�����
���������#�$�������	�+������$�%��
���!��

�� $�,
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