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����1���!#�	 2���.�"��	�����/	  ���	 )�!���� 1	 ����1���!#�	 ����.!)��#	 �	 �����/���#

#	��3#�����#	����	)$#�!���#	/	��$.	���������!#�	��	)$#�!��	!� /�4��� 	/����5�#	.�2.%#	��

!� !#4����"	 )������"	 ��2�%�	 2���.�"�	 6�78	 �3� �. �	 �!�	 �#!��%��/�!�	 �������	 �$�!�/�,

!#�(	���������!#�(	���!�����.	����	�/���+/	��	��!�%�	�����/��	��	��3#����(	)�+��	���!�/#

�����/�9	�$�	)�$� !�%�	��3#����8

��4��	 ������#93#����/�	 '.!)� �!. 1��	/	 �����"	 2���.�"�	 �����/	��	 �/� 1	 ).$�.�9

��%�!#��� #(	������%#9	����	������	��#�2�!#�8	��+4!#��/�!#�	���"	����1���!#�	�������%+$!�,

�#	������#93#����/��#	.��.�!#�	������$#��� 9	/	�)�$#	2���.�"�(	�	/#9�	����1���!#�	2���.,

�"��	�����/	:	 ��9���	 ��.�!�	  ���	 �������1�)�/�;	 ��$�	 #!��/#�.�$!�	/��+$!��.	 ��$�/#

��#�2�!#�	 2���.�"�	�����/8

Obecnie obserwowany jest bardzo szybki rozwój technologii teleinformatycznych,
wspomagaj1���"	����1���!#�	2���.�"��	�����/8	<	���	��$.	����. �	�#9	�8#!8	6�7=

: �������	 ���/�!��/�!�%�	 �$�!�/�!#�	 #	 "����!�%����/�!#�	 )$���	 �>?	 @��������

	
������ ������A	 :	 ��	 ��!�"��!#��� #	 �$�!+/	 ���������!#�(	 ����.)� #	 #	 ������3.� #

�	./�%$9�!#�!#��	�%��!#����	����	�	/�)�������!#��	#!'����� #	���"���1���"	��	��,

���/�+/	#	������3.���+/B

: �������	/�����%� 1��	����1���!#�	)�!��)���#	�	)$#�!���#	)$���	CD�	@�����������


�������������������A	:	/	��$.	.����/!#�!#�	��$�� #	�	��������!��#	)$#�!���#8

����������!�	��#�	'.!)� �!�/�!#�	��)#�"	������+/	/���%�	/���/����!#�	�%���,

!� 	 $#��3�	 #!��)�+/(	 ��������+/(	 ��#�!!��"(	 �����/�!��"	 /	 ��$�4!�5�#��"	 ����������,

!��"(	 �)��5$� 1���"	 ��$�� �	 ���#9���	 �%!#/��#	 ������.(	  �)	 #	 �+/!#�4	 /	 �3�93#�	 ���"

�%!#/8	E$#�#!�� 9	�+/!�����!�%�	./�%$9�!#�!#�	�!���!� 	$#��3�	��������+/	#	��#�!!��"

.��4$#/#�	���.2�/�	���� 5�#�	��	���3$��.8	F�	����)2��	�$�	������+/	)$���	�>?	3.�. �

�#9	 �/�)$�	 !���9�. 1��	 ���.2�	 �$�!#�����!�=	 ������%#��!�	 �$�!�/�!#�	 �#��#(	 /��+$!�	 �$�,
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!�/�!#�	 �����.(	 )�����!�� �	 �$�!+/(	 ���������!#�(	 ����.)� #	 #	 ������3.� #(	 �$�!�/�!#�

#	 "����!�%����/�!#�	 ����.)� #(	 �$�!�/�!#�	 ���!�����.	 #	 ������3.� #8	 <	 ���.2��"	 ���"

3�����	 ��9���	 /�)������. �	 �#9	 ���%����/�!#�	 ��2)�/#��$#��3�/�(	 ��#9)#	 ����.	 3�����

/���)�	 ���	 �)�5;	���/#1���8	<�)��. 1	��	�8#!8	�.3$#)�� �	6�:G78

F#!#� ���	 �����	 �������	 ��������/#�!� 	 ������)#8	������/�!�	 ������	/�����%�!#�

����1���!#�	 2���.�"��	 �����/	 �2.4�	 %����!#.	 #!�����+/	 �������%+$!��"	 '#��	 ��	 /��+$,

!��	 ��$��	��#�2�!#�	 2���.�"�	 �����/8	�����2�	 ��	 ��#1%!#9��	 ��#9)#	���.2�/� 	 ���.)�.���

�3.��/�!�%�	 ������.	 ����	 "#���r�"#��!��.	 ���� 5�#.	 ��	 ���3$��.	 ����1���!#�	 2���.,

�"��8	<	�����!�/�!� 	������#�	��	�#� ���	������$#��� �	/	�)�$#	��2�%�	������.	@���.),

� �	)����+/A(	�	 ��)4�	/	�)�$#	  �%�	�%!#/	:	 $#!ii produkcyj!��"(	�$�	)�+���"	3.��/�!�	�1

"����!�%����	 /��/����!#�8

��	���
	�����

H���.�"	�����/(	�$�	)�+��%�	������/�!�	�����9(	��	�#��#�/�	�"���)���8	<	��������,

/�!� 	�#��#	/��+4!#�!�	����	����� �	�%!#/=	����.��!�#	��95�#	�)2���/��"	#	��������2+/

@�����/��A(	����.��!�#	�2�4�!��"	/���3+/(	��3#����	�2�4�!��"	/���3+/8	��)2���(	�/�,

!�	 ����.��!���#	 �2�4�!��"	 /���3+/(	 �"���)�����. 1	 �#9	 ��4$#/�5�#1	 �+/!�����!� 	 ���,

�.)� #	/#�$.	�+4!��"	���+/	/���3+/8	?1	��	/#�$���adialne, jednokierunkowe linie produk-
cyjne z buforam#	�#9���������� !��#8	?����%�/�!#�	������ #	/�)�!�/�!��"	/	 ���"	��,

)2����"	./�%$9�!#�	�$�!�/�!�	������� �	�����!8

F�	�#��/����	���#��#�	������	3.��/�!�	 �1	/��9�!�	"����!�%����	����.)� #	 �$�

)�4��%�	 ��)2��.	 ����.). 1��%�	 �2�4�!�	 /���3�8	 �/�%$9�!#� 1	 �!�	 �����/�	 #	 #$�5�#�/�

/���%�!#�	 ��3#�r�+/8	 <#����	 �	 ��������3�/�!#.	 !�	 ��95�#	 �)2���/�	 ���"	 /���3+/

/�)�������/�!�	 ���	!�	��.%#�	���#��#�	������8	<��!����!�	 ���	���	"����!�%���	��,

���/	��95�#	�)2���/��"	#	�+2����.)�+/8	F�	�����#�	���#��#�	/��!����!�	�1	�����%+2�/�

"����!�%����	�$�	/�����)#�"	����.��!�+/	�2�4�!��"	/���3+/(	./�%$9�!#� 1��	/��.!)#

�����/�+/	 ��95�#	 �)2���/��"	 ����	 ��3#���+/	 %���/��"	 /���3+/8	 ?�"����	 3$�)�/�

������/�!� 	������	���#������!�	 ���	!�	���.!).	�8

��
�	��	?�"����	3$�)�/�	������

 Opis parku maszynowego 
i produktów, 

wymagania odbiorców 

 Opis parku maszynowego 
i produktów, 

wymagania odbiorców 

 Opis parku maszynowego 
i produktów, 

wymagania odbiorców 
 ↓  ↓  ↓ 

Poziom I 
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 Budowa �	
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harmonogramu produkcji 
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harmonogramu produkcji 
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Poziom II   ↓ ����
������������������ ↓ ����
������������������ ↓   

→ ������������������������	
����������	���������������������
��   warunki dostaw- 
ców i odbiorców  ↓    ↓  ↓ 

Poziom III 
�������	������������ 
harmonogramu produkcji 

��������������� 

 �������	���������ego 
harmonogramu produkcji 

��������������� 
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�������	�������������
harmonogramu produkcji 

��������������n 
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Poziom I

�.��/�	/��9�!��"	"����!�%���+/	����.)� #	 �$�	)�4��%�	��)2��.(	 ���$#��/�!�	!�

���#��#�	 &	������(	  �)	 �+/!#�4	 �����%+2�/��"	"����!�%���+/	 @���#��	 &&&A(	/���%� 1

����/#5�#�	 ./�%$9d!#�!#�	 �8#!8	 )�!'#%.��� #	 ���).	 �����!�/�%�	 @������	 �����2�/�/�(

%!#����/�(	�����!�	 �+/!�$�%2�(	 3.'���	�#9���������� !�A(	 )#��.!)+/	�����2�/.	 @����,

�2�/	  ��!�)#��.!)�/�(	 ��4$#/�5�#	 ��/���+/A(	 �%��!#����	 ���"!�$�%#��!��"	 ����	 �����,

/��"	 �$�	 ������.	 ����.)�� !�%�	 @!�8	 �����%�/�!#�	 3��	 ���)�!#�A8	<	 ��$�4!�5�#	 ��	 ���,

�#��+/	 ���3$��.	 @$#��3�	 �+/!����5!#�	 /�)�!�/�!��"	 ����.)�+/(	 $#��3�	 ��95�#	 �)2���,

/��"(	 $#��3�	 �����!A	 ����. �	 �#9	  ��!�	 �	 �/+�"	 ���� 5;	 ��	 3.��/�	 "����!�%���.

����.)� #=	 ���� 5�#�	  ��!����#���/�	 @��!�$#����!�A	 :	 �$�	 �����	 �	 ����.!)�/�	!#�/#�$,

)#�"	����#a���"	����	���� 5�#�	/#�$����#���/�	@"#�����"#��!�A	:	�$�	�����	�	�!���!��"

����#����"(	 %��#�	 ���3$��	 %$�3�$!�	 ��#�$�!�	  ���	 !�	 )�$� !�	 ���/#1��/�!�	 ���3$���

��1��)�/�8

������/�!�	 �$�	 �������%+$!��"	 ���#��+/	 ������	 $#!#�/�	 ����$�	 ����������!�

�����	���%�a��/�!#�	��2)�/#��$#��3�/�%�	������	�1	!�	���� 5�#.	��!�$#����!��8	���4,

$#/#� 1	 �!�	 3.��/9	 "����!o%���+/	 ����.)� #	 �$�	 /#�$�����#�$!��"(	  ��!�)#��.!)�/��"

������+/	 �����2�/�/��"	 �I3.'����#	 �#9�����e���� !��#	 �	 �%��!#���!��"	 �� ��!�,

5�#��"8	��4��	����.)�	�����2�/� 1��	�����	������	�3�#14�	��	!� /�4� 	 ��!1	�����!9	��,

!�%�	����#.�8	F#�)�+��	����#�	��%1	3�;	���#!#9��8

>���)2��	 �������/�!#�	 �$���!���/!�%�	 ���� 5�#�	 ��	 �$�!�/�!#�	 ����.)� #	 :	 "#����,

�"#��!�%�	:	�$�	�+4!��"	)�!'#%.�a� #	���).	�����!�/�%�	����	)#��.!)+/	�����2�/.	��4,

!�	�!�$�J;	�8#!8	/	���cy [5] (do����/�!�%�	��	��#��/�!� 	������(	!�8	�+/!#�4	./�%$9�,

!#� 1��%�	�$�!�/�!�	������� �	�����!A8

Zestawienie indeksów, parametrów oraz zmiennych wykorzystanych w modelach ma-
tematycznych, umo4$#/#� 1���"	 3.��/9	 /��9�!��"	 "����!�%���+/	 ����.)� #	 �$�	 ��,

�����%+$!��"	 ��)2��+/(	 ���#�����o!�	 /	 ��3�$#	 �8	 <5�+�	 /��+4!#�!��"	 ���	 #!��)�+/

�!� �. �	 �#9	 #!��)�	  ��!���)�/�%�	 ������#�2.	 �����/�%�	 l8	 <����93!#�!#�	 ������#�2+/

�����/��"	.2��/#�	./�%$9�!#�!#�	/	3.��/�!��	"����!ogramie planowanych przestojów
maszyn, takich  �)	 !�8	 ����!��(	 �����3�� �!#�(	 )�!���/�� �8	 K#��3�	 ������#�2+/	 �����,

/��"	H(	�/#1��!�	�	�����/�!1	�2.%�5�#1	.�����%�/�!#�(	�����2�	/��!���o!�	/��2.%	���,

���.��	������/�!� 	�����	�.����	����).2.(	��#��!� 	�����%+2�/�	/	�����	6L7(	�	��)4�	6M78

��4��	 ����.)�	 �����2�/� 1��	 �����	 ������	 ��	 �����#��!�	 #!��)�	 k8	 N�4�$#	 /5�+�

�����2�/� 1���"	�����	������	/���3+/	�1	����.)��	#��!����!�(	��	�"���)�����. 1	�#9	��)1

���1	/����5�#1	��������.	ρk	:	!���/�!�	�1	�!�	����.)���#	��%�	����%�	���.8	&��!��'#)�,

� �	���+/	����.)�+/	/�)�������!�	�����2�	/	�$�!�/�!#.	�����3�� ��	�����!8

�����/#�!�	 /	 ��3�$#	 �	 ��!����!#�	 /�)�������!�	 �����2�	 /	 ����$.	 ����������!��(

�'���.2�/a!��	 /	 ��$�4!�5�#��"	 @�A:@�OA8	 �#!#��$#��/�!�	 �.��	 @�A	 ��������/#�	 )�����

��!����!�	/I�/#1�).	�	!#�����i!�/��	/�)�!�!#��	����.)�+/(	%��#�	�#��/���	�)2��!#)

�� 	�.��	�������!�. �	)�����	�/#1��!�	��	�3��	/����!��	/�)�!�!#��	������ #	�$�	����.),

�.	@)�����	��%���!�/�!#�A(	�I��.%#	#I�����#	:	)�����	��!����!�	/	�/#1�).	��	�3��	�+J!��

/�)�!�!#��	����.)�.(	/	���	)���	.��/!�	@�����#	�)2��!#)A	��	����)�����!#�	!� �+J!#� ,

���%�	���.�����$!�%�	/�)�!�!#�	����.)�+/	6G78
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�����/#�!#�	#!��)�+/	#	��������+/	/� 5�#�/��"	:	�$�	���#��.	&	#	&&&

Indeksy:  k – produkt (wyrób); { }1,...,k K W∈ = ; 

 i – maszyna; { }1,...,i I M∈ = ; l – ��������	�
����� � { }1,...,l L H∈ = ; 

 j – operacja; { }1,...,j J N∈ = ; v – stadium; { }1,...,v V∈ = ϑ ; 

!����������"�
���#�

va � – ��"�����$���%���������������
�"����&�������
���������������������v; 

ib  – �������������
��������"����&�"�������'��������$���������������i; 

1kc  – �����������������
�(���"����"�"���������
�����)"�������������	�
�asowy),  
�����"(
��� przyspieszenia wykonania operacji dla produktu k; 

2kc  – �����������������
�(���"����"�"���������
�����)"�������������	�
�����*&� 
�����"(
��� ���+���������������������
"���������������k; 

3kc  – "���������������)�����*�����������
��������"��+���"�������������� 
wykonywania operacji dla produktu k. 

vgε  – 
�����������������������������������������������'(
�������������#�ε, v; 

jkp  – czas wykonywania operacji j dla produktu k;  

ks  – �����������,
�����������������������
�������
"���������������k; 

ku  – ��"��+���"���������������,
�����������������������
�������
"���������������k,  
po przekroczeniu którego naliczana jest jednostkowa kara; 

α – ���������
����
�	�����&��������������
����"��	����
��������������  

kψγ  – 
������������"��������(������������(������������������
"��– z produktu k na ψ. 

kρ  – typ k – tego produktu; 

ilμ  = �&�"�'������������i�"�������������������������
�������l, inaczej ilμ  = 0; 

ijη  = �&�"�'������������i jest zdolna do wykonywania operacji typu j, inaczej 0ijη = ; 

cJ  – �����������
"�������"(
�
���'�
�������"�����
���
��Jc ⊂ J;  

kJ  – zbiór operacji wykonywanych dla produktu k, Jk ⊂ J; 

D – �����������(������
������)i, v*&�����
�&�'����������i�����'�������������v; 

P1 – zbiór par (k, j), gdzie k ∈ K, j ∈ Jk i  k �"����������(������
"(��������������k; 

P2    – zbiór par (k, j), gdzie k ∈ K, j ∈ Jk i  j�"�����������(������
"(��������������k; 

kR  – zbiór par ( j, r), gdzie j, r ∈ Jk – kolejno wykonywanych operacji dla produktu k. 

Zmienne: 

kd  – czas przyspieszenia w wykonaniu produktu k;  

ke  –�
�������+��������������������������k; 

kf  – moment wykonania produktu k; 

  vk�-��&��"�'���������	��������
�������"��+���"�����������������������������k, inaczej vk = 0; 

yklv�-��&��"�'������%��������������
�"������"��"(
��������������������v�"������
�('������������������
k w przedziale czasowym l, inaczej yklv = 0; 

zijkl�-��&��"�'����������������i wykonywana jest operacja typu j dla produktu k przedziale czasowym 
l, inaczej zijkl = 0.  
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( )1 2 3k k k k k k
k K

d c e c v c
∈

+ +∑ (1)

przy ograniczeniach:

: 1

; ;
ij

ijkl jk k
i I l L

z p j J k K
∈ η = ∈

= ∈ ∈∑ ∑ (2)

: 1

1; ;
k ij

ijkl
i I j J

z k K l L
∈ ∈ η =

≤ ∈ ∈∑ ∑ (3)

;
k

ijkl
i

jkk K j J l L

z
b i I

p∈ ∈ ∈
≤ ∈∑ ∑ ∑ (4)

: 1

; ;
k ij

ijkl il
k K j J

z i I l L
∈ ∈ η =

≤ μ ∈ ∈∑ ∑ (5)

( )

0;
2

, ;

ijkl jk rkirkl

jk rki I l L i I l L

k

l z p pl z

p p

r j R k K

∈ ∈ ∈ ∈

⋅ +⋅
− − ≥

∈ ∈

∑ ∑ ∑ ∑
(6)

( ) ( )1; , , , : ;

, : ; ; ,

ijkl rkfz z i v v D i

j r J j r k K l f L

τ+ ≤ τ ∈ τ ≠

∈ ≠ ∈ ∈
(7)

1 1 ;

; ; , : , 1

ijkl ijkf jk ijkf
i I i I i I

jk

l z f z p z

j J k K l f L l f p

∈ ∈ ∈

⎛ ⎞
⋅ − ⋅ ≤ − + − ⋅α⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∈ ∈ ∈ < >

∑ ∑ ∑
(8)

( ) ( )

( )

1 (1 ); , , , ;

, ; ; , :

ijkl rkf v ijkl

k

l z f z g z i v D

r j R k K l f L f l

τ ε⋅ − ⋅ − ≥ + α − τ ε ∈

∈ ∈ ∈ <
(9)



0�0 ����)	��%#���

1 (1 ) (1 );

; ; , :

ijkl irkf jk rk ijkl rkfl z f z p p z z

i I k K l f L f l

τ⋅ − ⋅ ≤ + − + α − + α −

∈ ∈ ∈ <
(10)

( ) 2
1

; ,
2

ijkl
jki J l L

k
jk

l z
p

f k j P
p

∈ ∈
⋅

−
= + ∈

∑ ∑
(11)

( )

( )

1 ;

, ; , ; ; ,

ijkl rkf ijkl

k

i z z z

i I r j R k K l f L

τ⋅ ≥ τ ⋅ − α ⋅ −

τ∈ ∈ ∈ ∈
(12)

; ; ;k k k k k k k k ke f w d w f f u v k K≥ − ≥ − − ≤ α ⋅ ∈ (13)

( ) ( ) ( )

;
2

, , , : ; , : , 0;

ijkl jk rk rkl
v klv

jk rkl L l L l L

k jk rk

lz p p lz
g y

p p

i v D v r j R p p k K

τ
ε

∈ ∈ ∈

+
− − − =

τ ε ∈ > ε ∈ > ∈

∑ ∑ ∑
(14)

( )

( ) ( )

1
1 ;

2

, ; : ; , ; ;

rfk rk
klv v klv

rkf L

k

f z p
l y g y

p

D v V v r j R k K l L

τ
ε

∈

⋅ +
⋅ ≥ + + − α −

τ ε ∈ ∈ ε < ∈ ∈ ∈

∑
(15)

( )

( ) ( )

1
1 ;

2

, ; : ; , ; ;

ijkf jk
klv klv

jkf L

k

f z p
l y y

p

i v D V v r j R k K l L

∈

⋅ −
⋅ ≤ + + α ⋅ −

∈ ε ∈ ε < ∈ ∈ ∈

∑
(16)

{ }; ; \ 1klv v
k K

y a l L v V
∈

≤ ∈ ∈∑ (17)



���.2�/�	������	/�����%�!#�	����1���!#��	2���.�"��	�����/ 0�L

{ }, , 0,1 , , 0;

; ; ;

k klv ijkl k kv y z d e

i I j J k K l L

∈ ≥

∈ ∈ ∈ ∈
(18)

��$� !�	 �%��!#���!#�	 ��/����	 /	 ����$.	 ����������!��	 ����/!#� 1=	 @�A	 :	 �����#�2

/�����)#�"	������ #	���#9���	��	�����!�(	)�+��	�1	����!�	��	#�"	/�)�!�!#�B	@�A	:	/�)�!�,

/�!#�	/	��!��	����!�#�	��	!� /�4� 	  ��!� 	������ #	�$�	��!�%�	����.)�.B	@0A	:	���"�,

/�!#�	�%��!#���!� 	���������!#	��3���� 	)�4�� 	�����!�	@.�#������!#�	����	�����!#�	��,

�.�����$!� 	 $#��3�	 ���� !#)+/AB	 @LA	 :	 �3�#14�!#�	 �����!�	 ��	 !� /�4� 	  ��!1	 ������ 1

/	 ��!��	 ������#�$�	 �����/��B	 @MA	 :	 )�$� !�5;	 /�)�!�/a!#�	 ������ #	 �%��!1	 �	 ��!1

��)/�!� 1B	 @GA	 :	 �3�#14�!#�	 ��	 !� /�4� 	  ��!� 	 �����!�	 ��!�%�	 ����#.�	 �����	 ����.)�B

@OA	:	!#�����#�$!�5;	/�)�!�/�!#�	������ #	/	����#�	����	/	���������!#B	@A	:	����	!�	���!�,

����	����.)�.	���#9���	����#��#B	@��A	:	�#1%2�5;	)�$� !��"	������ #	/�)�!�/�!��"	!�	�� 

���� 	�����!#�	�$�	��!�%�	����.)�.	@������ �	!#�	�1	�����#�$�!�	������ ��#	����!�$�4!�,

�#	#!!��	����.)���AB	@��A	:	/��!����!#�	����+/	��.�����!#�	������.	�����	�����2�/�,

 1��	 �����	 !#�%�	 ����.)��B	 @��AI:	  ��!�)#��.!)�/�5;	 �����2�/.B	 @��A	 :	 /��!����!#�

!#�����#!�/�5�#	 @��+J!#�!#�(	 ������#���e!#�A	 /I/�)�!�!#.	 ����.)�+/	 ����	 �����!�!#�

 ��!���)�/��"	 )��	 ��	 ����)�����!#�	 !� �+J!#� ����"	 ����#!+/	 /�)�!�!#�	 ����.)�+/B

@�0A	 :	 /��!����!#�	 ����.	 �3�#14��	 3.'��+/	 �����	 �������%+$!�	 ����.)��B	 @�LA(	 @�MA	 :

�)��5$�!#�	 ������#�2+/	 �����/��"(	 /	 )�+���"	 ����.)��	 �3�#14� 1	 ����/#�dnie bufory
(przed wykonaniem kolejnych operacji); (17) – wyeliminowanie przekroczenia ograniczo-
nej pojemno5�#	3.'��+/B	@�OA	:	����/#��!#�	����	��#�!!��"8

Ponadto �$�	 ������+/(	/	)�+���"	  ���	3�����	�.4�	��+4!#��/�!#�	 ��������!�.	����,

�2�/� 1���"	����.)�+/(	/�)���!�	 ���	./�%$9�!#�!#�	�����)�/�%�	�%��!#���!#�	:	@�A	:

����/!#a 1��%�	 ����	 !�	 �����3�� �!#�	�����!(	/	 �/#1�).	 �	/���/����!#��	��	 ������.

����.)�+/	���.	ψ, 3����5��d!#�	��	��)�����!#.	������ #	�$�	����.)�+/	���.	k.

( ) ( )1 2

1 ;
2

, ; , :

ijkl jk rkir l
k

rk jki I l L

k

z p pz
l

p p

k j P r P

ψ
ψ

∈ ∈

ψ

⎛ ⎞ +
⋅ − − + ≥ γ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∈ ψ ∈ ρ ≠ ρ

∑ ∑
(19)

"����	 ##	 $	 �����������	 ����������	 ��
���	 ��%&��	 
'��������	 �	 �(����)

��'�(�

�!� ���5;	��������3�/�!#�	!�	��95�#	�)2���/�(	/�!#)� 1��	��	/��9�!�%�	�$�!.	���,

�.)� #	zbu��/�!�%�	!�	���#��#�	&	������(	 ���	./�%$9�!#�!�	/	�/����!#.	"����!�%���.

�����/	 ��95�#	 �)2���/��"8	 <	 �'���.2�/�!��	 �$�	 ��%�	 ����!#�	 ����$.	 ����������!��

�����/�!�	�1	��!���enia zestawione w tabeli 2.



0�M ����)	��%#���

�� �!�	�
�����/#�!#�	#!��)�+/(	��������+/	/� 5�#�/��"		����	��#�!!��"	:	�$�	���#��.	&&

Indeksy: 

i –������
����
���
����	����
� �i ∈ I = {1,…,M}; k –�
���$���	���� �k ∈ K = {1,…,W}; 

j –������
�����	�'���
������� �j ∈ J = {1,…,N}; l – okres (jednostkowy); l ∈ L = {1,…,H}; 

!����������"�
���# 

aijk – 
���.���
����
���
��k, sprzedawanych �����������
��i odbiorcy j&�����'���"(
�� 
do upustu; 

bijk – 
kwota upustu danego odbiorcy j������������
��i����(������"��������(� 
�������'(�
���
��k����
����������(
�"�
����"����"�aijk 

c1ijl – 

������	���������������"�������������	�����������
���ów: i, j wykonywanej  
w okresie l; 

c2ik – 
����
���
����	����"�k sprzedawanej przez producenta i; 

c3jk – ����������'�������,����+����������������
���
����	����"�k do producenta j; 

c4jk – 
����������������������������"��������������������
���
��k  
����	�����������
�����j; 

dikl – ����'������
�����i&�����
�(
��
���
��k w okresie l; 

pjkl – ������$���������������������
�����j����
���$�k w okresie l; 

vk – ���������,���"��������������������k w czasie jego transportu (z opakowaniem); 

υl – ��"�����$ samochodu dostawczego, dysponowanego w okresie l; 

A – zbiór par (j, k*&�������
���$���	�����k�"������������������������
"������	adzie j; 

K – zbiór par (i, k*&�������
���$���	�����k�"�������������������	�����������
�nta i; 

P – zbiór trójek (i, k, l), gdzie producent i���������������������������
���
��k w okresie l; 

R – 
zbiór trójek (j, k, l), gdzie producent (odbiorca) j ma zapotrzebowanie  
���
���
��k w okresie l; 

T – 
zbiór trójek (i, j, l*&��������"(
���������l&�������
����'����"�����������rt  
od producenta (dostawcy) i do producenta (odbiorcy) j; 

U – 
zbiór trójek (i, j, k), gdzie producent i�������
��"(
��
���
����	�����k  
do odbiorcy j������"��������&���(����������������������������"���
����
���
��k. 

Zmienne: 

xijkl  – liczba sztuk c���
��k��������������
��������������	�����������
����#�i, j w okresie l; 

yijk��-��&�"�'�����������������"��������������������
����
���
��k&���"(
�������"�
���������� 
�������������	��������oducentów i, j wynosi co najmniej aijk, inaczej yijk = 0; 

zijl -��&�"�'�������������l�������"�
������������������������	�����������
����#�i, j. 

gjkl  –���
����
���
����	����
��k����(
�
�����������������	�����������
�����j w okresie l; 

qjkl  –���
���������"(
�
��������
���
����	����
��k�����	�����������
�����j w okresie l; 
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Model matematyczny:
��#!#��$#��/�;=

( )
( )( )

2

1 3 4
, , ,

ik ijkl ijk ijk
i I j J k K l L i I j J k K

ijl ijl jk jkl jk jkl
i j l T j k A l L

c x b y

c z c q c g

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

− +

+ + +

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
(20)

przy ograniczeniach:

( )( ): , , : , ,

; ;ijkl jkl
i I l L i j l T l L j k l R

x p j J k K
∈ ∈ ∈ ∈ ∈

= ∈ ∈∑ ∑ ∑ (21)

( )
( )

: , ,

; , ,ijkl ijk ijk
l L j k l R

x a y i j k U
∈ ∈

≥ ∈∑ (22)

( )
( )

: , ,

; , ,k ijkl l
k K i k l P

v x i j l T
∈ ∈

≤ υ ∈∑ (23)

( )0; , ,ijkl
k K

x i j l T
∈

= ∉∑ (24)

( ); , ,ijkl ijl
k K

x z i j l T
∈

≤ α ⋅ ∈∑ (25)

( )( ): , , : , ,

; ; ;ijkl ik
j J i j l T L l i k P

x d i I k K l Lτ
∈ ∈ τ∈ τ≤ ∧ τ ∈

≤ ∈ ∈ ∈∑ ∑ (26)

( ): , , :

; ; ;jk ijk jkl
L l j k R l l i I

p x q j J k K l Lτ τ
τ∈ τ≤ ∧ τ ∈ τ∈ τ≤ ∈

− ≤ ∈ ∈ ∈∑ ∑ ∑ (27)

( ): : , ,

; ; ;ijk jk jkl
L l i I l l j k R

x p g j J k K l Lτ τ
τ∈ τ≤ ∈ τ∈ τ≤ ∧ τ ∈

− ≤ ∈ ∈ ∈∑ ∑ ∑ (28)

{ }, 0,1 ; ; ; ;ijkl ijlx z i I j J k K l L∈ ∈ ∈ ∈ ∈ (29)

��$�4!�5;	 @��A	 �2.4�	��	�#!#��$#��� #	 )����+/	�3�2.%#	 2���.�"�	�����/(	/5�+�	)�+,

���"	/��+4!#�!�=	 )�����	 ��).�.	 ��95�#	 �)2���/��"	 �����	 ����.��!�+/	 �2�4�!��"	/���,

3+/	 @�)2��!#)	 �A(	 ./�%$9�!#� 1��	 ��3���	 ��	  ��!�����/�	 ��).��	 �)��5$�!� 	 $#��3�	 ���.)



0�O ����)	��%#���

@�)2��!#)	 �AB	 )�����	 ���!�����.	 @�)2��!#)I�AB	 )�����	 �/#1��!�	 �	 !#�����#!�/�5�#1	 �����/

��95�#	 �)2���/��"	 ��	 ����.��!�+/	 �2�4�!��"	 /���3+/(	 )�+��	 �/#1��!�	 �1	 �=	 )����#	 ��

)�4��	��#��	@�)���A	��+J!#�!#�	/	�����/#�	��95�#(	)������#	��%���!�/a!#�	��95�#	������,

���!��"	���������#!�/�8	��$� !�	/��.!)#	����������!�	����/!#� 1=	@��A	:	���������!#�

/���%�!� 	 $#��3�	��95�#	 �)2���/��"	��	)�4��%�	����.��!��	�2�4�!��"	/���3+/B	 @��A	:

.��$�4!#�!#�	��!�	��95�#	�)2���/��"	��	����/#�!� 	 ��!�����/�	$#��3�	���.)	���"	��95�#B

@��A	:	�#� ���	!�	���������!�	��95�#	/	�����!�/�!��	/	��!��	�)���#�	5���).	���!�����.B

@�0A	:	�$#�#!�� 9	���!�����.	��95�#	�)2���/��"	/	�)�����"	@�!#��"A(	%��	5���)#	���!�����.

���#9���	�������%+$!��#	��)2����#	�1	!#�����9�!�B	@�LA	:	/��!����!#�	 ���!�����+/	��,

�#9���	��)2����#B	@�MA	:	��3���#����!#�	�����	��).���	!#�����9�!� 	$#��3�	��95�#	�)2���,

/��"	/	��)2���#�	����.��!��	���"	��95�#B	@�GA	:	/��!����!#�	!#���3��+/	@3��)+/A	��95�#

�)2���/��"	 /	 �������%+l!��"	 �)�����"	 �$�	 ��)2��+/	 ����.). 1���"	 �2�4�!�	 /���3�B

@�OA	 :	 /��!����!#�	 �$�	 ����.��!�+/	 �2�4�!��"	 /���3+/	 !��/�4�)	 ��95�#	 �)2���/��"

/I)�$�jnych okresach; (29) – odpowiednie typy zmiennych.

"����	###	$	 �����	
�����(������	���������(�	�����'�*�

P$�	 )�4��%�	 ����.��!��	 �2�4�!��"	 /���3+/	 3.��/�!�	  ���	 �����%+2�/�	 "����!�,

%���	����.k� #8	P������/�!�	 ���	�!	��	"����!�%���.	�����/	��95�#	�)2���/��"(	�3.��,

/�!�%�	 !�	 ���#��#�	 &&8	 F�	 ������/#�	 �!�!��"	 ����+/	 �����/	 ��95�#	 �)2���/��"	 �!�!�

 ���	 /����5;	 ��������.	 rk :	 ����!�.	 %���/�5�#	 /�)�!�/�!#�	 ������ #	 �$�	 ����.)�.	 k8

P�!�	��	/�)�������/�!�	�1	��	��!�/!�%�	���/#1��!#�	����!#�	/��!����!#�	"����!�%��,

�.	����.)� #	:	�'���.2�/�!�%�	�$�	���#��.	&(	.�.��2!#�!�%�	�	/��.!�)	@��A8	��$�4!�5;

��	����/!#�	/�)�!�/�!#�	������ #	�$�	����.)�.	k	���#���	/����(	%��	�1	���������!�	����,

/#��!#�	��95�#	�)2���/�8

; ; : 1; ;ijkl k k ijl z r i I j J k K l L⋅ ≥ ∈ ∈ η = ∈ ∈ (30)

+�	,'
��������	� !���������

Wer�'#)�� �	������	��)�!�!�	 �����2�	/	�����#.	 �	 ��)#���	 ������$#��� #	 ���)���!� =

6��(	��78	�����/�	����)2���	���/#1��!�	�$�	�����"	��)2��+/	:	����.��!�+/	��95�#	�)2���,

/��"	����	�#9�#.	��)2��+/	:	����.��!�+/	�2�4�!��"	/���3+/8	E)�������!��	�3$#���!#�,

/�	 ���/�$#2�	 ��)�!�;	 ��/!��"	 ���+/!��	 �$�	 ��)2��+/	 :	 ����.��!�+/	 ��95�#	 �)2���,

/��"8	 >������/����!�	  �	 �$�	 �	 %�.�	 �����	 �����/��"8	 <	 ��3�$#	 �	 �����/#�!�	 ���������

���"	%�.�	����	/����5�#	5���!#�	/�!#)+/	���+/!��	�$�	�������%+$!��"	����.��n�+/	�2�,

4�!��"	/���3+/8	��4��	�	�����/��"	%�.�	�3� ��/�2�	��	����)2��+/8

>��+/!�!�	 ���/#1��!#�	 �������!�	 �$�	 ������/�!� 	 ������	 �	 /�!#)��#(	 /	 )�+���"

./�%$9�!#�!�	 ��4$#/�5�#	 ��/���+/	 ��	 �����!	 /���5!#� 	 ��/#����!��"(	 %��#�	 ����$�

����������!�	�$�		�������%+$!��"	��)2��+/	:	���.2+/	@���#��	&	#	&&A	������	��#��!�	�1
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!�)�/�	���� 5�#�	��	%�������)#	��%���!�/� 	@�1	3.'���	�#9�����eracyjne lub ich brak).

�� �!�	+
>��������	%�.�	�����/��"	�����	#	/�!#)#	�)�������!�+/	�3$#���!#�/��"
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��������/#�!�	/I�����	6M7A	�	��������	�	3.'����#	�#9���������� !��#	@��#��!�	/I!#!#� ,

����	����).$�A8	E$#�#!�� �	3.'��+/	�#9���������� !��"	/�2�!92�	!�	/��2.4e!#�	�2.%�5�#

.�����%�/�!#�	�	�)�2�	G(QO(GR	����	/�����	)����+/	�	0(0QL(�R8	>��+/!�!#�	 ��	�����2�

��)�!�!�	����/#5�#�	����	��2�4�!#.(	4�	/�	/����t)#�"	��)2����"	����.)�� !��"	�1	 ��!�,

)�/�	����	�����2y/+/	����	 ��!�)�/�	����� �	%�������)#	��%���!�/� 8	���.2�/�	�"�,
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�.41	��$��9=	�$������!�5;8	P� �	 ��	��4$#/�5;	��+4!#��/�!#�	�������%+l!��"	  �%�	�%!#/	:

��)2��+/	����.)�� !��"(	���$#	!�8	)�!'#%.��� #	�����!(	��%�!#��� #	�����2ywów produktów.
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jednokierunkowego 
�����	����������	����
���'����"(
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systemu bez buforów 
(z blokowaniem maszyn) 
z systemem z buforami 

Grupa ϑ M N W H B ξ1 θ1 ξ2 θ2 

1 2 6 12 4 20 12 9,2 5,4 8,7 5,2 

2 3 6 14 6 30 12 9,0 5,3 8,1 4,7 

3 4 8 16 7 35 16 8,5 4,9 7,9 4,4 

Liczby: ϑ – stadiów, M – maszyn, N – typów operacji, W – typów produktów, H – przedzia	��� 
                   czasowych, B –��������"�����
����%���������������
�"��
�. 
     ξ1, ξ2  –�������������	����
��������������&�θ1, θ2 – porównanie kosztów ponoszonych   
                   w ��(zku z nieterminowym wykonaniem produktów, gdzie np.: 

( )1 max max max max max/ ; ,I II II I IIC C C C Cζ = −  –��	����
���
�������,����#���������"���������������&�

������������'����
�(��������)������$������������*.�

( )1 / ; ,I II II I IIF F F F Fθ = − �3���������������������(�����������������������������

��������&�����
��������#���������"���������������&�������������������.�
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)�4��	��)2��	����.)�� !�	�14�	��	���2!#�!#�	!#�	��$)�	/��.!)+/	#$�5�#�/��"(	�$�	�+/!#�4

�����wych.
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/#1���	 ���y��$!��"	 �$�	 �����	 ���/#1��/�!��"	 !�	 �������%+$!��"	 ���#����"	 ������8

<�2�!92�	��	 ��!�)	!�	������"2�!!�5;	�3$#����8	<�)�������!#�	��#��!��"	��$�4!�5�#	��,

��������!��"	 /	 �$%�����#�	 ".�������!��(	 !�8	 ��$�)���� !��(	 �)�+�#2�3�	 /#�$�)���!#�

�����	�3$#����	�$�	�������%+$!��"	�����(	��%�����2�3�	 ��!�)	 �)�5;	���/#1���8

���.2�/�5;	 /�	 /�����%�!#.	 ����1���!#��	 2���.�"�	 �����/(	 )�+�1	 �"���)�����. �

�#9	 ������(	 )������!#�	 /�2�/�	 !�	 ��4$#/�5;	 ��"����!�%����/�!#�8	 ��)�.�$!#�!�	 "��,

��!�%�amy produkcji ��4!�	3.��/�;	��$)�	�$�	���"	��)2��+/(	�$�	)�+���"	/���%�!�	 ���

��#�!�	.�����%�/�!#�	������ #8

>�������/#�!�	 �$�	 �������%+$!��"	 ���#��+/	 ������	 ����$�	 ����������!�	 ��%1

3�;	 ����/i5�#�	 �����'#)�/�!�(	 ���3.��/�!�8	 ��#�!�	 ��%1	 �������;	 �������%+$!��"

���.2+/	:	��)2��+/8	��%1	�!�	3�;	�/#1��!�	��	���.)�.�1	���).	�����!�/�%�	/	��)2�,

��#�	 @$#!#�	����.kcyjna, gniazda produk�� !�(	���� !#)#	 ��95�#(	�����!�	 �+/!�$�%2�A(	��,
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�����2�/	powrotny), czy z kryterium optymalizacji.
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