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Metoda analizy miniméw lokalnych
w rozwigzywaniu pewnych problemow
optymalizacji dyskretnej

1. Wstep

Wiele praktycznych problemoéw zwiazanych z procesem podejmowania decyzji z dzie-
dziny planowania, zarzadzania oraz sterowania sprowadza si¢ do rozwiazania pewnego
problemu optymalizacji dyskretnej. Poniewaz zazwyczaj sa to problemy NP-trudne, stad
w praktyce do ich rozwiazywania stosuje si¢ niemal wylacznie metody przyblizone. Obec-
nie najlepszymi znanymi w literaturze i najczgsciej stosowanymi sa metaheurystyki: poszu-
kiwania z zabronieniami (tabu search), symulowane wyzarzanie (simulated anealing) oraz
algorytmu genetycznego (genetic algorithm). Dla wielu probleméw, przede wszystkim tych
z regularnymi funkcjami celu, wyznaczone przez nie rozwigzania roznig si¢ zaledwie o kil-
ka procent od optymalnych. Zdecydowanie gorzej radzg one sobie z problemami, dla kto-
rych nie sa obecnie znane wtasnos$ci umozliwiajace przeglad posredni rozwigzan (jak np.
wlasnos$ci blokoéw, Nowicki i Smutnicki [3] oraz Grabowski i Wodecki [2]). Jednym z man-
kamentow tych heurystyk jest stabe korzystanie z historii obliczen. Stad w praktyce bywaja
duze ktopoty z opuszczeniem minimum lokalnego. W tym celu zazwyczaj stosuje sig restart
algorytmu.

W pracy przedstawiono metode konstrukcji algorytméw przyblizonych dla proble-
mow optymalizacyjnych, ktorych rozwiazaniami dopuszczalnymi sa permutacje. Jej idea
jest opata na nastgpujacym przypuszczeniu: jezeli w roznych permutacjach, bgdacych mini-
mami lokalnymi, na pewnych pozycjach sa te same elementy, to w rozwiazaniu optymal-
nym elementy te beda by¢ moze takze na tych samych pozycjach. Do wyznaczania mini-
mow lokalnych stosujemy algorytm poszukiwania zstgpujacego (descending search).

Proponowana metodg konstrukcji algorytmow zastosowano do problememu wy-
znaczenia kolejno$ci wykonywania zadan na dwoch maszynach, z minimalizacja sumy
kosztow op6znien zadan wykonanych nieterminowo. Zagadnienie to jest w literaturze
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oznaczane przez 2|F|Xw,T; i nalezy do klasy problemow silnie NP-trudnych. Wyniki obli-
czeniowe algorytmu porownujemy z wartosciami doktadnymi (dla mniejszych rozmiarow
danych) oraz wynikami algorytmu NEH [4].

2. Metoda analizy minimow lokalnych

Niech IT bedzie zbiorem permutacji elementow ze zbioru J = {1, 2, ..., n}. Rozpatru—
jemy problem optymalizacji dyskretnej polegajacy na wyznaczeniu permutacp n e I ta-
kiej, ze

F(n')=min{Be I1:Be I},
gdzie funkcja celu
F:T1 = R* U{0}.

Wprowadzamy oznaczenia:

*

T — najlepsze wyznaczone przez algorytm rozwigzanie,
n — liczba elementéw w populacji,
P - populacja w i-tej iteracji algorytmu,
LocalOpt(n) — procedura lokalnej optymalizacji, gdzie & jest rozwigzaniem startowym,
LM' — zbiér miniméw lokalnych w i-tej iteracji, LM' ={f,#,, ..., f,}, gdzie
~ ftj=LocalOpt(n;), m;e P,
FS' — zbi6r elementow i pozycji ustalonych w i-tej iteracji.

Dziatanie algorytmu rozpoczyna si¢ od wyznaczenia populacp poczatkowe;j P (zazwy-
czaj jest ona generowana losowo). Za suboptymalne rozwiazanie T przyjmujemy najlepszy ele-
ment z populacji P°. Niech i bedzie numerem iteracji algorytmu. Nowa, i+1 populacja (tj. zbi6r
permutacji P”l) jest generowana w nastgpujacy sposob. Dla biezacej populacji P! wyznacza
si¢ zbior miniméw lokalnych LM i (dla kazdego elementu 7t € P! wykonujac procedurg Lo-
calOpt(m), tj. procedurg lokalnej optymalizacji). Nastgpnie ustala si¢ elementy wystgpujace
na tych samych pozycjach w wielu minimach lokalnych, tworzac zbiér elementéw i pozycji
ustalonych FS+! (ustalanych element ma dodatkowy parametr wiek). Kazda permutacja no-
wej populacji P**! ma ustalone elementy (na ustalonych pozycjach) ze zbioru FS "1 Na
pozostale (wolne) pozycje sa losowo wyznaczane elementy wolne. Jezeli ponadto w biezacej
populacji istnieje permutacja § € LM ! dla ktérej F(B) < F (n*), to za permutacjg T przyjmu-
jemy B. Algorytm konczy dziatanie po wygenerowaniu z géry ustalonej liczby iteracji.

Z ewolucja populacji zwiazane sa dwie nastgpujace funkcje:
FixSet(LM', FS®) — procedura wyznaczajaca zbior elementow i pozycji ustalonych
w nastegpnej iteracji algorytmu, FS AR = FixSet(LM', FS"),
NewPopul(FS ) — procedura generujaca nowa populacj¢ w nastgpnej iteracji algo-
rytmu, P! = NewPopul(FS").
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Ponizej przedstawiamy schemat algorytmu opartego na analizie miniméw lokalnych.

Algorytm analizy miniméw lokalnych
wyznaczy¢ losowa populacj¢ poczatkowa P = {my, Ty, oo T}
wyznaczy¢ T takie, ze
F(n*) =min{F(n): T e PO}
i = 0; {numer iteracji}
FS' « @& {zbior elementow i pozycji ustalonych}
repeat
Wyznaczy¢ zbior miniméw lokalnych LM = {fu, Ty, .., Ty}, gdzie
ft; = LocalOpt(r;), m;e P';
for j:=1 to 1 do
if F(ft;)<F(n*) then
T 75
wyznaczy¢ zbior elementéw i pozycji ustalonych
FS™ = FixSet(LM ", FS')
wygenerowa¢ nowa populacjg Pi+l=NewP0pul(FS i);
ir=i+1;
until not Kryterium zatrzymania.

Do wyznaczania miniméw lokalnych jest stosowany szybki algorytm oparty na meto-
dzie lokalnych popraw. Generalnie, metoda ta polega na iteracyjnym polepszaniu biezacego
rozwiazania poprzez lokalne przeszukiwanie. Rozpoczyna si¢ od pewnego rozw1qzan1a po-
czatkowego (startowego) W kazdej iteracji, dla biezacego rozwigzania x' wyznacza sig
jego otoczenie N(x') — podzbidr zbioru rozwiazan dopuszczalnych. Otoczenie jest genero-
wane przez ruchy, tj. ustalone przeksztalcenia rozwiazania x'. Nastepnie z otoczenia jest
wyznaczany najlepszy element X ktory przyjmuje si¢ za biezace rozwiazanie w nastgpne;j
iteracji. Liczba iteracji takiego algorytmy nie powinna by¢ wigksza niz n, a jego zlozono$¢
obliczeniowa O(n3). Dzigki temu, w krotkim czasie, bedzie mozna badaé duza liczbe roz-
nych minimoéw lokalnych.

Na poczatku kazdej iteracji algorytmu opartego na metodzie analizy miniméw, za
zbidr elementéw i pozycji ustalonych FS' przyjmujemy FS i1 tj. FS' « FS =1 po wyzna-
czeniu miniméw lokalnych (procedura LocalOpt), na elementach zbioru FS* sa wykonywa-
ne nastgpujace operacje:

— zmiana wieku kazdego elementu,
— usunigcia najstarszych elementdw,
— wstawienia nowych elementéw oraz nadanie parametrowi wiek wartosci 1.

Niech P’ = {my, T, ..., T} bedzie M-elementowa populacja w i-tej iteracji algo-
rytmu. Dla kazdej permutacji T; € P!, stosujac algorytm poszukiwan lokalnych (procedura
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LocalOp{(m))), wyznaczamy zbiér miniméw lokalnych LM i ={f,ft, ..., 7ty }. Dowolna
permutacja t jE€LM ! jest postaci:

ft; = (1,7 Q2), ... Tt ().

Przez
nr(a,l)=\f;e LM": #;(l)=a},

oznaczamy liczbg permutacji ze zbioru LM L w ktérych na pozycji / znajduje si¢ element a.

nr(a,l)
n

Jezeli a € J jest elementem wolnym w i-tej iteracji oraz 2 ®(i) (P jest parametrem

ustalanym eksperymentalnie), to element a ustalamy na pozycji /.

Nastgpnie wiek kazdego ustalonego elementu zwigkszamy o 1. Jezeli a € J jest ele-
mentem ustalonym oraz jego wiek y(a) > I'(i) (gdzie I'(i) jest parametrem wyznaczanym
eksperymentalnie), to element a zwalniamy (usuwamy) ze zbioru FS !, Bardziej szczegdto-
Wy opis omawianej metody oraz jej parametrow jest zamieszczony w pracy Bozejki i Wo-
deckiego [1].

3. Dwumaszynowy problem szeregowania zadan

Dany jest zbior n zadan:
J={1,2,3, .., n},

ktére maja by¢ wykonane przy uzyciu dwoch maszyn ze zbioru M = {1, 2}. Zadanie
i € J nalezy wykona¢ kolejno na kazdej z maszyn, przy czym wykonywanie zadania na
maszynie drugiej mozna rozpoczaé dopiero po zakonczeniu wykonywania tego zadania na
maszynie pierwszej oraz kolejno§¢ wykonywania zadan na obu maszynach musi by¢ taka
sama. Maszyna, w dowolnej chwili, moze wykonywac co najwyzej jedno zadanie oraz wy-
konywanie zadania nie moze by¢ przerwane.

Dla zadania i € J, niech w;, d;, p,-l, pi2 beda odpowiednio wagq funkcji kosztow, linig
krytycznq oraz czasem wykonania zadania na maszynie pierwszej i drugiej. Jezeli ustalona
jest kolejno$¢ wykonywania, a C; jest terminem zakonczenia wykonywania i-tego zadania
(na drugiej maszynie), to T;=max{0, C; — d;} zwane jest opdzZnieniem, a f(C;) =w; * T;
kosztem op6znienia (wykonywania zadania).

Problem minimalizacji sumy kosztow opoznien zadan wykonywanych na dwoch maszy-
nach (TFST) polega na wyznaczeniu takiej kolejnosci wykonywania zadan, ktéra minimali-

n

zuje sumg kosztow ich wykonywania, czyli minimalizuje ¥ f (Cy).
k=1
Niech IT bedzie zbiorem wszystkich permutacji zbioru zadan J. Kazda permutacja

n € J wyznacza jednoznacznie pewne uszeregowanie zadan ze zbioru J — kolejno$¢ wy-
konywania, jednakowa na obu maszynach. W uszeregowaniu tym zadanie n(i) € J jest
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wykonywane, na kazdej maszynie, jako i-te w kolejnosci (1 < i < n). Oznaczmy przez C ch.(i)
termin zakonczenia wykonywania zadania m({) na maszynie j (j = 1, 2). Wowczas
Cn(i) = C,%(l-) jest terminem catkowitego zakonczenia wykonywania tego zadania w permu-
tacji, a termin zakoficzenia wykonywania ostatniego zadania, czyli Cr(;) nazywamy dlugo-
Sciq permutacji T.

Oznaczmy przez:

F(m) =Y, faity(Criy)s
t=1

wage permutacji T € T1.

Latwo zauwazy¢, ze rozwazane zagadnienie TFST sprowadza si¢ do wyznaczenia per-
mutacji optymalnej (o najmniejszej wadze) w zbiorze wszystkich permutacji € I1. Do jego
rozwigzania bgdzie stosowany algorytm oparty na metodzie analizy miniméw lokalnych.

4. Wyznaczanie minimow lokalnych

Do wyznaczania miniméw lokalnych zastosowano algorytm zstgpujacy oparty na me-
todzie lokalnych popraw. Algorytm rozpoczyna obliczenia od pewnego rozwigzania po-
czatkowego (startowego). W kazdej iteracji, dla biezacego rozwiazania T, wyznacza si¢
jego otoczenie N(m) — podzbiodr zbioru rozwiazan dopuszczalnych. Otoczenie jest genero-
wane przez ruchy, tj. ustalone przeksztalcenia rozwiazania . Nastgpnie, z otoczenia jest
wyznaczany najlepszy element 3, ktory przyjmuje si¢ za biezace rozwiazanie w nastepnej
iteracji.

Algorytm zstepujacy
Niech B € IT bedzie rozwiazaniem startowym;
repeat
T« f3;
Wyznaczy¢ permutacje B € N(m) taka, ze F(B) = min{F(d): 6 € I1};
until F(r) > F(B).

Ponizej zamieszczamy krotki opis najwazniejszych elementéw algorytmu.

Ruch i otoczenie

W kazdej iteracji algorytmu zstgpujacego jest wyznaczane otoczenie — podzbidr zbio-
ru rozwigzan dopuszczalnych. Jest ono generowany przez ruchy — przeksztatcenia okreslo-
ne na zbiorze wszystkich permutacji.

Niech ki [ (k < ) bedzie para pozycji w permutacji:

1= (1), 7(2), ...,k — 1), (k) 7k +1), ..., 7w(l = 1), 7(), (I +1), ..., (1))
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Ruch typu wstaw (insert) oznaczany przez ilk , polega na przestawieniu zadania n(k)

z pozycji k na pozycjg [. Generuje on permutacjg ilk (m)= TE;( e I1, gdzie:

(k). i=1,
¥ (i) = {n(i), I<i<k,

(i +1), i=k,k+1,...,1-1.

Ruch ilk w przypadku, gdy k > [ definiujemy podobnie. Wszystkich takich ruchéw
(moc otoczenia) wynosi n(n — 1).

5. Wyniki obliczeniowe

Przedstawiony w poprzednim rozdziale algorytm zostal zaprogramowany w jezyku
C++ 1 byt testowane na wielu losowo generowanych przyktadach. Sposob generowania da-
nych jest zmodyfikowana wersja, przedstawionej w pracy Potts i Van Wassenhove [5], meto-
dy dla problemu z jedna maszyna. Kazdy przyklad sktada si¢ z n czwoérek (w;, pil, p,-z, d)),
gdzie n jest liczba zadan, a w;, pi1 , pl-2 ,d; sa odpowiednio: waga funkcji kosztéw, czasem
wykonywania na pierwszej i drugiej maszynie oraz ling krytyczna dla i-tego zadania. Waga
funkcji kosztow oraz czasy wykonywania sa realizacja zmiennych losowych o rozktadzie
jednostajnym odpowiednio na przedziale [1,10] oraz [1,100]. Wartosci linii krytycznych sg
zalezne od wczesniej wygenerowanych czasdw wykonywania oraz dwdch parametrow
RDD (relative of due dates) oraz TF (average tardiness factor), ktore przyjmuja wartosci ze
zbioru {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0}. Linie krytyczne sa realizacja zmiennej losowej o rozktadzie
jednostajnym na przedziale [C,,.(1 — TF — RDD/2), C..(1 — TF + RDD/2)], gdzie C,,,«
jest maksymalnym czasem wykonywania n zadan, z wczesniej wygenerowanymi czasami
wykonywania, tj. rozwigzaniem zagadnienia minimalizacji czasu wykonywania wszystkich
zadan (2|F|Cp.y)- Warto$ci parametréw TF i RDD determinuja trudno$¢ generowanych
przyktadow. Wzrost pierwszego wspotczynnika powoduje zmniejszanie si¢ wartosci linii
krytycznych, a zmniejszanie drugiego — zawgzanie przedziatu, z ktdrego sa one losowane.
Dla kazdej pary parametréw RDD i TF (w sumie 25 par) generowano 5 przyktadow, czyli
dla ustalonej liczby zadan generowano 125 przyktadéw. Uzyskane wyniki przedstawiono
w tabeli 1. W kolumnie drugiej i trzeciej, dla liczby zadan n = 20, 30, 40 i 50, zamieszczono
sredni blad wzgledny algorytmow przyblizonych NEH i AML w stosunku do warto$ci
optymalnych (wyznaczonych przez odpowiednio zaadaptowany algorytm optymalny z pra-
cy Wodeckiego [6]). Natomiast w kolumnie czwartej, przedstawiono $redni blad wzgledny
rozwiazan algorytmu AML w stosunku do warto$ci wyznaczonych przez NEH (tj. poprawg
tych rozwiazan).
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) Tabela 1
Sredni procentowy btad wzgledny algorytmow
Liczba zadan | Sredni procentowy blad wzgledny | $rednia procentowa
" Algorytmu NEH | Algorytmu AML wzgledna poprawa*
20 211% 0.00% -2.11%
30 2.94% 0.05% -3.04%
40 4.01% 0.11% —4.38%
50 7.36% 0.48% -13.23%
100 - - -18.72%
150 - - —23.57%
200 - - —29.13%

* Srednia procentowa wzgledna poprawa rozwiazania wyznaczonego przez NEH.

Na podstawie zamieszczonych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze algorytm oparty na me-
todzie analizy miniméw lokalnych AML wyznacza bardzo dobre rozwiazania. Pomimo ze
do wyznaczania miniméw lokalnych zastosowano bardzo prosty algorytm zstepujacy,
otrzymane wyniki (dla liczby zadan n=20,30,40 i 50) niewiele r6znia si¢ od optymalnych.
Jednoczesnie sa one znacznie lepsze od tych wyznaczonych przez algorytm NEH. Z kolei
dla wigkszych rozmiaréw danych (z powodu braku wartosci optymalnych) poréwnano je-
dynie oba algorytmy przyblizone. W tym przypadku algorytm AML znacznie poprawit roz-
wiazania wyznaczone przez NEH. Szczegolnie jest to widoczne dla duzych przyktadow.

6. Podsumowanie

W pracy przedstawono metodg rozwiazywania permutacyjnych problemow optymali-
zacyjnych oparta na analizie miniméw lokalnych. Zastosowano ja w konstrukeji algorytmu
rozwiazywania NP-trudnego dwumaszynowego problemu szeregowania zadan z minimali-
zacja sumy kosztow opoznien. Przeprowadzono eksperymenty obliczeniowe, ktore wyka-
zaly duza efektywnos¢ opisanej metody.
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