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( �%�	0�����&���&'	0��#%��1*	�* 2����&'	�	0��&����	0�/�,��*�� �	/�&��, 	�3/� �4
/� ��	 0%anowania, za��2/��� �	 ����	 �����*�� �	 �0��*�/��	 � 5	 /�	 ���* 2��� �	 0�*��6�
0��#%���	 �0����% ��&, 	 /��������,7	 $�� �*�.	 ���*�&��,	 �2	 ��	 0��#%���	 8$4���/��!	 ��2/
*	0�����&�	/�	 &'	���* 2��*�� �	��o��,�	� 5	� ���%	*�)2&�� �	���o/�	0���#% .���7	�#�&4
� �	��,%�0���� 	������ 	*	% ���������	 	��,&�59& �,	�����*���� 	�2	����'�������� :	0oszu-
kiwania z zabronieniami (tabu search;!	����%�*���	*�.����� �	<simulated anealing) oraz
algorytmu genetycznego (genetic algorithm). Dla wielu problemów, przede wszystkim tych
z regularnymi funkcjami celu, wy���&����	0����	� �	���* 2��� �	�1.� 2	� 5	��%�/* �	�3� %4
��	0��&���	�/	�0����%��&'7	�/�&�/�*�� �	6����,	��/�2	���	��# �	�	0��#%���� !	/%�	��14
��&'	� �	 �2	�#�&� �	 �����	*)����9& 	 ���.% * a,2&�	0���6%2/	0�9��/� 	 ���* 2��=	 <,��	�07
*)����9& 	#%��1*!	8�* &� 	 	>���� &� 	?�@	����	A��#�*�� 	 	(�/�&� 	?�@;7	B�/���	�	���4
������1*	��&'	'��������	,���	�)�#�	��������� �	�	' ����  	�#% &��=7	>�2/	*	0�����&�	#�*�,2
/�.�	�)�0���	�	�0���&��� ��	� � ���	%���%��6�7	(	���	&�%�	���*�&��,	�����,�	� 5	���tart
algorytmu.

(	 0��&�	 0���/���* ���	 ����/5	 ��������&, 	 �%6�����1*	 0���#% .���&'	 /%�	 0��#%�4
�1*	 �0����% ��&�,��&'!	 ��1��&'	 ���* 2��� �� 	 /�0���&��%��� 	 �2	 0������&,�7	 B�,	  /��
,���	�0���	��	����50�,2&��	0���0���&��� �:	,�.�% 	*	�1.��&'	0�����a&,�&'!	#5/2&�&'	� � 4
��� 	 %���%��� !	 ��	0�*��&'	0���&,�&'	 �2	 ��	 ����	�%������!	 ��	*3���* 2��� �	�0����%4
���	�%������	 ��	#5/2	#�C	��.�	 ���.�	��	 ��&'	����&'	0���&,�&'7	D�	*����&��� �	� � 4
�1*	%���%��&'	�����,���	�%6�����	0����� *�� �	���50�,2&�6�	<descending search).

Prop���*��2	 ����/5	 ��������&, 	 �%6�����1*	 �������*���	 /�	 0��#%�����	 *�4
���&��� �	 ��%�,��9& 	 *�����*�� �	 ��/�=	 ��	 /*1&'	 �������&'!	 �	 � � ��% ��&,2	 ����
�����1*	 �01E� �=	 ��/�=	 *�������&'	 � eterminowo. Zagadnienie to jest w literaturze
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oznaczane przez 2|F|∑wiTi  	��%�.�	/�	�%���	0��#%��1*	silnie NP-trudnych7	(�� � 	�#% 4
&��� �*�	 �%6������	0��1*��,���	 �	*����9& �� 	 /��)�/��� 	 </%�	�� �,���&'	 ���� ��1*
/���&';	����	*�� ��� 	�%6������	8GH	?I@7
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Niech Π	#5/� �	�# ����	0������&, 	�%�����1*	��	�# ���	J = {1, 2, ..., n}. Rozpatru-
jemy problem optymalizacji dyskretnej pole6�,2&�	��	*����&��� �	0������&, 	π� ∈ Π	 ��4
� �,!	.�

*( ) min{ : },F π = β ∈ Π β ∈ Π

gdzie funkcja celu

: {0}.F R+Π → ∪

Wprowadzamy oznaczenia:

π� – ��,%�0���	*����&����	0����	�%6�����	���* 2��� �!
η – liczba elementów w populacji,
Pi – populacja w i-tej iteracji algorytmu,

LocalOpt(π) – procedura lokalnej optymalizacji, gdzie π	,���	���* 2��� ��	������*��!
LM i – zbiór minimów lokalnych w i-tej iteracji, 1 2ˆ ˆ ˆ{ , , ... , }iLM η= π π π , gdzie

ˆ ( ), ,i
j j jLocalOpt Pπ = π π ∈

FSi – zbiór elementów i pozycji ustalonych w i-tej iteracji.

D� �)�� �	�%6������	���0�&����	� 5	�/	*����&��� �	0�0�%�&, 	0�&�2���*�,	P0	<���*�4
&��,	,���	���	6�����*���	%���*�;7	��	��#�0����%��	���* 2��� �	π� przyjmujemy najlepszy ele-
ment z populacji P0. Niech i	#5/� �	�������	 ����&, 	�%6������7	8�*�!	i+1 populacja (tj. zbiór
permutacji Pi+1;	,���	6�����*���	*	����50�,2&�	�0��1#7	D%�	# �.2&�,	0�pulacji Pi wyzna&��
� 5	�# 1�	� � �1*	%���%��&'	LM i	</%�	��./�6�	�%������	π ∈	Pi *�����,2&	0��&�/��5	Lo-
calOpt(π)!	 �,7	0��&�/��5	%���%��,	�0����% ��&, ;7	8���50� �	����%�	� 5	�%������	*���50�,2&�
na tych samych pozycjach w wielu minimach lokalnych, two��2&	�# 1�	�%�����1*	 	0���&, 
����%���&'	FS i+1 (ustalanych element ma dodatkowy parametr wiek;7	��./�	0������&,�	��4
*�,	 0�0�%�&, 	 Pi+1 ma ustalone elementy (na ustalonych pozycjach) ze zbioru FS i+1.	 8�
0������)�	<*�%��;	0���&,�	�2	%���*�	*����&����	�%������	*�%��7	B�.�% 	0���/��	*	# �.2&�,
0�0�%�&, 	 �tnieje permutacja β ∈ LM i, dla której F(β) < F(π�)!	��	��	0������&,5	π� przyjmu-
jemy β.	�%6�����	��=&��	/� �)�� �	0�	*�6�����*�� �	�	61��	����%���,	% &�#�	 ����&, 7

�	�*�%�&,2	0�0�%�&, 	�* 2����	�2	/* �	����50�,2&�	����&,�:

FixSet(LM i, FS i) – 0��&�/���	*����&��,2&�	 �# 1�	 �%�����1*	  	 0���&, 	 ����%���&'
*	����50��,	 ����&, 	�%6������!	FS i+1 = FixSet(LM i, FS i),

NewPopul(FS i) – 0��&�/���	6�����,2&�	��*2	0�0�%�&,5	*	����50��,	 ����&, 	�%6�4
�����!	Pi+1 = NewPopul(FS i).



����/�	���% ��	� � �1*	%���%��&'	*	���* 2��*�� �	0�*��&'	0��#%��1*777 ��J

$�� .�,	0���/���* ���	�&'����	�%6������	�0����6�	��	���% � �	� � �1*	%���%��&'7

Algorytm analizy minimów lokalnych
*����&��C	%���*2	0�0�%�&,5	0�&�2���*2	P0 = {π�, π�, ..., πη};
*����&��C	π�	��� �!	.�

F(π�) = min{F(π): π ∈ P0}
i = 0; {numer iteracji}
FS0 ← ∅   {zbiór elementów i pozycji ustalonych}
repeat

(����&��C	�# 1�	� � �1*	%���%��&'	 1 2ˆ ˆ ˆ{ , , ... , }iLM η= π π π , gdzie
ˆ ( ), ;i

j j jLocalOpt Pπ = π π ∈
for j:=1 to η do

if ˆ( ) ( *)jF Fπ < π  then
ˆ* ;jπ ← π

*����&��C	�# 1�	�%�����1*	 	0���&, 	����%���&'
FS i+1 = FixSet(LM i, FS i)

*�6�����*�C	��*2	0�0�%�&,5	Pi+1=NewPopul(FS i);
i:=i+1;

until not Kryterium zatrzymania.

Do wyznaczania minimów lokalny&'	,���	�����*���	���#� 	�%6�����	�0����	��	����4
/� �	%���%��&'	0�0��*7	A�����%� �!	����/�	��	0�%�6�	��	 ����&�,���	0�%�0���� �	# �.2&�6�
���* 2��� �	0�0����	%���%��	0��e���� *�� �7	"��0�&����	� 5	�/	0�*��6�	���* 2��� �	0�4
&�2���*�6�	<������*�6�;	x07	(	��./�,	  ����&, !	/%�	# e.2&�6�	���* 2��� �	xi	*����&��	� 5
,�6�	���&��� �	N(xi)	K	0�/�# 1�	�# ���	 ���* 2��=	/�0���&��%��&'7	��o&��� �	 ,���	6�����4
*���	 0����	 ��&'�!	 �,7	 ����%���	 0��������)&�� �	 ���* 2��� �	 xi7	 8���50� �	 �	 ���&��� �	 ,���
*yznaczany najlepszy element xi+1!	��1��	0���,��,�	� 5	��	# �.2&�	���* 2��� �	*	�a��50��,
 ����&, 7	L &�#�	 ����&, 	��� �6�	�%6������	� �	0�* ���	#�C	* 5����	� . n!	�	,�6�	�)�.���9C
�#% &��� �*�	O(n3).	D� 5� 	 ����!	*	��1�� �	&��� �!	#5/� �	��.��	#�/�C	/�.2	 % &�#5	�1.4
��&'	� � �1*	%���%��&'7

8�	 0�&�2���	 ��./�,	  ����&, 	 �%6������	 �0����6�	 ��	 ����/� �	 ���% ��	 � � �1*!	 ��
�# 1�	�%�����1*	 	0���&, 	ustalonych FS i przyjmujemy FS i–1 tj. FS i ← FS i–1.	$�	*����4
&��� �	� � �1*	%���%��&'	<0��&�/���	LocalOpt), na elementach zbioru FS i	�2	*�����*�4
��	����50�,2&�	�0eracje:

K �� ���	* ���	��./�6�	�%������!
K ���� 5& �	��,�������&'	�%�����1*!
K *���* �� �	��*�&'	�%�����1*	����	��/�� �	0��������* 	����	*����9& 	�7

Niech Pi = {π�, π�, ..., πη}	 #5/� �	 η4�%������*2	 0�0�%�&,2	 *	 i-tej iteracji algo-
rytm�7	D%�	��./�,	0������&, 	π� ∈	Pi!	�����,2&	�%6�����	0����� *�=	%���%��&'	<0��&�/���
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LocalOpt(π�)), wyznaczamy zbiór minimów lokalnych 1 2ˆ ˆ ˆ{ , , ... , }iLM η= π π π . Dowolna
permutacja ˆ i

j LMπ ∈  jest postaci:

ˆ ˆ ˆ ˆ( (1), (2), ... , ( )).j j j j nπ = π π π

Przez

ˆ ˆ( , ) { : ( ) } ,i
j jnr a l LM l a= π ∈ π =

����&����	% &�#5	0������&, 	��	�# ���	LM i, w których na pozycji l	���,/�,�	� 5	�%ement a7

B�.�% 	a ∈ J jest elementem wolnym w i-tej iteracji oraz 
( , )

( )
nr a l

i≥ Φ
η

 (Φ jest parametrem

ustalanym eksperymentalnie), to element a ustalamy na pozycji l.
8���50� �	* ��	��./�6�	����%���6�	�%������	�* 5������	�	�7	 B�.�% 	a ∈ J jest ele-

mentem ustalonym oraz jego wiek χ(a) > Γ(i) (gdzie Γ(i) jest parametrem wyznaczanym
eksperymentalnie), to element a zwalniamy (usuwamy) ze zbioru FS i.	-��/� �,	��&��61)�4
*�	�0 �	��a* ���,	����/�	����	,�,	0�������1*	,���	��� ���&����	*	0��&�	-�.�,� 	 	(�4
/�&� �6�	 ?�@7

!��"������
	��
�����
��������#���	�������$

Dany jest zbiór n	��/�=:

J = {1, 2, 3, ..., n},

które m�,2	#�C	*�������	0���	�.�& �	/*1&'	������	��	�# ���	M = {1, 2}. Zadanie
i ∈ J	 ��%�.�	 *�����C	 ��%�,��	 ��	 ��./�,	 �	 ������!	 0���	 &���	 *�����*�� �	 ��/�� �	 ��
����y� �	/��6 �,	��.��	���0�&�2C	/�0 ���	0�	����=&��� �	*�����*�� �	��6�	��/�� �	��
������ �	0 ��*���,	����	��%�,��9C	*�����*�� �	��/�=	��	�#�	�a�����&'	��� 	#�C	 ����
����7	�������!	*	/�*�%��,	&'* % !	��.�	*�����*�C	&�	��,*�.�,	,�/��	��/�� �	����	*�4
����*�� �	��/�� �	� �	��.�	#�C	0����*���7

Dla zadania i ∈ J, niech ,
1 2, , i ii iw d p p 	#5/2	�/0�* �/� �	���	
��
����
�������, ��
�	

�������
	 oraz czasem wykonania zadania na maszynie pierwszej i drugiej7	B�.�% 	����%���
,���	��%�,��9C	*�����*�� �!	�	Ci jest terminem za��=&��� �	*���nywania i-tego zadania
(na drugiej maszynie), to Ti = max{0, Ci – di} zwane jest ����
��
���, a fi(Ci) = wi ∗ Ti

kosz���	�01E� �� �	 <*�����*�� �	��/�� �;7
Problem ��
����������
����
�������
����
���
�����
����
���
���

�
�����
����y-

nach	<�N>�;	0�%�6�	��	*����&��� �	��� �,	��%�,��9& 	*�����*�� �	��/�=!	��1��	� � ��% 4

��,�	���5	�����1*	 &'	*��onywania, czyli minimalizuje ( )
1

.
n

f Ck k
k
∑
=

Niech Π	 #5/� �	 �# ����	 *������ &'	 0������&, 	 �# ���	 ��/�=	 J7	 ��./�	 0������&,�
π ∈ J	*����&��	 ,�/�����&�� �	 0�*��	������6�*�� �	 ��/�=	 ��	 �# ���	 J – ��%�,��9C	*�4
�o��*�� �!	 ,�/����*2	 ��	 �#�	 �������&'7	 (	 ������6�*�� �	 ���	 ��/�� �	 π(i) ∈ J jest



����/�	���% ��	� � �1*	%���%��&'	*	���* 2��*�� �	0�*��&'	0��#%��1*777 ��


wyko��*���!	��	��./�,	������ �!	,���	i4��	*3��%�,��9& 	<1 ≤ i ≤ n). Oznaczmy przez ( )
j

iCπ
���� �	 ����=&��� �	 *�����*�� �	 ��/�� �	 π(i) na maszynie j ( j = 1, 2). Wówczas

2
( ) ( )i iC Cπ π= 	,���	���� ���	&�)��* ��6�	����=&��� �	*�����*�� �	��6�	��/�� �	*	0����4

��&, !	�	���� �	����=czenia wykonywania ostatniego zadania, czyli ( )iCπ  nazywamy ������
���	
������acji π.

Oznaczmy przez:

( ) ( )
1

( ) ( ),
n

t t
t

F f Cπ π
=

π = ∑

��� 
���������� π ∈ Π.
O��*�	���*�.�C!	.�	���*�.���	��6�/� �� �	�N>�	�0��*�/��	� 5	/�	*����&��� �	0��4

����&, 	�0����%��,	<�	��,�� �,���,	*�/��;	*	�# ����	*������ &'	0������&, 	π ∈ Π7	D�	,�6�
���* 2��� �	#5/� e stosowany algorytm oparty na metodzie analizy minimów lokalnych.

%���
�	����	�����	�����
���
	
��

D�	*����&��� �	� � �1*	%���%��&'	�������*���	�%6�����	���50�,2&�	�0����	��	��4
��/� �	 %���%��&'	 0�0��*7	 �%6�����	 ���0�&����	 �#% &��� �	 �/	 0�*�e6�	 ���* 2��� �	 0�4
&�2���*�6�	 <������*�6�;7	 (	 ��./�,	  ����&, !	 /%�	 # �.2&�6�	 ���* 2zania π!	 *����&��	 � 5
,�6�	���&��� �	N(π)	 K	0�/�# 1�	�# ���	 ���* 2��=	/�0���&��%��&'7	���&��� �	 ,���	6�����4
*���	 0����	 ��&'�!	 �,7	 ����%���	 0��������)&�� �	 ���* 2��� �	 π7	 8���50� �!	 �	 ���&��� �	 ,���
*����&����	��,%�0���	�%�����	β!	��1��	0���,��,�	� 5	��	# �.2&�	���* 2��� �	*	����50��,
 �eracji.

&
#��
��� ���������


Niech β ∈ Π #5/� �	���* 2��� ��	������*��P
repeat

π ← βP

(����&��C	0������&,5	β ∈ N(π)	���2!	.�	F(β) = min{F(δ): δ ∈ Π};
until F(π) > F(β).

$�� .�,	��� ���&����	��1�� 	�0 �	��,*�.� �,���&'	�%�����1*	�%6���tmu.

Ruch i otoczenie
(	��./�,	 ����&, 	�%6������	���50�,2&�6�	,���	*����&����	���&��� �	K	0�/�# 1�	�# �4

��	���* 2��=	/�0���&��%��&'7	B���	���	6�����*���	0����	��&'�	K	0��������)&�� �	����9%�4
��	��	�# ����	*������ &'	0������&, 7

Niech k i l (k < l;	#5/� �	0��2	0���&, 	*	0������&, :

( (1), (2), ... , ( 1), ( ), ( 1), ... , ( 1), ( ), ( 1), ... , ( )).k k k l l l nπ = π π π − π π + π − π π + π
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Ruch typu wstaw (insert) oznaczany przez k
li , polega na przestawieniu zadania π(k)

z pozycji k	��	0���&,53l7	A�����,�	��	0������&,5 ( )k k
l li π = π ∈ Π, gdzie:

( ), ,

( ) ( ), ,

( 1), , 1, ... , 1.

k
l

k i l

i i l i k

i i k k l

π =⎧
⎪⎪π = π < <⎨
⎪
⎪ π + = + −⎩

Ruch k
li  w przypadku, gdy k > l definiujemy podobnie. Wszystkich takich ruchów

(moc otoczenia) wynosi n(n – 1).
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gdzie n	 ,���	 % &�#2	��/�=!	�	 , ,

1 2, i ii iw p p d  �2	�d0�* �/� �:	*�62	����&, 	�����1*!	&�����
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jest maksymalnym czasem wykonywania n ��/�=!	 �	*&��9� �,	*�6�����*���� 	 &����� 
*�����*a� �!	�,7	���* 2��� ��	��6�dnienia minimalizacji czasu wykonywania wszystk &'
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20 2.11% 0.00% –2.11% 

30 2.94% 0.05% –3.04% 

40 4.01% 0.11% –4.38% 

50 7.36% 0.48% –13.23% 

100 – – –18.72% 

150 – – –23.57% 

200 – – –29.13% 
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