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-��'�	��	'.�������	/���012��*�	 	����'��	�����0�	����1�	��������'���0�	/�*���*�� �

 	���/���	��* ���	'���*���'.	��*3	����1�	4�����(!�5�*�� �63	-��71��	�����"	��'���/� 8(

��	 �	 ������"�	 �3	 !�5�*�� �6(9��5�*�� �6	  	 �13	 4�����	 :!�5�*���(9��5�*����	 4�����

�,;<=	  	���/�"� ���	�/������5�� �� 	  	����������� 	������3	-�������* ���	����1	�/����(

'����	4�����>!�5�*�� �6	*	? ��1 ����	��&��	/��������*���	��	����'.	��'���/� 8��'.	��

*�/��� ���0�	 ������"�	 :!�5�*���(9��5�*����	 4�����	 �,;<=3	 !	 /��'�	 /�����@1���	 A 1�(

��A 8�	 ��&�2	 -��A����	 ������6	 4�����	 *���� "	 /��'���	 *�* ���	 /���/��*������0�	 /����

�3	�1 ���	:�1 ���	���B=�	/�������* �62'2	���������8	6���	68���	��	�/ ��	���'��* ���@' 3

����������������	���� ��!��

!	/��'�	:!�5�*���(9��5�*����	4�����	�,;<=	�������	�A����"�*�1 	����1	������(

��'���	/�*���*�� �	  rozpadu krwinek czerwonych, w postaci:

( , )
n n

t a n
t a

∂ ∂+ = −λ
∂ ∂

(1)

( , 0) ( )n t p t= (2)

0

( ) exp{ ( , ) }p t n t h a da
∞

= ρ −γ −∫ (3)

�������	�*��'�62	�*�08�	5�	 '.	'�1��	7�"�	/���� �	����1��	��&��	��*�"7�	��51 * �

*���'.�������	 ��51 *�@' 	 /��0����*�� �	  1�@' 	 ��* ���	 '���*���'.�	 /���	 ��"�6	  1�@' 

���"�'.	�5���'.	*	����1��	/�� ���62'�'.	����@1���	����	7 �1�0 '���3

����1	 :�=�	 :�=�	 :+=	 ��"���	 � 8	 �	 �&*��� �	 C��	 D��������	 :�=	 :��73	 �/3	 ������	 ���<�

�3	EE=	 	��	�/��85�� �	�*�����0�	*	/����' 	�&*��� �	'�"��*�0�	�	�/&F� �� ��	:+=3	G&*��(

� �	:�=	6���	*����� ��	7���0�*��	�1�	�&*��� �	:�=3	D���'6�

( , ) ( , ),n t a N t a
a

∂=
∂



+E� -�*�"	� ���*�� 

6���	08���@' 2	����"���	wiekowego krwinek, gdzie N(t, a)	6���	 1�@' 2	��* ���	'���*���'.

*	 ��* ��7 �0��	 ��&��	 *	 '.* 1 	 t	 � �	 /������'��62	 * ���	 a	 :��73	 !�5�*���(9��5�*����

4�����	�,;<�	�3	�E=3	�0&1��	 1�@H	��* ���	 ( ) lim ( , ).
a

N t N t a
→∞

=  Równanie (1) oraz warunek

brzegowy (�=	*�����'��62	��	*����'��� �	A���'6 	n(t, a) przy znanym p(t)3	!�/��*����(

� �	����1�	��5��	���1�FH	*	/��'�	 :!�5�*���(9��5�*����	4�����	�,;<�	 �3	�E=3	�/ ����

���	�&*� �5	�� �"�� �	��"���	��* ����*&�'��0�3

!	����1�	:�=�	 :�=�	 :+=�	*���8/�62	 ����	*�/&"'���� � I	λ, ρ, γ.	���'��� �	 ��'.	*�/&"(

'���� �&*	6���	����8/�62'�	:��73	!�5�*���(9��5�*����	4�����	�,;<�	�3	�<=3	!�/&"'���� �

λ	6���	/��*��/���7 �J��*���	5�	��* ����	��&��	*	'.* 1 	t jest w wieku a, zginie do chwili
t + 13	 !�/&"'���� � γ	 '.����������6�	 /�7��1 *�@H	 ��"���	 ��* ����*&�'��0�3	 K���	 ��

*�018���	/�������	/�����'6 	��"���	��* ����*&�'��0�	�/�*���*���	6��������*2	�� ��2

 1�@' 	��* ���	*	6������'�	'����3	���'��� �	*�/&"'���� ��	ρ	�* 2����	6���	�	��/�����7�*�(

� ��	��0�� ���	��	�1��3	$�	* 8����	��/�����7�*�� ��	���	���	*�/&"'���� �	6���	* 8����3

����1	:�=�	:�=�	:+=�	*	1 ���������	�*���	6���	����1��	4�����>!�5�*�� �63	!	1 ������(

���	 ��5��	 �/����H	 * �1�	 ���*�5�J	 ��	 7�����	 *���� �	 /�� �� �	 ��������'�����	 ��&��

�����"�	�� ��/ ��*���	���1 �2	����1�	4�����>!�5�*�� �63	G��*�5�� �	��	����'�2	� 8���

 ���� 	:��73	G��� '� 	���;�	�3	;=	 ��� �� �	� ����* �1��'.	���* 2��J	������*�'.	�&*��J

�	�/&F� ����	��0��������	��0��� �� �	���7 1��@' 	 ���* 2��J	  	'.����	�1�	 �&*��J	'�2��(

��*�'.�	��0��� �� �	 ��� �� �	� ��	� ��� ��� '��'.	�1�	� ����J'��� �*�� ���*�'.	��"�(

�&*	����� '���'.3	����1	 ��/ ��*�"	��5	��1���	7���� �	�	7 ���������� 3	-��'�	����'�2'�

����1�	4�����>!�5�*�� �6	��	�/3	:4������	��'����	!�5�*���(9��5�*��� 1981), (Dawi-
dowicz, Twardowska 2007), (Banasik 2005).

!�� �� ���	/�*�5�6	��0��� �� �	6��	 	* �1�	 ���'.	��5��	���1�FH	*	�� 25'�	�3	4�(

����	 	�393	��'����	:4������	��'���	�,,E=3	-��71���	7 ���������� 	�2	���* ���	� 8(

���	 ���� 	*	�� 25��'.	�3	D���� �	 	K3�3	�������	:D���@	���B=�	:������	���<=3

!	/��'�	:!�5�*���(9��5�*����	4�����	�,;<=	�������	� 1������� �	*���A ��62	����1

��������'����	/��&*��62'	*�� � 	��@* ��'��1��	�	���* 2��� �� 	����1�3	��5��	���*�(

5�H�	5�	����1	*	* �1�	/���/����'.	��7���	����6�	���'��* ���@H.

"��#��$� ������$�

"����%� ��! ���������$����������	����

-������1 ��6��	���* 2��� �	���'6������	�&*��� �	:�=�	:�=�	:+=3	!	���* 2��� �	���'6�(

������	n(t, a), p(t), λ(t, a)	� �	��1�52	��	'����	:��73	!�5�*���(9��5�*����	4�����	�,;<�

�3	�;=�	�����	/���jmijmy ( , ) ( ), ( ) , ( , ) ( ).n t a n a p t p t a a= = λ = λ  Wtedy mamy:

0

0 0

( ) exp{ ( ) },

exp{ exp[ ( ) ] }.

a

a

n a p s ds

p p s ds da
∞

= − λ

= ρ −γ − λ

∫

∫ ∫
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!�5��	6���	/����H	A���'6 	 ( ).aλ 	�������*���	�����"�	��*3	����*�	%��/�����	/����' I

( ) .aa Keαλ = 	�0����	� 8	���	��7���	�	����� 	��@* ��'��1��� 	:��73	!�5�*���(9��5�*(

����	 4�����	 �,;<�	 �3	 �;=	 ����	 6���	 *�0����	 �	 /�����	 * ���� �	 ��1���6	 ���1 ��3	 !	 �����6

�����'6 	 ���"2	 K	��5��	  ����/����*�H	 6���	*�/&"'���� �	�������'6 	 ��* ���	*	'.* 1 	 /�(

'�2���*�63	 ?��"�	α 6���	 L/������@' 2	 ������'��&*	��	 ���/��M�	 ��1�5�2	 ��	  '.	* ���	 :!�(

5�*���(9��5�*����	4������	�,;<�	�3	�;=�	��5��	62	/�������* H	*	/����' 

( 1)
ln .

( )

a

a

λ +α =
λ

G��* 2��� �	���'6������	��	/����H	:��73	!�5�*���(9��5�*����	4�����	�,;<�	�3	�;=

0
( )

( ) exp{ [exp( ) 1]}
(0)

n a K
n a a

n
= = − α −

α
(4)

!	/���/����	���* 2��J	���'6������'.	�0����@H	����1�	�	����� 	���/��������1��� 

6���	/�������	*	/��'�	:!�5�*���(9��5�*����	4�����	�,;<=	��	/����"��� �	L����*�'.	���/�(

��	/�/�1�'6 	6����* ���*�'.	������'��&*M	 	L����*�'.	���/���	��* ���	�&5��* ���*�'.M3

L����*�	���/���	/�/�1�'6 	6����* ���*�6	������'��&*M	��	/����H

0 ( ) exp{ [exp( ) 1}
K

n t t= − α −
α

(5)

G&*��@H	:B=	�������6�	� 8	��	*����	:E=	:��73	!�5�*���(9��5�*����	4�����	�,;<�	�3	�=3

%������	����*�	���/���	/�/�1�'6 	6����* ���*�6	������'��&*	' 20"�	1 � �I

��N	+�E<;O��>B�	α	N	<�+EEO��>�	/�����*���	1 � �I	��N	+�E�EO��>��	α	N	�;O��>+

Na �������	 �	 �2	 /�������* ���	 ����*�	 ����	 *�����	 :B=	 �1�	 ���'��* ���'.	 /���(

����&*	K i α	��'���/� 8��'.	�	/��'�	:!�5�*���(9��5�*����	4�����	�,;<�	�3	�;=3
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������	 ��	 ������	 �	 ������	 �����������	 ����	 ���������	 ��������������	 �	 ����

 �	 !"�������#�������$	 %�����	 �&'()*	 #��+	�	 �����	 ���������	 ����	 ���	 ��������,�

K = 3,467·10–5 i α = 6,344·10–2
*	-��������	���	 ��������	�.� ��/���$	���������	 �����

����������	���������	���	K = 3,404·10–2 i α = 8,887·10–3
	���������	�.� ��/���	 0�����

��	 ��	 �����	 �����������12	 ����������$	 �,��	  0�����������	 ��.	 ��� ����	 ��, �����

 ����	�����������	������ ��,�*

"����	�������� ���	�	��1���� �����	���� �� �	3����� 0	�������	�����	�,����

������ 04	���	�.��	��	��������*	5�������	��.	���	�	��� �	!"�������#�������$	%��

����	�&'($	�*	�&)*

�����&�����	
������	�	�

P�����	 �,�����	 ���������2	 ��.	 ���	 ������������	 ������ ��������	 �,���6	 !�)$	 !�)$

!�)*	
����	%�����7"��������$	��	���	����������1��$	�	���	��.	�	�,������	 �������+�

�������+�	��������+�	��.��	!�,������	8��	9��������$	�,������	!�))	�	��������	����+��

���	 !�)	����	  �	���+�	 �,������	 �	��,/�������	 !�)*	5�	��+�.��	��	 �,������	 !�)$	 ���

��������2	 �,������	 !�)$	 !�)$	 !�)$	 ������	 ���2	 �����������	���	 t ∈ [–h, 0]. W pracy (Wa-
������#�������$	%�����	�&'()	��	�����������	�,������	!�)$	!�)$	!�)	�����	 ����	������

 0����������	!���*	��*	��� ���$	:�����	�&;'$	�*	�<�$	���	5�,	�	�===$	�*	�<)*

��������� 	m(a) = n(0, a)	���������	�����	�	����.���� ��	����� �>

0

( , ) ( ) exp{ ( , ) } dla 0 ; 0 ,
a

n t a m a t s a s t ds t a a= − − λ + − ≤ ≤ ≤∫

0

( , ) ( )exp{ ( , ) } dla ; 0 .
a

n t a p t a t s a s ds t h a t a= − − λ + − − ≤ ≤ ≤∫

5�	����,�	 �� 0	�����	�������2	 �����������	�	����������	 0 , 0 .t h a≤ ≤ ≤ 	:������ 

�����	�����.	��,�	�������	��	�������������	�,���6	�	��,/�������	!���*	��*	?��+�� 

�&(($	�*	��)$	������	�����/2	�����������	���	 0 , 0 .t a≤ ≤ 	-��������	�	���	����,�	�����

��	 ���������� �	�	�����	��������	���� ���+�	����	��+�	�	���2	��	�������	 ������� ����$

 ��	�	�	���	����,�	���.���	���	��	������	������ ��,�	��	���	��	 ���	������ ��	����

��	 !"�������#�������$	%�����$	�&'()*

Q������	������� ���	�	���	!�)$	!�)$	!�)	���	�	�+� 0	��������	,�	 ������ 0	����	�����

��*	@�������	�����������$	��	�	��	���	����	���2	�����������	�������	��+�.���	t przy λ,
γ, ρ, niez������ 0	��	 ����$	+��	h	����	������� ����	����	!���*	"�������#�������$	%��

����$	�&'($	�*	��)*	�������	�� 0������	�	���	�	��,/�������	�������������	��������

������ ������	 !#0����	�	�==<)*



A��+�	�	�,������	%�����7"�������� ���

'��&��������������	�

"	��� �	!"�������#�������$	%�����$	�&'()	�����������	����	�,�����	�����	����

�������$	������� �	�� 0������	�+,����	���1 �	�����	�	 �����$	��	��� ��	N(t)*

����	������ ����	��	�����2

( )( ) ( ) N t hd
N t N t e

dt
−γ −= −μ + ρ (6)

gdzie

0

0

0

( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) .
( )

( , )

t a n t a da

t a n t a da
N t

n t a da

∞

∞

∞

λ

μ = λ =
∫

∫
∫

"��,	 ��nnik μ	 ����	 �������������6�����	 ����� �����	 �����	�	 ������� �	  ����$

��������	�	 �� ����	 ����	���������	���� ���� �	 ���12	�����	����� ���� 0	�	 ������� �

 ����$	 �	�	���������	  �	�����	 ���12	 �����*	5�������� 	 �������.	  ����	 �	 ��������

���.��1 �	�����	 ���12	 ���	� 0	��������2	��	��, 0	 !���*	"�������#�������$	%�����

�&'($	�*	��)*


����	!()	�����	���� ��	����1 �2$	��������� 

( ) ( ); ;
x

u x N r h
μ= γ σ = = ργ

γρ γρ
dostaniemy wtedy

( )( )
( ) ; 0; 0u x rdu x

u x e r
dx

− −= −σ + σ > > (7)

'����&��������������	����(
���
	��

B,������	!()	����	��12	������	��	�������������	��*	�	���+�����	
CD%CQ�:������*

P�	������	�	�������������	����	�����	�������	�	���+�����	
CD%CQ�:������*

��������
����	�,������	!()	�	���+�����	
CD%CQ�:������
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"	 ���	��������������	������	�	:�������	�������	�� ���	������ ��	�	���,�����

��	�	������	��1���� �������	����������������	�	��� �	 !"�������#�������$	%�����

�&'()*

'��������)
�������������(
���
	�

B�������	��������	����	���,	 �����	������ �� μ	����1���	�����������*	D��

����� ��	����	�������2	�	������	�����	0������� ����	!���*	"�������#�������$	%�����$

�&'($	�*	��)*	�����	0������� ���	 0�����������	��.	+��	������	��������	�����	 ����

���� 0*

P�	 ������	 �	 �������������	 ��	 �����	 ������ ��$	 ����	 �����	 0������� ����$

���	 ��1���� ����� 0	 ��������,�	 �� ������.�� 0	 �	 ��� �	 !"�������#�������$	 %�����

�&'($	 �*	��$	��)*	��������	 ��.	���	 �	���������������	 �����������	�	��� �	 !"�������

#�������$	%�����	�&'($	�*	��)*	"�������	�����	����	��	��+�	����+�	�����	�,������

+�	����	�������12	����	�������	+��	��,/������	h	����	��������*	
����	�������2$	��	�����

�������� ���	������	������	 ����� ��	��1���� �����$	��	��+�.��	��	������������	 ����.�

�����	�������+�	�	����� �	�,������	!�)*

��������B����������	�,������	!()$	����������� �	�����	0������� ����$

���	�,��� 0	�����1 �	��,/������	�

�������	���	����	���	!���*	�	�	<)	���� ��	������	�����������	����+��� �+�	��	�����

�����	�,����	���� �� ��		��������� 0	���� ���	� 0	�	�����	������$	 �	��������	�

����/��	������	���,	 ������	μ	����	�������12	�� ���	0������������	��	 ����	�	������

� 0	��������+�	 �1������	��� �����+�	�����	!���*	"�������#�������$	%�����	�&'($	�*	��)*
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