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Uwagi o rownaniu Lasoty—Wazewskiej

1. Wstep

Praca ma charakter przegladowy i dotyczy znanego modelu matematycznego powstawania
i rozpadu krwinek czerwonych tzw. modelu Lasoty-Wazewskiej. Problem zostat zaczerpnig-
ty z artykutlu M. Wazewskiej-Czyzewskiej i Al. Lasoty (Wazewska-Czyzewska, Lasota
1976) i uzupetiony spostrzezeniami i komentarzami autora. Przedstawiono model uprosz-
czony Lasoty—Wazewskiej w Simulinku, ktory przetestowano na danych zaczerpnigtych ze
wspomnianego artykutu (Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976). W pracy podkreslono filo-
zofig, ktora Profesor Andrzej Lasota wyrazit podczas wywiadu przeprowadzonego przez
A. Klimka (Klimek 2005), przedstawiajaca matematyke jako jezyk do opisu rzeczywistosci.

2. Wiadomosci wprowadzajace

W pracy (Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976) autorzy sformutowali model matema-
tyczny powstawania i rozpadu krwinek czerwonych, w postaci:

on on

§+ ~ =-Mt, a)n (€]
n(t, 0) = p(t) 2
p(t) = pexp{~y| n(t—h, a)da} ©)

0
Autorzy zwracaja uwagg, ze ich celem byto podanie modelu, ktory dawatby mozliwie
wszechstronne mozliwosci prognozowania ilosci krwinek czerwonych, przy matej ilosci
statych uzytych w modelu, posiadajacych okreslony sens biologiczny.
Model (1), (2), (3) sktada si¢ z rownania von Foerstera (1) (zob. np. Murray 2006,
s. 44) i ze sprzgzenia zwrotnego w postaci rownania catkowego z opdznieniem (3). Rowna-
nie (2) jest warunkiem brzegowym dla rownania (1). Funkcja

n(t,a)= %N(t, a),
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jest gestoscig rozktadu wiekowego krwinek, gdzie N(¢, a) jest iloécig krwinek czerwonych

w krwioobiegu, ktore w chwili ¢ nie przekraczaja wieku a (zob. Wazewska-Czyzewska,

Lasota 1976, s. 24). Ogo6lna ilo$¢ krwinek N(¢f) = lim N(¢, a). Réwnanie (1) oraz warunek
a—»oo

brzegowy (2) wystarczaja do wyznaczenia funkcji n(t, a) przy znanym p(t). Wyprowadze-
nie modelu mozna znalez¢ w pracy (Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976, s. 24). Opisano
tam rowniez dziatanie uktadu krwinkotworczego.

W modelu (1), (2), (3), wystgpuja trzy wspolczynniki: A, p, Y. Znaczenie tych wspot-
czynnikow jest nastgpujace (zob. Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976, s. 26). Wspotczynnik
A jest prawdopodobienstwem, ze krwinka, ktora w chwili ¢ jest w wieku a, zginie do chwili
t + 1. Wspotczynnik 7y charakteryzuje pobudliwos¢ uktadu krwinkotworczego. Jest to
wzgledny przyrost produkeji uktadu krwinkotworczego spowodowany jednostkowa zmiang
ilosci krwinek w jednostce czasu. Znaczenie wspotczynnika p zwiazane jest z zapotrzebowa-
niem organizmu na tlen. Im wigksze zapotrzebowanie, tym ten wspotczynnik jest wigkszy.

Model (1), (2), (3), w literaturze zwany jest modelem Lasoty—Wazewskiej. W literatu-
rze mozna spotka¢ wiele rozwazan na bardzo wysokim poziomie matematycznym, ktore
zostaly zainspirowane analiza modelu Lasoty—Wazewskiej. Rozwazania te dotycza migdzy
innymi (zob. Rudnicki 2007, s. 87) istnienia nietrywialnych rozwiazan okresowych roéwnan
z opoznionym argumentem, zagadnienia stabilnosci rozwiazan i chaosu dla rownan czast-
kowych, zagadnienia istnienia miar niezmienniczych dla nieskonczeniewymiarowych ukta-
dow dynamicznych. Model inspirowat tez dalsze badania z biomatematyki. Prace dotyczace
Modelu Lasoty—Wazewskiej to np. (Lasota, Mackey, Wazewska-Czyzewska 1981), (Dawi-
dowicz, Twardowska 2007), (Banasik 2005).

Wymienione powyzej zagadnienia jak i wiele innych mozna znalez¢ w ksiazce A. La-
soty i M.C. Mackeya (Lasota, Mackey 1994). Problemy biomatematyki sa omawiane mig-
dzy innymi w ksiazkach U. Forysia i J.D. Murraya (Fory$ 2005), (Murray 2006).

W pracy (Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976) autorzy kilkakrotnie weryfikuja model
matematyczny, porownujac wyniki do§wiadczalne z rozwigzaniami modelu. Mozna zauwa-
zy¢, ze model w wielu przypadkach dobrze oddaje rzeczywistos¢.

3. Analiza modelu

3.1. Rozwiazanie modelu stacjonarnego

Przeanalizujmy rozwiazanie stacjonarne réwnania (1), (2), (3). W rozwiazaniu stacjo-
narnym n(t, a), p(t), Mt, a) nie zaleza od czasu (zob. Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976,
s. 27), zatem przyjmijmy n(¢, a) =n(a), p(t) = p, Mt, a) = Ma). Wtedy mamy:

i(a) = pexp{~[Ms)ds},
0

P =pexp{~yp [ exp[-[Ms)ds]da}.
0 0
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Wazna jest posta¢ funkcji A(a). Zastosowana zostata tzw. krzywa Gompertza postaci:
X(a) = Ke®™?. Zgadza si¢ ona dobrze z danymi do$wiadczalnymi (zob. Wazewska-Czyzew-
ska, Lasota 1976, s. 27) oraz jest wygodna z punktu widzenia dalszej analizy. W naszej
sytuacji stala K mozna interpretowac jako wspotczynnik destrukcji krwinek w chwili po-
czatkowej. Stata o jest ,,podatnoscia erytrocytdéw na rozpad”, zalezna od ich wieku (Wa-
zewska-Czyzewska, Lasota, 1976, s. 27), mozna ja przedstawi¢ w postaci

o=In M.
Ma)
Rozwiazanie stacjonarne ma postac¢ (zob. Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976, s. 27)
n(a K
(@) =" = exp- X fexp(ora) 11} *
n(0) o

W przypadku rozwiazan stacjonarnych zgodnos¢ modelu z danymi eksperymentalnymi
jest pokazana w pracy (Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976) na przyktadzie ,.krzywych rozpa-
du populacji jednowiekowych erytrocytow” i ,.krzywych rozpadu krwinek réznowiekowych”.

»Krzywa rozpadu populacji jednowiekowej erytrocytow” ma postacé

K
o (1) = exp{~—[exp(aur) ~1} ®)
Rownosé (5) otrzymuje si¢ ze wzoru (4) (zob. Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976, s. 28).

Krzywe rozpady populaci jednowiskowe] e rgtrocytu
100 T

100Xn0(t)
b
-
i

Rys. 1. Krzywe rozpadu populacji jednowiekowej erytrocytow ciagla linia:
K =3,467-107, o. = 6,344-107 przerywana linia: K = 3,404-1072, o = 8,887-107

Na rysunku 1 sa przedstawione krzywe dane wzorem (5) dla rzeczywistych para-
metrow K i o zaczerpnigtych z pracy (Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976, s. 27).
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Krzywe na rysunku 1 dobrze przyblizaja dane pomiarowe zaprezentowane w pra-
cy (Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976). Ciagla linia otrzymana jest dla parametrow
K = 3467107 i o = 6,344:10°. Odpowiada ona zdrowemu mezczyznie, natomiast linia
przerywana otrzymana dla K = 3,404-107% i o = 8,887-107° odpowiada mgzczyznie choremu
na tak zwana niedokrwisto$¢ sierpowata, ktora charakteryzuje si¢ znacznym skroceniem
czasu przezywania erytrocytow.

Wyniki matematyczne i do§wiadczalne dotyczace ,.krzywych rozpadu krwinek ro6zno-
wiekowych” nie beda tu omawiane. Znajduja si¢ one w pracy (Wazewska-Czyzewska, La-
sota 1976, s. 29).

3.2. Model niestacjonarny

Nalezy rowniez zastanowi¢ si¢ nad rozwiazaniem niestacjonarnym réwnan (1), (2),
(3). Model Lasoty—Wazewskiej, jak juz wspomnieliSmy, sktada si¢ z rownania czastkowego
liniowego pierwszego rzedu (rownanie von Foerstera, rownanie (1)) z warunkiem brzego-
wym (2) oraz catkowego réwnania z opdznieniem (3). Ze wzgledu na rownanie (3), aby
rozwiaza¢ rownanie (1), (2), (3), trzeba znaé rozwiazanie dla ¢ € [-h, 0]. W pracy (Wa-
zewska-Czyzewska, Lasota 1976) do rozwigzania réwnania (1), (2), (3) uzyta jest metoda
charakterystyk (zob. np. Pelczar, Szarski 1987, s. 253, lub Ziotko 2000, s. 35).

Przyjmujac m(a) = n(0, a) otrzymano wzory o nastgpujacej postaci:

a
n(t,a)=m(a —t)exp{—_[?»(s, a+s—t)ds} dla 0<t<a;0<a,
0

a
n(t,a)=p(t—a)exp{—_[?u(t+s—a,s)ds} dla t—=h<a<t;0<a.
0

Ze wzorow tych mozna otrzymac rozwiazanie w przedziale 0<¢<h,(0<a. Stosujac
dalej metode krokow uzywana do rozwiazywania rownan z opoznieniem (zob. np. Elsgolc
1966, s. 12), mozemy znalez¢ rozwiazanie dla 0<¢, 0 <a. Otrzymane w ten sposob wyniki
sq interesujace z punktu widzenia medycznego oraz moga stuzy¢ do analizy teoretycznej,
czy i w jaki sposdb wstepny rozktad wickowy erytrocytow wplywa na czas przezycia krwi-
nek (Wazewska-Czyzewska, Lasota, 1976).

Badanie analityczne uktadu (1), (2), (3) dla dlugich przedziatléw czasowych jest trud-
ne. Istnieje podejrzenie, ze uktad ten moze mie¢ rozwiazanie okresowe wzglgdem ¢ przy A,
Y, p, niezaleznych od czasu, gdy # jest dostatecznie duze (zob. Wazewska-Czyzewska, La-
sota, 1976, s. 31). Podobne zachowania uktadu z opdéznieniem zaobserwowano metodami
symulacyjnymi (Chrapata 2005).
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4. Model uproszczony

W pracy (Wazewska-Czyzewska, Lasota, 1976) wprowadzony jest rowniez model zre-
dukowany, opisujacy zachowanie ogdlnej ilosci krwinek w czasie, to znaczy N(?).
Model uproszczony ma postaé

d _ _
N =V (@O +pe TN (=hy 6)
gdzie

J Mt, a)n(t, a)da

N( ) Jh(t a)n(t,a)da=
J n(t,a)da
0

Wspdtczynnik | jest prawdopodobienstwem zniszczenia krwinki w jednostce czasu,
poniewaz w liczniku jest wyrazenie oznaczajace ilo$¢ krwinek zniszczonych w jednostce
czasu, a w mianowniku catkowita ilo$¢ krwinek. Zmieniajac jednostkg czasu i jednostki
objgtosci mozna ilo$¢ stalych zredukowaé do dwoch (zob. Wazewska-Czyzewska, Lasota
1976, s. 32).

Model (6) mozna jeszcze upro$cic¢, przyjmujac

X
u(x)=yN(—); o=E;r =hpy
P P

dostaniemy wtedy

du(x) _

—ou(x)+e 7650, >0 @)
dx

4.1. Model uproszczony w Simulinku

Rownanie (6) jest dos¢ proste do zamodelowania np. w programiec MATLAB-Simulink.
Na rysunku 2 przedstawiony jest model wykonany w programie MATLAB-Simulink.

1
e - 4’[: e &M 4’%: >—|
z
- gamma Math o
Unit Delay Function
> N
1| el To Workspace
: 5
i

Integrator

Rys. 2. Model rownania (6) w programie MATLAB-Simulink
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W celu przetestowania modelu w Simulinku wykonano liczne symulacje i pordwnano
je z danymi do$wiadczalnymi zaprezentowanymi w pracy (Wazewska-Czyzewska, Lasota
1976).

4.2. Weryfikacja modelu z Simulinka

Rozwazmy przypadek kiedy wspotczynnik destrukcji L wzrosnie wielokrotnie. Taka
sytuacja moze wystapi¢ w ostrej kryzie hemolitycznej (zob. Wazewska-Czyzewska, Lasota,
1976, s. 32). Kryza hemolityczna charakteryzuje si¢ gwattownym rozpadem krwinek czer-
wonych.

Na rysunku 3 przedstawione sa wyniki symulacji, przy kryzie hemolityczne;j,
dla do$wiadczalnych parametrow zaczerpnigtych z pracy (Wazewska-Czyzewska, Lasota
1976, s. 32, 33). Pokrywaja si¢ one z przedstawionymi rezultatami w pracy (Wazewska-
Czyzewska, Lasota 1976, s. 33). Wszystkie krzywe daza do tego samego punktu rownowa-
gi oraz zbiezno$¢ jest szybsza gdy opoznienie 4 jest mniejsze. Mozna zauwazy¢, ze model
matematyczny oddaje dobrze sytuacje doswiadczalna, ze wzglgdu na zastosowanie sprzg-
zenia zwrotnego w postaci rownania (3).

a000 T T T T T
5000 |---

4000 |-

2000 -

1000

0 20 40 <] =] 100 120

Rys. 3. Rozwiazania rownania (6), odpowiadajace kryzie hemolitycznej,
dla r6znych wartosci op6znienia £

Kolejne dwa przyklady (rys. 4 1 5) dotycza kolejno eksperymentu polegajacego na poda-
waniu krolikom przeciwciat skierowanych przeciwko ich wlasnym krwinkom, co powodowato
wyrazny wzrost wspotczynnika L oraz zaleznos¢ liczby hematokrytowej od czasu w warun-
kach obnizonego cis$nienia parcjalnego tlenu (zob. Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976, s. 34).
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Rys. 5. Wzrost iloéci erytrocytow spowodowany zwigkszonym zapotrzebowaniem na tlen
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5. Uwagi koncowe

Praca zostata przygotowana w ramach seminarium wyjazdowego Katedry Automatyki
Wydziatu Elektrotechniki, Automatyki, Informatyki i Elektroniki AGH w Krakowie, ktore
odbyto si¢ na Politechnice Lubelskiej w dniu 9 listopada 2007 roku. Praca ma charakter
przegladowo-problemowy i powstata na podstawie artykutu (Wazewska-Czyzewska, Laso-
ta 1976).

Oryginalnym osiagnigciem jest przedstawienie modelu réwnania uproszczonego (6)
w Simulinku (zob. podrozdziat 4.1). Zaprezentowane symulacje tego modelu daja podobne
wyniki do eksperymentalnych pomiaréw i symulacji przedstawionych w pracy (Wazewska-
-Czyzewska, Lasota 1976) (zob. podrozdzial 4.2). Model z Simulinka bedzie wykorzystany
do dalszych badan.

Model Lasoty—Wazewskiej to pigkny model matematyczny, pokazujacy istot¢ matema-
tyki jako jezyka do opisu rzeczywistosci. Stworzony przez wybitnego matematyka polskiego
Profesora Andrzeja Lasote i lekarza Docent Mari¢ Wazewska-Czyzewska, corke innego
wybitnego polskiego matematyka Profesora Tadeusza Wazewskiego. Model jest pigkny po-
niewaz jest prosty, a jednoczes$nie oddaje rzeczywisto$¢, niesie ze sobg ogromne bogactwo
interpretacji matematycznych oraz inspiruje dalsze badania interdyscyplinarne. Sama praca
(Wazewska-Czyzewska, Lasota 1976), w ktorej model zostal sformulowany, zawiera
ogromna ilo$¢ informacji i porownan modelu matematycznego z pomiarami otrzymanymi
w wyniku zlozonych eksperymentow biologicznych. Poza tym jest bardzo przejrzysta
i uporzadkowana. Przede wszystkim jednak wida¢ w niej wyrazne ,,twarde” wyniki mate-
matyczne i pomyst, jak te wyniki teoretyczne wykorzysta¢ do prowadzenia badan ekspery-
mentalnych. Trzeba tez zwrdci¢ uwagg, o czym nie bylo tutaj wezesniej mowy, ze autorzy
umieszczajg zestaw twierdzen z dowodami, dotyczacych rownania uproszczonego, co po-
glgbia zrozumienie matematyczne problemu, a w konsekwencji lepsze zrozumienie proce-
sow biologicznych. Podobna filozofi¢ postgpowania mozna znalez¢ w pracach Profesora
Andrzeja Lasoty dotyczacych innych obszarow zastosowan, np. (Rusek, Lasota 1979).
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