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+����!��%�!�	 ������	 ��)���	 ��,	 �	 �*����%�-	 ���.�	 ����	 ��"�/"�-	 ��,	 .�	 !��-	 ��0��1

2���	�����%�!��	.���-��-���	����!�	��)�	����)�-/"�	!�	�3	.�"(�0!�1	4���%,	�������	ilu-
struje rysunek 1.

����
��	�*����	�����%�!��

+���-��-���	!���,.�-/"�	��)�5�!��	�	��������	6��	7&89:

; ��0��	!��	30��<�	��,	!�	.�"(�0!�=

; .�"(�0!��	��	����30�!�	������	�/���	.���	�� ��	!��	��5�	��,	%�"(�0�>=

; %	��"(�	�*����%��	.�"(�0!�	!��	%���,.�-�	���"��=

; ��0��	-���	����0!��	���/<)�	�	-��!����!�=

; ��0��	!��	��*�-�	��,	��	�<��!�"�!�� %=

; ��0��	��%���	��	��!����	�	.�"(�0!�/=

; .�"(�0!��	-���	����0!��	�������"�!�	�	"�)��%�"��	.)����1



��� ����	
	�	����

�� �
�!������
	
���

���	 �����	����	 ����	��	 stanu, po�
���	 ���	 ?��	������	 @����	�A	 �	� �B	

!��"#	�$	$������	����%�&'�	�	�$���&'�'	���	��$	�	!�(")

1 2x x=� (1)

2
2 1 4 3( sin )x a x x g x= −� (2)

3 4x x=� (3)

1 2 4 1 3
4 2 2

1 1

2 cosx x x gx x u
x

x b x b

− −
= +

+ +
� (4)

gdzie:
x1 – �
�����	%��%�	�		�������	*�		���+	�	��	����	&	%	�,	!�"#

x2 � ����%-�	�����		%��%�	�� �����	�������	!�C�"#

x3 – %'$ nac������		�������	*�		���+	�	��	����	&	%	α,	!�	�"#
x4 � ����%-�	%'$�		�������	!�	�C�"#

I – ����$	����
	��-��	�������	�� �����	��	&�&	��$�	!% C�."#

Ib – moment bez�
	��-��	%��%�	�� �����	&�&	-��%		����%-��	!% C�."#

a =

2

1
,

1 bI

mR
+

b = .
+ bI I

m

��"�
#��������$�
�
���%���
!�������

/	���	���	���$���	�����	�����	������		�	����	��$	��	�����	����	��&#			����

���owadzonej do postaci:

( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t= +� (5)

( ) ( )y t Cx t= (6)

�	�����	0	���� 	!�."	���$���	*�,	�	���%���	�����	 �	*1,	�		��$	�

2
4 3 1 4

1 2 3 4

0 1 0 0

0 cos 2
( ) ,

0 0 0 1

( ) ( ) ( ) ( )

⎡ ⎤
⎢ ⎥

−⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ax ga x ax x
J x

f x f x f x f x
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gdzie:

2 4 3 1 2 4 1 3 1
1 2 2 2

1 1

1 4
2 2

1

1 3
3 2

1

1 2
4 2

1

2 cos (2 cos )
( ) 2 ,

( )

2
( ) ,

sin
( ) ,

2
( ) .

x x g x x x x gx x x
f x

x b x b

x x
f x

x b

gx x
f x

x b

x x
f x

x b

− − −
= +

+ +

−
=

+

=
+

−
=

+

���		��%	�	�#	��	���%$��	���nowagi systemu (1) jest

[ ]0 0 0 0 T
sx = (7)

D	$��	���%���	�	�����	0	���� 	����&��&�	��$	�

0 1 0 0

0 0 0
( ) ,0 0 0 1

0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

s

ga
J x

g

b

		&�&	�	�$-��	�
	���	�'	�	�$���&'��)

1

2

3

4

,

,

,

,

p

p

jp

jp

λ =

λ = −

λ =

λ = −

 ����)

2 34

2

,

1.

=

= −

g b a
p

b

j

/	��	���#	��	��		��	$����	a, b, Re(λ1) > 0 – potwierdza to intuicyjny fakt niestabil-
no-��	���$���	*�,+
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Macierz B systemu (1) w postaci (5), zlinearyzowanego w punkcie x4	������	����	�3

�$	�

0 0 0 .
T

b

m
B

I I
⎡ ⎤= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

E	����	�	��	���#	��	���$��	*F,	&��$	�$���	���	��	�� ����	�		�$	�+	���		$	��%	3

�	�#	����&'�	�	�����	4	��	�		*��+	�p. [8], [6]) postaci

2 3Q B AB A B A B⎡ ⎤= ⎣ ⎦ (8)

�	�	�����	�%�	���$���	*F,	�	&�

0 0 0

0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0

ga

b
ga

bQ

b

b

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

(9)

2����	�	��$	�	G	(#	����%�&���		�$���	��-��	���$���	*F,+

 �
�������
����������
	
�������

D	�	������	���	�	��	��	����&�����	�	�$���&'��	�	�$-��	�	�	��$���	���$���)

m = 0,1,

I = 0,1,

R = 0,01,

2 51
8,3333 10 ,

12
−= = ⋅bI mR

		�	���%���	���'$%���	��		�%��������$��	������	��%$�

[ ]0 0,1 0 0,01 0x = − (10)

		����	�	����������	�	���%$�	�����	 �	�	�$-��	�
����		%��%�	�	�	%'$		�������+
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 ���
������	�������
��
����
���	���&
	�	
���
���%��'
���

H��	���	�� ��	$�	�����&�	�ny od stanu (C = I),

( ) ( )u t Fx t= − (11)

gdzie F	&��$	��%$���	�������I	�� ��	$�		�����&�	��� +	D	�����	�%�	��	%�	����3

�-��	����-������ 	���	��	�	�$-��	 �.	 �	 �J	 ��$���&�	�����-�	 �$������		�����	$o-
���	�$	��	*��+	��+	!K",+	2���&��&'�	��$	�	���$���	 &	%	*F,#	����%�&���	��$	�	���$���

�a�%���$� 	*��+	!�",

[ ]x A BF x= −� (12)

���		��%	�	�	!."#	��	��		�	�	�$���	�����	(A; B)	������	&��$	$	%��	���	���	��%$3

�		���������		���$�� 	F#		��	��' �'�	�	�	��	��%
	�	�	�$-��	�
	�����	���$���	�	�3

%���tego. E		����%
	� dla wektora w.	�
+	!�		.		K		J"	��' �����	��%$�	�� ��	$�		��$aci

[ ]10,0751 0,5522 3,5003 1,0001K = − − (13)

���		 �%	�	�#	 ��	 ����������	 $	%��	 �$	������&�	 ���$��	 ���������	 *�,	 �������	 ����

�	��n%�	 ���'$%���	 ��	����	 �	 *1,+	 5�	&�%$���	 ���$���	 �	�%���$� 	 �	 �� ��	$3

���	K przedstawia rysunek 2.	6��' ���$		 &	%-�	�$���	��		��		���$���	��������� 	 &��$

�o������	��		 �	 �����	�%���	 �������	 �	��%	L��%	 &	%-��	 ��$	��	 *�J,	 ��		 �$���	��	

��stemem liniowym wynosi Jlin = 0,0231, natomiast nieliniowym – Jnlin = 0,0141.

��	�
 �
5�	&�%$���	��������� 	���$���	�	�%���$� 
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M�$���&�	�����-�	��	���	�&�	�� ��	$�		ANH	*�����	
����	���
�������	,	�	����%I3

�����	�����$��	��	����#	$&+	�����	����&'�� 	��%	L��%	&	%-��	��$	��	*��+	!J",

( )
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T TQ u x t Qx t u t Ru t dt
∞

= +∫ (14)

����	�	
����	��	��		�	������	�	O	�
�
#	�	O	�

�
#	�	≥	(#	�	G	(+

Macierz wag Q	����&�$	 &	%	 &����$%�'	*Q = I), natomiast R	O	(#(�+	H���'�	���
��w�	��		H���	$�� 	��		���$���	������ 	*F,	�	���������	�	 	��	���	���	�	�	�$�3

��&'cego wektora regulatora

[ ]23,8184 17,5655 67,4050 15,3235K = − − (15)

Podobnie jak w przypadku rozmieszcza��		 �	�$-��	 �
	�����#	 ���		 ������$	���

���	
a���	�� ��	$�		ANH	��		���$���	������ 	*F,	*���+	K,	�	��������� 	*�,	*���+	J,+	H��3

����	�	�	$��	�����	�%�	&	%-�	�$���	��		&��$	�������	��		��		���$���	������ 	�	�����3

���� +	D�%	L��%�	&	%-��	��$	��	*�J,	�����'	��wiednio Jlin = 0,0187 i Jnlin = 0,0137.

��	�
"�
5�	&�%$���	������ 	���$���	�	�%���$� 	*ANH,



2��� �'�	�����-��	�$���	��		���$����		��������	�������	����
	��-��+++ .(K

��	�
)�	5�	&�%$���	��������� 	���$���	�	�%���$� 	*ANH,

"�
*���%

�������	
�

Równania (1) stanowi'	  ����	����#	 �	����&'��	 ���	��-�	 ����	������	 �	 �	3

�$��a�� 	�%
	��	��%�	���� +	D	���%���	 ���������$��	��%����$	�	�����%	���k-
$������#	%$��� 	��	�	%$��	���	�		�		��	��'��	�����������	�����	*�,)

� P����%	�	�$��	��	�	�$	����%�	 �	��	$��&���	�		����
�����	�		�	��		�	�$-��

�).F(+	Q	%$	$��	�$	���		$��#	��	%��%		���������		�	��$	�	�	&�	�����	�
�����#

���	 &��$	�	 �$	���	 �	���$���	 �����	�	���	��	%'$		�������	�	���	�%
	��	��3

%�	���� 	�'	���$	����+	2������		�		%��-���	�	%���	%'$	#	��		%$���	���	���

���	��������+

� ��	�����%		&��$	���$	���	&'�	���	#	��	�$�	%$�	�	�����&�	�	���	&	%	���&	��'+

7�� �����	&'�	�������	?	%$�#	���		���-���	����	�	��$	��#	�	%$���&	&	%	��&3

-���	$�	%$�&���	%'$	�������#			����)

1 2x x=� (16)

2
2 1( sin )x a x u g u= −� � (17)

Zmienna stanu x3	�$	&�	���	��&-����	u, natomiast x4, zgodnie z równaniem stanu (3),
przechodzi w .u�



.(J ����	
	�	����

"���
+����������
�%����
��%���������

0	%	 �%
	�	��%�	����	�	 ���$����	��%����$	�	 �����%	 ��'��	 �$	
� +	 P����%	 $	%�

�amodelowano jako ���%$	�	
%�&'��	�	�����&'#		$�	����$	��&�	��$	��

1
( )

( 1)s
i

K
G s

T s T s
=

+
(18)

 ����	��&-����	 &��$	 �	������	 �		 �����%�#	 �	$��	�$	��&-����	 %'$	 �������	 *��+	 ��+	 !�",+

H�����%	F	������$	��		�	����-�	%'$		�������	�	�$���	��	+	E		&� 	���$	���	��%�	3

� badania parametr��	����	��		*��,+	R	�$��	���	�&�	���$	?��%�&�	 fminsearch	�	%��$�
��5A�8+	D	&�&	����%�	��' ���$	�	�$���&'��	�	�	��$��	�����%	)

� O (#KJ#

�� O �#K�#

�� O �#(�+

��	�
,�	/	����-�	%'$		�������	�	�$���	��	

Na rysunku 6 przedstawiono porównanie odpowiedzi skokowych modelu silnika
i rze������$� 	���%$�+	 0	%	���		 �	��	���#	��' ���$	���'	 � ��-�+	2����	����3

%
	d�-��	�&	��	&'	 ���	 &������	�		���'$%�	������� �	�	 &��$	 $	 �����	��	 ?	%$��#	 ��

�o���	���	��������&�	��$�����		����%
	���	�	�&	���%	�	$��	���'�	����+



2��� �'�	�����-��	�$���	��		���$����		��������	�������	����
	��-��+++ .(F

��	�
-�	2����	���	��������	�����%		�	�����

"� �
��������$�
�%����
������$�

/	�$��	�	�$���	���	%	�%	���#	�	��$	��	������$	����&	�		�����%�	1+	2������'

���-�	�$	���	��$�		���������		���$�� 	��		�� ��	$�		�	������� #	��&-����	%$���&	&��$

�	�$-�	��	�		��		�� ��	$�		�������� +	E	�������	�� ��	$�	�		�		�	�	���	�$���	���

�����������	�������	 $	%#	 	��	��$	������	�	%��%�	�	����&�	 S(T+	 H� ��	$�	��������

�	$��	�$	 &��$	��������	���	�		��$	������	�	�	��&	����&�	�������	�	�$	���	����#	�a-
zem z silnikiem, ��������	����+	2����	�	 �����%	 �����$�?�%�	�	 � ����	 �	 *��,	 &	%

���%$	�	
%�&'�3������&��#	���$	�� ��	$�		$���	P.

��	�
.�	4	�%	���	�%
	�	�$���	��		���$����

"�"�
������
�
����
�

D	 ��	���	�&�	 ��	%$�����&	 �� ��	$�		 ����$� 	 ��%����$	�	 �	%��$	 Q����	 A ��

5��U	 -�����%		��5A�8CP������%+	 0	%	 �� �	
�	��&-����	 �� ��	$�		 ���$�	 ���')

�
'�	*����
%		�	�$	��	�����	 �,	�	�	����%-�	���	�	�
���	�	��	���+
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Funkcje przynal������

2���	��&�%$�	���	 �� ��	$�		�	�$��	�	 ?��%�&�	�����	����-��	������$	����	�	

�y���%�	�#	����	��		��&-�	�	�	&���'	��		��&-��	+

����
/�	Q��%�&�	�����	����-��	��&-��		�	��&-��	

������

2	�����	�����	����-��	�������&	�	�	�� 	�����	�	�	��	�'	�� �
�	���	
	&'��	�		$�

������'+	D	�	�$��	���	�� ��	$���	��%����$	�	���$�	-���	�� �
	�		�	�$-�	�$��o�	I
*$	�+	�,+

0�����
�

H� �
�	�$���	��		�� ��	$�		����$� +
D	������ ������	%���%	��	��	�	�	�$-�	�$���	��	

�	�	����-��	�	�
����		%��%�	*�������,	�	&�&	����%-��	*%�����,

 ����������	
� ���� ��������	� 

daleko lewo zero ������
	�� ������
	�� 

blisko lewo lekko plus lekko minus lekko minus 

������ lekko plus zero lekko minus 

blisko prawo lekko plus lekko plus lekko minus 

daleko prawo ��������� ��������� zero 



2��� �'�	�����-��	�$���	��		���$����		��������	�������	����
	��-��+++ .(1

H� �
�	 $�	 ��$	
�	 �	�� �	��	��	 &	%	 ��$����&��	 *�%�����%��,	 ��	%�&�	 �		 �$	�	 �3

����e ������	��&-�	���$���+	2���%
	��)	 ��	�
�����	%��%�	&��$	�����	�����	��	���

�	(	�	%�����%�	��	$���#	�����	�	�	$��	��'	��	%�&'	&��$	��%%		%��%$		�	%�����%�	�&�m-
���+	���	����������	&��$	����#	%��%$		$		&��$	������&��	+

W regulatorze wykorzystano wnioskowanie zaproponowane przez Mamdaniego (zob.
np. [9, 5]):

� ��		%	���&	�� �
�	�����	�		&��$	��
		&�&	��	����	#

� ����	��	��	&��$	�����	����$�	��	�����	��	��	�����	�3$'	�� �
�#

� �������	��	�		&��$		 �� 	�&		���$	
���	������	�		���'	���	�&�	S�	UT+

1����������

D	�	�$��	���	�� ��	$���	���$	&����&	�	�	&���-���&	�$��	����	��$�	���$��	3

��		�	��$��	-��%		����%-�� (COD) danej wzorem (zob. [5])

( )

*
( )

y y dy

y
y dy

τ

τ

⋅μ

=
μ

∫

∫
(19)

7���%	�'	�����������	�$���	I	������$	��		������%	�+

����
2�	2���������		�$���	I

�������	
����

�
�

�

��������
����
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6��������	�%
	��	�	 �� ��	$���	 ����$��	�		��	$���	 �	�&����	�	��������	�����3

�$	��a&'	�ysunki 10 oraz 11.

��	�
�3�

6������L	�%
	��	�	�� ��	$���	����$��	�		��	$���	�	��������	�$	��

��	�
���
6������L		�%
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