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Michat Ganobis*

Przeglad mozliwoS$ci sterowania systemem
o zmiennym momencie bezwladnosci
typu ball on beam

1. System

1.1. Budowa systemu

Prezentowany system sktada si¢ z obrotowej rampy oraz toczacej si¢ po niej kulki.
Jako sterowanie przyjmujemy moment sity dziatajacy na o$ pochylni. Budowg systemu ilu-
struje rysunek 1.
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Rys. 1. Obiekt sterowania

Przyjmujemy nastgpujace zalozenia o systemie (za [9]):
— kulka nie §lizga si¢ na pochylni;
— pochylnia ma okres$lony zakres kata, poza ktory nie moze si¢ wychylic;
— w ruchu obrotowym pochylni nie wystgpuje tarcie;
— kulka jest idealnie okragla i jednorodna;
— kulka nie odbija si¢ od ogranicznikow;
— kulka zawsze ma kontakt z pochylnia;
— pochylnia jest idealnie symetryczna i calkowicie ptaska.
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1.2. Rownania stanu

Aby wyprowadzi¢ réwnania stanu, poshuzono si¢ formalizmem Eulera-Lagrange’a
[11], ostatecznie uzyskujac nastgpujaca ich postaé [10]:

)'q = x2 (1)
%y = a(xx — g sin x3) 2)
).63 = .X4 (3)

—2X1Xr X4 — 8X| COS X u
iy = T2 84 34

“4)

x12 +b x12 +b
gdzie:
x; — polozenie kulki na pochylni (na rys. 1 oznaczone jako x) [m],
x, — predkosé liniowa kulki wzgledem pochylni [m/s],
x5 — kat nachylenia pochylni (na rys. 1 oznaczony jako o) [rad],
x, — predkosé katowa pochylni [rad/s],
I — moment bezwladnosci pochylni wzglgdem osi jej obrotu [kg/mz],

I, — moment bezwladnosci kulki wzgledem jej $rodka cigzkosci [kg/mz],

1
a = )
1
I+t
mR
I1+1
p= —2.
m

1.3. Linearyzacja w punkcie rownowagi

Zachowanie systemu oceni¢ mozemy poprzez analiz¢ postaci zlinearyzowanej, a wigc
sprowadzonej do postaci:

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) )
y() =Cx(1) (6)
Macierz Jacobiego [12] systemu (1) w punkcie rownowagi (7) ma postac
0 1 0 0
J(x) = axf 0 —gacosxy 2axix, ’
0 0 0 1

h) L) ) falx)
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gdzie:
A = —2X5X4 — £ COS X3 42 (2xyxx4 — gx1 COS X3) X
x12 +b (xlz +b)2
-2
xl + b
_ gy sinx;
f3 (x) = 2—,
X1 +b
-2
i) = S
xl + b

Mozna wykazaé, ze punktem réownowagi systemu (1) jest
x,=[000 0] ™)

W tym punkcie macierz Jacobiego przyjmuje posta¢

0 1 0 0
0 0 —ga O
Jxd=lo o o 1|
£ 0 0 o
b

a jej wartosci wilasne sa nastgpujace:

M =p,
7\‘2 =—p
A3 = jp,
7\’4 - _Jp7
gdzie
B 4234
p b 5
j?=-1

Zauwazmy, ze dla dodatnich a, b, Re(A;) > 0 — potwierdza to intuicyjny fakt niestabil-
nos$ci systemu (1).
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Macierz B systemu (1) w postaci (5), zlinearyzowanego w punkcie x, bgdzie mie¢ po-

staé
m T
B=(0 00 .
I1+1,

Nalezy zauwazy¢, ze system (5) jest sterowalny ze wzgledu na stan. Mozna to wyka-
za¢, budujac macierz Kalmana (zob. np. [8], [6]) postaci

0=[B AB A’B A%B] ®)

co w przypadku systemu (5) daje

oo o -8
b
0o 0o -8
B b
o= | ©)
0 - 0 0
b
Lo 0o o
Lb 3

Poniewaz det Q > 0, wnioskujemy o sterowalnosci systemu (5).

2. Przeglad mozliwosci sterowania

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy nastgpujace wartosci parametrow systemu:

m=0,1,
1=0,1,
R =0,01,

I, == mR? =8,3333.10°5,
12

a warunkiem poczatkowym dla eksperymentow bedzie wektor
x =[0,1 0 -0,01 0] (10)

a wigc z odchyleniem od punktu rdéwnowagi wartosci potozenia kulki oraz kata pochylni.
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2.1. Rozmieszczanie wartos$ci wlasnych systemu zamknigtego

Rozwazmy regulator proporcjonalny od stanu (C = 1),
u(t) =—Fx(t) (11)

gdzie F jest wektorem wzmocnien regulatora proporcjonalnego. W przypadku braku mozli-
wosci bezposredniego pomiaru wartosci x, i x, istnieje mozliwo$¢ stworzenia obserwato-
réow stanu (zob. np. [3]). Przyjmujac postac¢ systemu jako (5), uzyskujemy posta¢ systemu
zamknigtego (zob. [9])

x=[A—BF]x (12)

Mozna wykazac [2], ze dla par sterowalnych (A; B) mozliwe jest takie dobranie wekto-
ra sprzgzenia zwrotnego F, aby osiagna¢ zadany rozklad wartosci wlasnych systemu zam-
knigtego. Na przyktad dla wektora w. wt. [1 2 3 4] osiagniemy wektor regulatora postaci

K =[-10,0751 -0,5522 3,5003 1,0001] (13)

Mozna pokazaé, ze sprzgzenie takie stabilizuje system nieliniowy (1) rowniez przy
warunku poczatkowym oddalonym od (7). Trajektorie systemu zamknigtego z regulato-
rem K przedstawia rysunek 2. Osiagnigta jakos$¢ sterowania dla systemu nieliniowego jest
poréwnywalna z przypadkiem liniowym — wskaznik jakos$ci postaci (14) dla sterowania
systemem liniowym wynosi Jj;, = 0,0231, natomiast nieliniowym —J,;, = 0,0141.
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Rys. 2. Trajektorie nieliniowego systemu zamknigtego
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2.2. Regulator optymalny LQR

Istnieje mozliwos¢ realizacji regulatora LQR (Linear Quadratic Regulator) z nieskon-
czonym horyzontem czasowym, tj. minimalizujacego wskaznik jakosci postaci (zob. [4])

0 = [ (<) Ox(t) +u)! Ru(t) (14)
0

przy zalozeniach dla macierzy Q = QT, R=RT, 0=20,R>0.

Macierz wag Q przyjeto jako jednostkowa (Q = I), natomiast R = 0,01. Rozwiazanie
réwnania Riccatiego dla systemu liniowego (5) z powyzszymi wagami prowadzi do naste-
pujacego wektora regulatora

K =[-23,8184 -17,5655 67,4050 15,3235] (15)

Podobnie jak w przypadku rozmieszczania wartosci wiasnych, mozna przedstawi¢
dziatanie regulatora LQR dla systemu liniowego (5) (rys. 3) i nieliniowego (1) (rys. 4). Row-
niez i w tym przypadku jako$¢ sterowania jest porownywalna dla systemu liniowego i nieli-
niowego. Wskazniki jako$ci postaci (14) wynosza odpowiednio J;, = 0,01871J,;, = 0,0137.

Rys. 3. Trajektorie liniowego systemu zamknigtego (LQR)
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Rys. 4. Trajektorie nieliniowego systemu zamknigtego (LQR)

3. Obiekt rzeczywisty

Réwnania (1) stanowig ogdlny model, zachowujacy poprawnos¢ niezaleznie od za-
stosowanego uktadu wykonawczego. W obiekcie rzeczywistym wykorzystano silnik elek-
tryczny, ktérego charakter pozwala na znaczace uproszczenie modelu (1):

— Silnik zastosowany w stanowisku laboratoryjnym ma przetozenie na wale o wartos$ci
1:250. Fakt ten stanowi o tym, ze kulka umieszczona nawet w najdalszym polozeniu,
nie jest w stanie samoistnie spowodowa¢ zmiany kata pochylni — opory uktadu wy-
konawczego sa zbyt duze. Pochylnia ma okreslony zakres kata, poza ktéry nie moze
si¢ wychylié.

— Moc silnika jest wystarczajaco duza, by potraktowac inercje rampy jako pomijalna.

Uwzgledniajac powyzsze fakty, mozna uprosci¢ model do postaci, w ktorej jako wej-
Scie traktujemy kat pochylni, a wigc:

)2'1 =Xy (16)
Xy = a(lel2 —gsinu) 17)

Zmienna stanu x5 staje sie wejsciem u, natomiast x, s Z odnie z rOwnaniem stanu (3
3 4 >
przechodzi W u.
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3.1. Modelowanie ukladu wykonawczego

Jako uktad wykonawczy w systemie wykorzystano silnik pradu stalego. Silnik taki
zamodelowano jako obiekt calkujacy z inercja, o transmitancji postaci

_ K
O (8)

gdzie wejsciem jest napigcie na silniku, natomiast wyjsciem kat pochylni (zob. np. [1]).
Rysunek 5 przedstawia zaleznos$¢ kata pochylni od sterowania. Na jego podstawie wykona-
no badania parametréw réwnania (18). Do optymalizacji uzyto funkcji fminsearch pakietu
MATLAB. W jej wyniku osiagnigto nastgpujace parametry silnika:

K = 0,34,
T, = 1,39,
T, = 1,08.
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Rys. 5. Zaleznos¢ kata pochylni od sterowania

Na rysunku 6 przedstawiono poréwnanie odpowiedzi skokowych modelu silnika
i rzeczywistego obiektu. Jak mozna zauwazy¢, osiagnicto dobra zgodnos¢. Pewne niedo-
ktadnosci pojawiaja si¢ jedynie na poczatku przebiegu — jest to spowodowane faktem, iz
model nie przewiduje istnienia przekladni i zjawisk z tym zwiazanych.
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Rys. 6. Porownanie odpowiedzi silnika i modelu

3.2. Realizacja ukladu regulacji

Zastosowano sterowanie kaskadowe, w postaci przedstawionej na rysunku 7. Pierwsza
cz¢S¢ stanowi petla sprzezenia zwrotnego dla regulatora nadrzgdnego, wyjsciem ktorej jest
warto$¢ zdana dla regulatora podrzednego. Nadrzgdny regulator ma za zadanie sterowanie
wychyleniem pochylni tak, aby ustabilizowaé kulk¢ w pozycji ,,0”. Regulator podrzedny
natomiast jest odpowiedzialny za ustawienie zadanej pozycji pochylni — stanowi wigc, ra-
zem z silnikiem, serwomechanizm. Poniewaz silnik zidentyfikowano zgodnie z (18) jako
obiekt catkujaco-inercyjny, uzyto regulatora typu P.

Potozenie kulki
n c ‘7 M P —» Moment

O Potozenie pochylni
0
Regulator Regulator P Obiekt sterowania

Rys. 7. Kaskadowy uktad sterowania systemem

3.3. Regulator rozmyty

W realizacji praktycznej regulatora rozmytego wykorzystano pakiet Fuzzy Logic
Toolbox $rodowiska MATLAB/Simulink. Jako sygnaty wejsciowe regulatora uzyte beda:
btad (odchylka od stanu rownowagi) oraz predkos¢ zmian bledu w czasie.
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Funkcje przynaleznoSci

Przy projektowaniu regulatora zastosowano funkcje przynaleznosci przedstawione na
rysunku 8, dwie dla wej$¢ oraz jedna dla wyjscia.
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Rys. 8. Funkcje przynaleznosci wejscia i wyjscia

Reguly

Po ocenie przynaleznosci zmiennej do danego zbioru badane sa reguly dziatajace na tg
zmienna. W zastosowanym regulatorze wykorzystano pigtnascie regut na warto$¢ sterowan

(tab. 1).

Tabela 1

Reguly sterowania regulatora rozmytego.
W poszczegdlnych komodrkach podano warto$¢ sterowania
w zalezno$ci od potozenia kulki (wiersze) i jej predkosci (kolumny)

duza dodatnia mata duza ujemna

daleko lewo Zero duzo minus duzo minus

blisko lewo lekko plus lekko minus lekko minus

srodek lekko plus Zero lekko minus

blisko prawo lekko plus lekko plus lekko minus
daleko prawo duzo plus duzo plus Zero




Przeglad mozliwosci sterowania systemem o zmiennym momencie bezwladnosci... 207

Regutly te zostaly zaprogramowane jako intuicyjne (eksperckie) reakcje na stan po-

szczegolnych wejs¢ systemu. Przyktadowo: gdy potozenie kulki jest nieznacznie oddalone

od 0 w kierunku dodatnim, wowczas naturalng reakcja jest lekka korekta w kierunku ujem-

nym. Gdy wychylenie jest duze, korekta ta jest silniejsza.

W regulatorze wykorzystano wnioskowanie zaproponowane przez Mamdaniego (zob.

np. [9, 5]):

dla kazdej reguty obliczana jest sila jej odpalenia,
wyznaczany jest zbior rozmyty F; wyprowadzany przez i-ta regule,
przeprowadzana jest agregacja powstatych zbiorow za pomoca operacji ,,max”.

Wyostrzanie

W zastosowanym regulatorze uzyto jednej z najczesciej stosowanych metod wyostrza-

nia — metody $rodka cigzkosci (COD) danej wzorem (zob. [5])

[y-u(y)dy

v [u(y)dy

T

(19)

Uzyskana powierzchnig¢ sterowan przedstawia rysunek 9.
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Rys. 9. Powierzchnia sterowan
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Odpowiedzi uktadu z regulatorem rozmytym na dodatnie i ujemne zaburzenie przed-
stawiaja rysunki 10 oraz 11.

0.2 T

—— pozycja kulki [m]
0.15- —— sterowanie

0.1r 1
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Rys. 10. OdpowiedZ uktadu z regulatorem rozmytym na dodatnie zaburzenie stanu

— pozycja kulki [m] |
—— sterowanie

0.25}

0.2F7
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Rys. 11. Odpowiedz uktadu z regulatorem rozmytym na ujemne zaburzenie stanu

Regulator rozmyty dobrze radzi sobie ze sterowaniem systemem rzeczywistym, mozna
jednak zauwazy¢ istnienie uchybu statycznego.
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4. Podsumowanie

Niniejsza praca zawiera ogolny przeglad mozliwosci sterowania systemem ,,ball on

beam”. Przedstawiono mozliwosci sterowania wykorzystujace posta¢ zlinearyzowana mo-
delu i wykazano, ze jest mozliwe wykorzystanie go do sterowania systemem nieliniowym
bez znaczacego ubytku jakosci sterowania. Ponadto zaprezentowano mozliwos¢ sterowania
systemem ,,ball on beam” bez wykorzystania modelu matematycznego na przyktadzie regu-
latora rozmytego.
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