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Mieszanie topologiczne
w dyskretnych ukladach dynamicznych
— krotkie wprowadzenie

1. Model ciagly czy dyskretny?

W wielu zastosowaniach modelujemy rozwazany proces za pomocg rownan roéznicz-
kowych. Zatéozmy dla przyktadu, ze badamy dynamike rozwoju pewnej populacji. Dla
uproszczenia przyjmijmy, ze mamy do czynienia z jednym ustalonym gatunkiem rozwijaja-
cym si¢ samodzielnie w warunkach laboratoryjnych (bez interakcji z innymi gatunkami).
Wazrost populacji bedzie proporcjonalny do jej licznoéci, jednak nie moze odbywac si¢ on
nieograniczenie. Naturalng bariera bgdzie tutaj cho¢by pojemnos¢ zbiornika, w ktorym ga-
tunek si¢ rozwija. W roku 1838 Pierre-Frangois Verhulst (1804—1849) opisat w [21] rozwdj
populacji nastgpujacym rownaniem (N(¢) > 0 oznacza liczebno$¢ populacji w chwili #):

1lav _ (|_N
N dt K (1)

Jak widzimy, w rownaniu przyjgto zatozenie, ze szybko§¢ wzrostu populacji na jedne-
go osobnika maleje wraz z jej rozwojem, az do osiagnigcia licznosci populacji roéwnej K. Po
osiagnigciu tej granicy przyrost staje si¢ ujemny, tzn. populacja zaczyna wymiera¢. Rowna-
nie (1) jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych, zatem mozna poda¢ jawng postac roz-
wiazania (przy warunku poczatkowym N(0) = N,):

N@)= oS @)
1+((K/Ny)-D)e

Ze wzoru (2) mozna natychmiast wyczytac, ze startujac od pewnej licznosci M0) € (0, K)
rozmiar populacji bgdzie stopniowo wzrasta¢, zblizajac si¢ asymptotycznie do granicznej
wartosci rownej K (zobacz rys. 1).
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Rys. 1. Przyktadowe rozwigzanie réwnania (1)

Jesli o rozwazanej populacji mozemy zatozy¢, ze rozwija si¢ ona w sposob nieprze-
rwany (ciagly), tzn. gdy nie wida¢ wyraznie kolejnych faz rozwoju (np. bakterie, drozdze),
model Verhulsta sprawdza si¢ dos¢ dobrze.

Z drugiej strony, gdy rozwoj populacji wykazuje wyrazne fazy, np. sezonowe, model
ciagly nie zgadza si¢ z danymi doswiadczalnymi. Probujac opisa¢ matematycznie wyniki
uzyskane w do$wiadczeniach nad chrzaszczami z rodziny stonkowatych (w licznosci popu-
lacji mozna byto zauwazy¢ wystgpujace na przemian okresy cyklicznej oraz nieregularnej
zmiany liczebnosci osobnikow), Syunro Utida (1913-2005) zastosowal w roku 1957 w pra-
cy [20] dyskretng wersje rownania (1), tzn. roéwnanie:

1 N,
_(Nt+1_Nt)=”(1__tJ 3
N, K )
(N, informuje nas o poczatkowym stanie populacji, N; o licznosci w pierwszym pokoleniu,

N, w drugim itd.). Przeksztatcajac rownanie (3), otrzymujemy wzor na liczebno$¢ populacji
w kolejnych pokoleniach:

N
Nt+1:N,+rNt(1—?f) 4)

Wykonajmy zmiang zmiennych zadang wzorem:

_ rN,
(r+)K’

pu=(r+1) %)

X

(czyli liczebnos$¢ populacji odnosimy do stalej K). Rownanie (4) przyjmie postaé
X1 = M (1= x;) (6)
Rownanie (6) oznacza, ze rozwdj populacji (w nowych zmiennych) mozemy opisa¢

poprzez iteracjg funkeji Fy(x) = px(l — x). Mimo Zze bardzo prosty, uklad dynamiczny (6)
wykazuje bardzo zlozona dynamikg, a jej zrozumieniu po$wigcono wiele publikacji.
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Z punktu widzenia dalszej czg$ci artykulu istota jest analiza wynikow symulacji
uktadu (6). Na rysunku 2 przedstawiono trajektori¢ (tzn. ciag x, f(x), f(f(x)), ...) punktu
x; =0,749 i x, = 0,751 dla funkcji F,. Zwré¢my uwagg na ciekawy fakt. Mimo ze poczat-
kowo punkty byty blisko, po pewnym czasie trajektorie przyjmuja wartosci odlegte o po-
nad 1/2, potem ponownie sa blisko, pdzniej znow odlegle o ponad 1/2 itd. Matematycznie
Sciste wyjasnienie tego i innych zjawisk wystgpujacych w dyskretnych uktadach dynamicz-
nych, a zwiazanych z mieszaniem, podamy w dalszej czgsci pracy.
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Rys. 2. Trajektorie punktow x; = 0,749 (linia przerywana) i x, = 0,751 (ciagta)
dla funkcji f(x) = 4x(1 — x)

2. Tranzytywnos$¢ i mieszanie topologiczne

Od tego momentu bedziemy zaktadaé, ze (X, d) jest zwarta przestrzenia metryczna,
a C(X) bedzie oznaczaé zbior wszystkich funkcji f: X — X, ktore sa ciaglte (czytelnik nie-
obeznany z topologia moze sobie wyobrazaé, ze X jest odcinkiem, okrggiem, lub ogdl-
niej ograniczonym i domknigtym podzbiorem R"). Przez orbite punktu x € X wzgledem f
rozumiemy zbior {x, f(x), 1" 2()c), ...}, a przez zbior graniczny punktu x (ozn. o( f, x)) zbidr
wszystkich mozliwych punktow ktore mozna uzyskac jako graniceg jakiegos$ podciagu ciagu
xS0, 20, ..

Wprowadzamy nastgpujace definicje:

Definicja 1. Niech (X, d) bedzie zwarta. Odwzorowanie f nazywamy:

(1.1) tranzytywnym, gdy dla dowolnych niepustych zbiorow otwartych U;,U, c X
istnieje n > 0 takie, ze f"(U,)) N U, # &;
(1.2) catkowicie tranzytywnym, gdy dla dowolnego m odwzorowanie " jest tranzytywne;
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(1.3) (topologicznie) stabo mieszajacym, gdy dla dowolnych niepustych zbiorow
otwartych U, Uy, Vy, V, € X istnieje n > 0, dla ktorego zachodzq nastepujqce
warunki:

U0 0, (V) nV,#T;

(1.4) (topologicznie silnie) mieszajacym, gdy dla dowolnych niepustych zbioréw
otwartych U,,U, C X istnieje N takie, ze f"(U,) N U, # D dla dowolnego n > N.

Nalezy zwroci¢ uwagg, ze istnieja odpowiedniki powyzszych pojg¢ na bazie teorii
miary i odwzorowan mierzalnych (zob. [9, 17])
Wprost z definicji wynikaja natychmiast implikacje

calkowita tranzytywno$¢ = tranzytywnos¢

mieszanie = slabe mieszanie

Natomiast implikacja (stabe mieszanie = catkowita tranzytywnos$¢) wymaga dodatko-
wej analizy. Rozwiazanie przynosi wynik Furstenberga z 1967 roku [11].

Twierdzenie 2 (Furstenberg). Odwzorowanie f jest stabo mieszajqce wtedy i tylko wte-
dy, gdy n-krotny produkt karezjanski (z topologiq produktowq)

X xfiXx . xXo5Xx,.. xX

jest tranzytywny dla dowolnego n = 2.

Zwroémy uwagg, ze kazde odwzorowanie tranzytywne f (wigc takze kazde stabo mie-
szajace) jest surjekcja, co wynika z ciaglosci f'1 zwartosci X (dla dowolnego y mozna wska-
zaé ciag x,, taki, ze lim,_, ., f(x,) =»). Jesli ustalimy dowolne £, to dzigki surjektywnosci dla
dowolnych otwartych niepustych U, V istnieja zbiory otwarte niepuste U, ...,U o wlasno-
sci f(Upy) € Uy, Uy = U. Korzystajac z twierdzenia Furstenberga, znajdujemy m > 0, dla
ktorego f"(U) NV # &, a co za tym idzie, /" (U) N V = &. Ale jedna z liczb m — i jest
podzielna przez k, co daje zadana implikacje.

W zwiazku z powyzszymi obserwacjami natychmiast nasuwa si¢ pytanie: Czy prze-
ciwne implikacje zachodzq?

Okazuje si¢, ze w ogdlnym przypadku odpowiedz na to pytanie jest przeczaca. Uza-
sadnienie faktu

tranzytywno$¢ = catkowita tranzytywno$¢ # stabe mieszanie

mozna do$¢ tatwo wykazac, jezeli zna si¢ podstawowe fakty z teorii uktadow dynamicz-
nych. Przyktad uktadu tranzytywnego ale nie catkowicie tranzytywnego stanowi X = {0, 1}
z odwzorowaniem f(0) = 1, f(1) = 0, czyli uktad ztozony z doktadnie jednej orbity o okre-
sie 2. Jest oczywiste, ze fjest tranzytywne oraz, ze f 2 nie ma tej wlasnos$ci. Drugi przyktad
stanowi obrot o kat niewymierny 0 € R\Q, czyli odwzorowanie Ry : S! - s! dane wzorem
Ry(x) = xe?™® gdzie st = {z e C:|z| = 1} jest okrggiem jednostkowym na ptaszczyznie
zespolonej.
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Do$¢ tatwo jest udowodnié, ze dla dowolnego x € S' orbita wzgledem Ry jest gesta
w S! (informacja o tym fakcie pojawia si¢ juz w manuskrypcie N. Oresme z XIV wieku,
cho¢ nie mozna tutaj oczywiscie mowi¢ o formalnym dowodzie we wspotczesnym rozu-
mieniu tego stowa). Da si¢ jednak wykaza¢ o wiele mocniejszy warunek, udowodniony
w latach 1909-1910 przez Hermanna Weyla, ktory we wspotczesnej terminologii mozna
wypowiedzie¢ nastgpujaco

Twierdzenie 3. Niech © € R\Q. Wtedy dla dowolnego odcinka J < S' oraz x € S!
zachodzi

lim l#{os i<n:Ry(x)eJ}= L),

n—+e N

gdzie L oznacza znormalizowanq miare Lebesgue’a na okregu (tzn. obwdd okregu wyno-
sil).

Warto nadmienic¢, ze twierdzenie to okazato si¢ szczegdlnym przypadkiem twierdzenia
ergodycznego Birkhoffa [7], stanowiacego fundament teorii ergodycznej [9]. Zachodzi tak-
ze nastgpujace twierdzenie (prawdziwe takze w ogodlniejszej sytuacji gdy X jest osrodkowa
przestrzenia Baire’a [1]):

Twierdzenie 4. Niech (X, d) bedzie zwarta oraz niech [ € C(X). Nastepujqce warunki
sq rownowazne:

(4.1) fjest tranzytywne;

(4.2) istnieje punkt x € X taki, ze o(f, x) = X,

(4.3) istnieje zbior residualny A C X (tzn. zbior zawierajqcy conajwyzej przeliczalne
przeciecie zbiorow otwartych i gestych) taki, ze o(f, x) = X dla dowolnego x € A,

(4.4) dla dowolnego niepustego zbioru otwartego U C X zbior U:;O F"WU) jest
gesty w X,

Twierdzenie 4 w polaczeniu z twierdzeniem 3 implikuje, Ze Rq jest catkowicie tranzy-
tywne (Rg jest tranzytywne, oraz Ry = R,q). Zauwazmy takze, ze rozwazane odwzorowa-
nie nie jest stabo mieszajace (Rq jest izometria, wige jesli ustalimy dwa roztaczne odcinki
U,, V, na st to maly odcinek U; = V| zawarty migdzy nimi nigdy nie przetnie ich obu
w jednej iteracji).

Przyktad pokazujacy, ze stabe mieszanie nie implikuje mieszania, jest nieco bardziej
subtelny. Warto nadmieni¢, ze poczatkowo przykladu szukano na przestrzeniach dobrze
znanych (odcinek, okrag, itp.), gdzie taka konstrukcja jest niemozliwa.

Zachodza nastgpujace twierdzenia dla odcinka [5, 6]:

Twierdzenie 5. Niech f € C(I). Nastepujqce warunki sq rownowazne:

. f 2 Jjest tranzytywne,

(5.2) fjest catkowicie tranzytywne,

(5.3) fjest mieszajqce,

(5.4) fjest tranzytywne i ma punkt okresowy o nieparzystym okresie roznym od 1.
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i okregu [2, 8, 3]:

Twierdzenie 6. Niech [ : S' — S! bedzie calkowicie tranzytywne. Wtedy zachodzi do-
kladnie jeden z ponizszych przypadkow:
(6.1) fjest mieszajqce (ma wtedy gesty zbior punktow okresowych,),

(6.2) f jest rownowazne obrotowi o kqt niewymierny (izn. istnieje homeomorfizm
n:S' =S takie, zemo f=Ry o m).

Dla konstrukcji przyktadu odwzorowania, ktore jest stabo mieszajace ale nie jest mie-
szajace, rozwazmy zbior ciagow obustronnie nieskonczonych 222 {0,1}" wraz z metryka
dana wzorem

27k ya Y,

d(x,y) =
0 x=y,

gdzie k jest maksymalna liczba o wlasnosci x; = y; dla —k < i < k. Latwo sprawdzi¢, ze (2, d)
jest zwarta oraz, ze odwzorowanie ¢ : X, — X, dane wzorem O(x); = x;; jest ciagle
(G przesuwa ciag x o jedna pozycje w lewo, stad nazywane jest przesunieciem).

Definicja 7. Zbior P < N nazywamy petnym, gdy dla dowolnego n € N zbior P za-
wiera n kolejnych liczb naturalnych (tzn. {i,i+ 1, ...,i+n} c P dla pewnego i € N).

Definicja 8. Niech P < IN. Okreslamy zbior X, c X, wzorem
Xp={xeZyx=x;=1, i<j>j-ic P}

oraz odwzorowanie Gp= O|Xp Zbior X, wraz z odwzorowaniem Gp nazywamy przesunig-
ciem z odstgpami.

Wprost z definicji 6(Xp) = Xp, natomiast z definicji metryki d wynika takze, ze X, jest
zbiorem domknigtym (wigec zwartym). Jako natychmiastowa konsekwencj¢ otrzymujemy
op€ C(Xp). Przesunigcia z odstgpami zostaly w prowadzone w pracy [15] wraz z dowodem
nastgpujacego twierdzenia:

Twierdzenie 9. Niech P — \N. Zachodzq nastepujqce warunki:

(9.1) opjest mieszajqce wtedy i tylko wtedy, gdy zbior N\P jest skoriczony,
(9.2) opjest stabo mieszajqce wtedy i tylko wtedy, gdy zbior N\P jest peiny.

Na tej podstawie bardzo prosto mozna skonstruowac¢ odwzorowanie stabo mieszajace
ale nie mieszajace. Wystarczy zauwazy¢, ze zbior
?=J{2",2"+1,..,2" +n}

n=l1

jest pelny, ale jego dopetnienie w IN jest nieskonczone, co na podstawie twierdzenia 9 ozna-
cza, Ze Op jest szukanym odwzorowaniem.
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3. Mieszanie i chaos

Zanim przejdziemy dalej, zwré¢my jeszcze uwagg na nastgpujaca wlasno§¢ odwzoro-
wan mieszajacych. Dla (X, d) zwartej niech 2% oznacza przestrzen podzbioréw zwartych X,
wraz z metryka Hausdorffa .77, czyli metryka dana wzorem

J/fA,B)=inf {¢ > 0: 4 c N(B, €), B < N(4, ¢)},

gdzie N(A, €)= U K(x, €) jest otoczeniem €-owym zbioru A.

xeA
Twierdzenie 10. Jesli f jest mieszajqce, to dla dowolnego zbioru zwartego A o niepu-
stym wnetrzu (tzn. Int4 # &) zachodzi

lim 7, (f"(A), X)=0.
n—yoo

Inaczej mowiac, w przypadku odwzorowan mieszajacych zbiory o niepustych wne-
trzach coraz bardziej wypetniaja cata przestrzen. Sugeruje to, ze intuicyjnie rozumiane
,mieszanie” jest realizowane przez odwzorowania topologicznie mieszajace. Co wigcej
prezentowane wilasnosci maja zwiazek ze zjawiskami zebranymi pod wspdlna nazwa ,,cha-
0s”. Zacznijmy jednak od poczatku.

Symulacja podobna do tej, ktorej efekt widzimy na rysunku 3, byta umotywowaniem
twierdzenia 11 udowodnionego przez Li i Yorke’a w pracy [16].

W twierdzeniu 11 przez Per( f) oznaczono zbiér punktéw okresowych, tzn. punktow p
o wlasnoéci f"(p) = p dla pewnego n > 0:

Twierdzenie 11. Niech F € C(I). Gdy istnieje a € I takie, Ze
F3(a)<a < F(a) < F*(a) (ew. F*(a)>a > F(a) > F*(a)),
to:
(11.1)Dla kazdego k =1, 2, .... funkcja F ma punkt okresowy o okresie k.
(11.2) Istnieje nieprzeliczalny zbior S (niezawierajqcy punktow okresowych) spetnia-
Jacy warunki:
(a) Dla dowolnych x, y € S, x # y zachodzq warunki.:

limsup | F"(x)-F"(y)|> 0,

n—yeo

liminf | F"(x)-F"(y)|=0.
n—sco

(b) Dla dowolnego x € S oraz p € Per(F) zachodzi:

limsup | F"(x)-F"(p)|>0

n—oo

(tzn. S nie zawiera punktow asymptotycznie okresowych,).
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Twierdzenie 11 jest istotne z dwoch powodow. Po pierwsze warunek (11.1) jest wnio-
skiem z twierdzenia z pracy [18] (opublikowanej w jezyku rosyjskim), na ktoéry zwrocono
uwagg dopiero po publikacji pracy [16].

Twierdzenie 12 (Szarkowskiego). W zbiorze NN wprowadzamy porzqdek <« wediug
zasady:

3 4 5 < 7 < 9 N
32 0« 52 9« 72 <« 92 <«
3.22 4 522 4 722 4 922 4

<123 <122 a4 2 < 1

Jesli F € C(I) ma punkt o okresie k oraz k « | to F ma takze punkt o okresie .
Po drugie, warunek (11.2) stanowi pierwsza matematycznie $cisla definicj¢ chaosu,
ktéra wspodtczesnie wypowiada si¢ w sposob nastepujacy:

Definicja 13. Niech (X, d) bedzie zwarta oraz niech f € C(X). Zbior S ¢ X nazywamy
splatanym przez f, gdy dla dowolnych x, y € S, x # y zachodzi warunek

limsup | f*(x)- f*(¥)|>0 oraz liminf | f"(x)-f"(y)|=0.

n—oo

Jezeli przy ustalonym & > 0 zachodzi silniejszy warunek 1im sup| f"(x)= f"(y)|> 8,
to S nazywamy d-splatanym. n—ee

Jesli dla f mozna wskazaé nieprzeliczalny zbior splatany (8-splatany), to f nazywamy
funkcjq chaotyczng w sensie Li i Yorke'a (odpowiednio 8-chaotyczng).

Zwrdéémy uwage, ze w definicji 13 nie zaktada si¢ ze S M Per(f) = @ oraz, ze brak jest
w S punktow asymptotycznie okresowych. Jest to spowodowane faktem (ktory tatwo udo-
wodnié), ze S moze zawiera¢ co najwyzej jeden punkt okresowy i jeden punkt asymptotycz-
nie okresowy (a po ich usunigciu S jest nadal nieprzeliczalny). Definicja zbioru splatanego
sugeruje, ze trajektorie punktow musza si¢ migdzy soba ,,przeplata¢” w trakcie kolejnych
iteracji. Mozna liczy¢ wigc na pewien rodzaj ,,mieszania” w przestrzeni stanow (stad tez
nazwa chaos). Jak tatwo zweryfikowac (analizujac obrot na okrggu), tranzytywno$¢ jest
zbyt staba wlasno$cia by zagwarantowac¢ chaos w sensie Li i Yorke’a. Wystarczy jednak by
dynamika byla tylko nieco bogatsza, aby zagwarantowaé¢ chaos. Mowi o tym ponizsze
twierdzenie, udowodnione po raz pierwszy w [13] (przez zbior Cantora rozumiemy zbior
zwarty, bez punktow izolowanych w ktorym jedyne podzbiory spojne to singletony).

Twierdzenie 14. Jesli f € C(X) (gdzie X to przestrzen zwarta metryczna) jest tranzy-
tywne oraz posiada co najmniej jeden punkt okresowy p, to wtedy istnieje zbior Cantora

S-splatany przez f.
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Jesli dodatkowo p jest stacjonarny (tzn. f(p) = p), to istnieje gesty zbior
O-splatany M bedqcy co najwyzej przeliczalng sumq zbioréow Cantora.

Powyzszy fakt jest mocno zwiazany z definicja chaosu wprowadzona przez R.L. De-
vaneya w ksiazce [10]. Definicja ta taczy w sobie dynamik¢ gwarantujaca mieszanie z dy-
namika regularna.

Definicja 15. Niech (X, d) bedzie zwarta oraz niech f€ C(X). Mowimy, Ze f jest wrazli-
we na warunki poczqtkowe, gdy istnieje & > 0 takie, ze dla dowolnego x € X oraz € > 0
mozna wskazac k > 0 oraz y € X o wlasnosci d(x, y) < g€, d(f k(x), f k(y)) <E&

Odwzorowanie f nazywamy chaotycznym w sensie Devaneya, gdy spelnia nastepujqce
warunki:

(15.1) fjest tranzytywne oraz Per(f)=X (punkty okresowe sq geste w X),

(15.2) fjest wrazliwe na warunki poczqtkowe.

Wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe oznacza, ze dowolnie blisko kazdego punktu x
znajduje si¢ inny, ktérego trajektoria oddala si¢ po pewnym czasie od trajektorii x o wigcej
niz 8. Wydaje si¢ wigc, Ze jest to warunek najwazniejszy w definicji chaosu.

Tym bardziej jest zaskakujace twierdzenie udowodnione w [4] (zobacz takze [12, 19])
ktore mowi, ze gdy X jest zbiorem nieskonczonym, to prawdziwa jest implikacja

(15.1) = (15.2).

Zwr6¢my uwagg, ze na podstawie twierdzenia 14 definicja Devaneya jest mocniejsza
niz definicja chaosu w sensie Li i Yorke’a. W tej sytuacji intuicja sugeruje, ze mieszanie czy
nawet slabe mieszanie powinny prowadzi¢ do dynamiki, ktéra mozna nazwac chaotyczna.
Juz na poczatku lat 90. znany by? fakt, ze stabe mieszanie implikuje 8-chaos [14]. Okazuje
si¢ jednak, ze w przypadku odwzorowan stabo mieszajacych zachodzi o wiele mocniejsza
wlasno§¢. Mamy nastgpujaca charakteryzacjg [22]:

Definicja 16. Zbiér S < X nazywamy chaotycznym wzgledem rosnqcego ciqgu {p; }i1.
gdy dla dowolnej funkcji ciqglej F : S — X istnieje podciqg {q j}7=1 c{p;}iz 0 wlasnosci

VxeS lim f7(x)=F(x).
joe

Twierdzenie 17. Niech f € C(X) gdzie (X, d) jest zwarta. Zachodzq nastepujqce wa-

runki:

(17.1) Odwzorowanie f jest stabo mieszajqce wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje gesty
zbior S, bedacy conajwyzej przeliczalng sumq zbiorow Cantora, chaotyczny
wzgledem pewnego ciqgu rosnqcego {p;}ieq-

(17.2) Odwzorowanie f jest mieszajqce wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje gesty zbior S,
bedqcy conajwyzej przeliczalng sumq zbiorow Cantora, chaotyczny wzgledem
dowolnego ciqgu rosnacego {p;}iey.
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Przedstawione fakty stanowia jedynie wprowadzenie do ciekawej (i bogatej w wyniki)
tematyki. Mamy nadziej¢, ze zebrane fakty beda przydatne w badaniach nad uktadami dy-
namicznymi (tak w matematyce jak i w naukach stosowanych) oraz zachgca czytelnika do
glebszych studiow nad topologicznymi aspektami dynamiki.

Podzi¢gkowania

Praca naukowa finansowana ze srodkéw na nauke w latach 2007-2009 jako projekt
badawczy, grant nr. NN201272333 Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego. Dodatkowo
autor jest stypendystq w programie START Fundacji na rzecz Nauki Polskiej oraz uczestni-
czy w badaniach AGH, grant nr 10.420.03.

Literatura

[1

—

Aoki N., Hiraide K., Topological theory of dynamical systems. Recent advances, North-Holland
Mathematical Library, vol. 52, North-Holland Publishing Co., Amsterdam, 1994.
Auslander J., Katznelson Y., Continuous maps of the circle without periodic points. Israel J.
Math., 32 (1979), 375-381.
Banks J., Regular periodic decompositions for topologically transitive maps. Ergodic Theory
Dynam. Systems, 17 (1997), 505-529.
Banks J., Brooks J., Cairns G., Davis G., Stacey P., On Devaney's definition of chaos. Amer. Math.
Monthly, 99 (1992), 332-334.
[5] Barge M., Martin J., Chaos, periodicity, and snakelike continua. Trans. Amer. Math. Soc., 289
(1985), 355-365.
[6] Barge M., Martin J., Dense orbits on the interval. Michigan Math. J., 34 (1987), 3—11.
[7]1 Birkhoff G.D., Proof of the ergodic theorem. Proceedings of the National Academy of Sciences
USA, 17 (1931), 656-660.
[8] Coven E., Mulvey 1., Transitivity and the centre for maps of the circle. Ergodic Theory Dynam.
Systems, 6 (1986), 1-8.
[9] Denker M., Grillenberger C., Sigmund K., Ergodic theory on compact spaces. Lecture Notes in
Mathematics, vol. 527, Springer-Verlag, Berlin-New York, 1976.
[10] Devaney R.L., An introduction to chaotic dynamical systems. The Benjamin/Cummings Publi-
shing Co., Inc., Menlo Park, CA, 1986.
[11] Furstenberg H., Disjointness in ergodic theory, minimal sets, and a problem in Diophantine ap-
proximation. Math. Systems Theory, 1 (1967), 1-49.
[12] Glasner E., Weiss B., Sensitive dependence on initial conditions. Nonlinearity, 6 (1993), 1067—
1075.
[13] Huang W., Ye X., Devaney s chaos or 2-scattering implies Li-Yorke's chaos. Topology Appl., 117
(2002), 259-272.
[14] Iwanik A., Independence and scrambled sets for chaotic mappings. The mathematical heritage of
C. F. Gauss, 372-378, World Sci. Publ., River Edge, NJ, 1991.
[15] Lau K., Zame A., On weak mixing of cascades. Math. Systems Theory, 6 (1972/73), 307-311.
[16] Li T.-Y., Yorke J.A., Period three implies chaos. Amer. Math. Monthly, 82 (1975), 985-992.
[17] Petersen K., Ergodic theory. Cambridge Studies in Advanced Mathematics, Cambridge University
Press, Cambridge, 1983.
[18] Sarkovs’kii O.M., Co-existence of cycles of a continuous mapping of the line into itself. Ukrain.
Mat. Z., 16 (1964), 61-71 (in Russian).

[2

—

[3

—

[4

—



88 Piotr Oprocha

[19] Silverman S., On maps with dense orbits and the definition of chaos. Rocky Mountain J. Math., 22
(1992), 353-375.

[20] Utida S., Population fluctuations, an experimental and theoretical approach. Cold Spring Harbor
Symposia on Quantitative Biology, 22 (1957), 139-151.

[21] Verhulst P.F., Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement. Corresp. Math.
Phys., 10 (1838), 113-117.

[22] Xiong J.C., Zhong G., Chaos caused by a topologically mixing map. Dynamical systems and rela-
ted topics (Nagoya, 1990), 550-572, Adv. Ser. Dynam. Systems, 9, World Sci. Publ., River Edge,
NJ, 1991.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


