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�( ������ �	�	�2��$ �	3�4	��5 � '67$�	�( 7���	� 8���	5 ����$67	���� ��(��7	,��2o+���%

� �	(	�� ��� � �	9�'� ���	����	(	�� ��� � �	2 ��(����6	:	�(���6	�(����	�� ��� �7	$�a�'	:

�����( 	6����	�	��6,���� �6	�����$*	 	5'�����������$*	�( �����;	�	������'	2����(a���� �

��<��-#(/	=	��+�	��<�	�( ������ �!	6�>�� 	5 ���	?�(���	��>	��������@	6���	� � �(�	 	���$6�%

�����!	 ��	 ��$���	�����5������	9�'� ���	��<��-'	(�6+$ �(�<�	 	$*������������	5 ���'	���5 %

� �(���$*	(	�� ��� � �	��6	 �����5������	6���	�#(��(�>��	�2����( 	��<��-'	(�6+$ o(�<�!
����+����<�	(	�� ��� � �	2 ��(����6	 	��2�( ��� 	 �2'���(�6	5 ���'/	A*����������yki (licz-
ba mnoga (�� ��	�	5���'!	 >	��6$�8+$ �6	�7	��	�( �	$*������������ .	��2� �'��(�	 	5���(�

�',	 ���$��( ���	  	 '��6���@	 5 ���'	 (	 �� ��� � �	 �����5������	 �7	 6����$��+� �	 ����s5�����7

��2�( ��� 	 �2'���(�6	3�4/	�( ������ �	��	6���	�5���'-�(���	���#(��	���	�� edziny cza-
su	$ 7<-�<�!	6��	 	���	���	�(���<�	$���'	���������<�!	<��	���8	��<��-'	2�-� 	$ 7<	(����+$ !

����+����	(	2�(��$*	:	���(�$��6	�#(������<-�$*	:	2'����$*	�� 	$���'/	B�>�� 	���8	�����%

5����$6 	 2�-� 	 ���������	 �����5����$6�	 9�'� ���	 ?DTF) [3], wówczas zarówno dzied� ��

2 ��(����	?'��(� �	�(���	�� ��� �7	$���'@!	6��	 	(�#���	?$��� 	9�'� ���!	�(���	��>	�� �%

�� �7	 $�8����� (�+$ @	 6���	 ���������	  	 6���	 6�������$�� �	 ����+����	 2����	 $ 7<	  ���k�#(

�	(����+$ �$*	��	�	��	N-1, gdzie N	��	�-'<�+C	$ 7<'/	DTF	2��������-$�	N-elem����(�	$ 7<

2 ��(����	 :	 �(����	 �	 (����+$ �$*	 ���$��( ���$*	 :	 (	 N%��������(�	 $ 7<	 �����5������

9�'� ���	:	���(�$��6	�	(����+$ �$*	���2�����$*/ W przypadku DTF	 	2���	2����(����� '
$ 7<#(	�	'�������6	�-'<�+$ 	�( ������ �	�	�2��$ �	6���	�2�-� ���	���	�2���'	��-�(�<�!	��#��

��>�	,�C	�2 ����	����82'67$��	(�����
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y n x m h n m
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=
= ⋅ −∑ (1)

<�� �	�?�@!� �?�@	  ��?�@� ��	����6��	��������	$ 7<#(.	(�6+$ �(�<�!	��2�( ��� 	  �2'���(�6

 	(�6+$ �(�<�!	�	��2 �	?	@������$��	(����+C	(	��( �� �	(� 8�7	���'��	�/



�0D )������-�(	 ����*���

=E������ $*	� ��'	������$*!	(	� ��8	(�����'	����82��+$ 	 	���,��+$ 	$�5��(�$*	��$*%

� �	�,� $��� �(�$*!	 ���(�>�� �	2��(������	��	,�� �	F�9	���2� �(�	����82�(�-�	 �����%

5����$68	9�'� ���	�	$�����	$ 7<-��!	�	5 ����$6�	$�5��(�	:	5 ����$68	�����<�(7/	F����<�	��>

2���'�'67$	 ���( 7��;	 2�����$���$*	 '������ ���	 6���	 2�+( 8$�� �	 '(�< 	 ��<��� �%

� ��	�( 7�����	�	$�5��(��	2����(����� ��	��<��-#(	 	��2�( ��� 7	(���67	�( ������ �

�	 �2��$ �/	=	2�������( ����	�2��$�(�� '	 ������ �	 ���(�>���	� ���2�(�	 �2��#,	 2���6%

+$ �	��	5 ����$6 	��<��-#(	�	$�����	����������!	<��	� �	6���	�2�-� ���	��-�>�� �	�	���$6�%

�����+$ 	 5 ���'/	 �2 ����	 ���( 7��� �	 �����( 	 �������	 (��82��$*	 ���(�>�;!	 �5��'67$�$*

����6��	����8�� �	(�-�� ���	(	����$ �	�������<�	2��<���'	2���'� (�;	����$�7$�$*	��>%

� (�$*	 '�<#�� �;	  	 ���2��$6 	 2�(���$*� �	 �����(���$*	 2�68C!	 ( 7����$*	 �(�$��6�(�

�	F�9!	��	 ���$*	���������$*	�����5����$6 	31:��4/

Celem stosowania splotu jest zazwyczaj stopniowe realizowanie filtracji, w trakcie
na2-�(�� �	 ����$*!	 ����� ���	���>�� �	 �����5�����	 6���	 �2���$67!	 ��	 2���$7	 ��#��6	(�%

<�d� �	6���	���� ��(�C	5 ����$68	���	$�-�+$ 	����$*/	9 ����$6�	���� ��(���	�2����(�	(	�� �%

�� � �	 2 ��(����6	 �����( 	 �����	 ����8�� �	 �,� $��� �(�	 ����82'67$�	 ���>�� �	 �����5��%

���!	��5i� '67$�	�(����	$��	5 ����$6 /	G��(�>�67$	����� ��	2��,����	2�����$���!	(�<��� �

6���	�o����(�C	�,���(�(���	�� ���	6���	5 ����$68	��<��-'	��	2���$7	�� ����<�	(	$��� �

5 ���'	 �	 ���;$����6	 ��2�( ��� 	  �2'���(�6	 3��4/	 B�����	 ��2 ���	 ��2�( ��� �	 2���6+$ �

�������$z��	��>�	'6�(� C	 ����8	�,���(�(���<�	2��$��'/	����� �	��	��>�	,�C	(�������

2����	 5 ����$68	 ���� ��(��7	 ���2'����(�	(	 �� ��� � �	 �����5������!	 ���	 $�-�<�	 $ 7<'	 ��%

��$*/	 ��<'�����	 2�(�>���	 �2�(���(�-�!	  >	 �'���	 2������( -	 �,���C!	 $��	 ��>� (�	 6���

��� �	 2���5���'-�(�� �	 2��,���u filtracji z wykorzystaniem zmiennych w czasie filtrów
o sko;$����6	 ��2�( ��� 	  �2'���(�6!	  >	 2��$��	 5 ����$6 	 �#<-,�	 ,�C	 �2 ����	 (	 2����$ 

2�6edynczego filtru zdefiniowanego w dziedzinie odpowiednio dobranej transformacji.
W po��'� (�� �$*	2�-7$����	���(�>�� �	����$�7$�	�2���'	'�<#�� ���<�	3�!	�!	1:��4!	����

5 ���acji niestacjonarnej [11].
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=2��(��H��	����82'67$�	����$��� �/	I �$*	A	,8�� �	��$ ���7	 �����5����$6 !	C na-
��� ���	��$ ���7	�2���'	'�<#�� ���<�	3��4	?(	2���2���'	DTF jest ��	��$ ���	�2���'	��-o-
wego [3, 11]). H niech oznacza macierz filtru w dziedzinie transformaty. Wektory kolumno-
we x, h, y	��	��2�( ��� �.	��<��-	(�6+$ �(�!	��2�( ��H	 �2'���(7	5 ���'	����	��<��-	(�%

� ��67$�	�	5 ����$6 /	=	2���2���'	5 ����$6 	���$6������6 h ni�	�� �� �	� 8	(	$��� �	 	5 ���a$6�

��>�	,�C	��2 ����	����82'67$�

( )( )1 1ˆ− −= ⊗ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅y h x A h A x A H A x C x� (2)

gdzie:
⊗ – operator splotu ougólnionego [5, 10] (w przypadku DTF jest to splot ko-�(�@!

� – operator iloczynu element-po-elemencie,
^ – wektor w dziedzinie transformaty.



=����$��� �	��2�������$6 	����82$��6	���	���������6	5 ����$6 	� ����$6������6/// �0


W przypadku gdy filtr jest stacjonarny, macierz H jest diagonalna, a kolejne elementy
wektora ĥ 	��>7	��	� �  	� �<������6/	B�>�� 	��2'+$ ��	�� ���	(	�2 � �	5 ���'	(	�� ��� � �

2 ��(����6	:	�����2���'67$�	��	�� �� �67$�� 	� 8	$*����������ykami w dziedzinie DTF :
(#($���	���	��>��<�	 �����'	$����(�<�	n	(����+C	(�� ��(�	y(n), b8�7$�	n%�7	��-���(7

(������	y	6���	(�� $����	�	����>��+$ 

: ( ) ( )n n ny n y n= ⊗ =y h x (3)

gdzie dolny indeks n	 2���	 (������$*	 ����$��!	 >�	 �7	 ��	 (������	 ����>��	 ��	 n/	 )�� �(�>

���(�>���	� ����$6�����7	5 ����$68	��������7	��	DTF, zatem macierz C zawiera w swoich
wierszach transponowane, odwr#$���	��-	��	2��#�	?�<��� �	�	������� 	�(����� �	��$ ����

�2���'	 ��-�(�<�	 3�4@	  	 ��2�( ��� �	 2����'� 8��	 $��� $�� �	(������	hn/	 J7$���	 ��2 ��� �

2��$��'	5 ����$6 	���	(������ $*	 �����#(	n prowadzi do równania macierzowego

1−= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅y C x B H B x (4)

gdzie B	 ����$��	 ��$ ���	 ��(�6	 �����5����$6 	 ����82$��6!	 �2�-� �67$�6	 �#(��� �	 ?K@	 ���

2�(��6	� �<������6	��$ ����	H/	G#(��� �	?K@	6���	�2�-� ���!	<��	�2�-� ���	�7	�#(��� �

1 1− −= ⋅ ⋅ ⇔ = ⋅ ⋅C B H B H B C B (5)

��>��	��'(�>�C!	>�	<��,�	2�	�������'�(�� '	��(�6	��$ ����	C ��$*�(�C	�8	���7

��$ ���	 �����5����$6 	 A (w tym przypadku jest to macierz DTF@!	 ��� ���	 ����82�(�C	 67

��$ ���7	 B, to macierz filtru H nie by-�,�	 6'>	 ���(�$��6	 ��$ ���7	 � �<�����7/	 �<��� �

�	��<'-�� 	��<�,��	� � �(�6	3K4	��$ ����	C i H	(	�#(��� �$*	?1@	�7	2���,��!	�	(	2���2��%

�'	����<������6	��$ ����	B	:	2������67$�/	����$��	��!	>�	(����$��� �	����<������6	��$ �%

���	 B	 �2�-� �67$�6	 �#(��� �	 ?1@	 2��(��� 	 ��	 ���( 7��� �	 2����( ���<�	 2��,���'!	 $��� 

(y���$��� �	���$6������<�	5 ���'	����82$��<�!	6�����	2���	2�(��6	�����5����$6 	����82$��6

:	 ���6	� >	DTF/	=�����$��	�����	(����$��C	���( � 8$ �	��$ ����	C	(�<�8���	(����+$ 

(-����$*	3K4/	=#($���	(�����	(����+$ 	(-����$*!	2�	'2���7���(�� '	(��-'<	����67$�$*

(����+$ 	 ���'-#(!	 �����( 	 $*������������8	 ?���(�$��6	 ���2����7@	 5 ���'	 (	 �� ��� � �

�����5������!	 ����� ���	 ��$ ���	 ��( ���67$�	 (	 ����6��$*	 ���'���$*	 '-�>���	 (	 ���	 �a-
���!	$�	��2�( ��� �	(����+$ 	(-����!	2���7��'	(������	(-����	?�#(� �>	�(����	���2o-
lone), to macierz odwrotna do macierzy B.

)���'��('67$.	2��2���(���	��<�����	6���	����82'67$�.

�/ F��	� ����$6������<�	5 ���'	�2 ����<�	����>���	��	 �����'	�	(�������	 
�
!	����82'67%

$��	 ��2�( ��H	  �2'���(7!	 ������''6���	 ��$ ���	 !!	 2���82'67$	 �����< $�� �	 6��

2���	������'�(�� '	��$ ����	�2���'	��-�(�<�!	<�� �	��>��	( ����	��2�( ���	����6%

���'	 ������( 	�/

�/ =����$����	 ���( � 8$ �	 ��$ ����	!	 (�<�8���	 (����+$ 	 (-����$*!	 ������'67$	 ��%

�#(��	 5 ���	 ����82$��!	 6��	  	 �����5����$68	 ����82$�7!	 2���	 $���	 5 ���	 ���	 6���	 �2 ����

(	2����$ 	$*������������ 	(	�� ��� � �	��6>�	�����5����$6 	����82$��6/



�00 )������-�(	 ����*���

�/ =	$��'	2���� �� �� �	���(�>�;	��	�� ��� ��	2 ��(����6	����>�	(����$��C	�����5����%

�8	��(����7	���	5 ���'	����82$��<�!	������'67$	6�<�	�2 �	(	�� ��� � �	 �����#(	�!	2���

$���	2��$��	5 ����$6 	(	��6	�� ��� � �	�2 ����	6���	��	2���$7	�2���'	'�<#�� ���<�	31:��4/

"�
#����$	
�

#����$	

�

�,� $��� �	(���5 �'67$�	2�2��(��+C	�2 ����$*	 ���(�>�;	����	'��>� ( �67$�	(��82%

�7	 �$��8	 (-�+$ (�+$ 	 2��2���(���6	 ������	 2���2��(������	 �	 (���������� ��	 2��ietu
MA�L�M!	����67$	�#>��	(�� ����	�� ����+$ 	 5 ���'	(	$��� �	����	,���67$	(�� �	5 ����$6 

���	2��'��%����(�	<�����(���$*	$ 7<#(	x/	F��	� �'����(�� �	(�(��'	2���6� 6��!	>�	5 ���

��	$*������������ 	2�������( ���	��	���'��'	�/	)���68��	�-'<�+C	$ 7<'	N N	DK/	�+	n	��2��%

����'6�	����6��	 ������	$����(�!	����� ���	�+	k indeksy w dziedzinie transformaty Fourie-
ra (czyli DTF). Na rysunku 1 przedstawiono jedynie charakterystyki amplitudowe. Liniowe
charakte������ 	 5���(�	,�-�	(	 ���	2���2���'	 ���-�	(	$��� �!	 $�	� �	�<��� $��	�<#���+$ 

2����-��'/	I�	 ���'��'	�	2�������	'�������	 $*������������ 	 5 ���'	 ����82$��<�	����+����

(	�� ��� � �	(����$����6	 �����5����$6 	����82$��6/	= ��C	(���H� �!	  >	$*������������ 	 ��

� �	��( ���67	2�(�#���;	(����'67$�$*	��	������ �!	$*�����������$���	���	filtrów o rzeczy-
wistych odpowiedziach impulsowych, obserwowanych w dziedzinie DTF/	 G��'���	 �

2�������( �	 (�,����	 $ 7< 	 ,���(�	 �2 ����6	 ��$ ���7	 B	 �����5������	 ����82$��6/	 F��	 2�%

�#(��� �	(����	2���2o�� �C!	>�	(	2���2���'	DFT	$ 7< 	,���(�!	 ��	2�#,��(���	5'��$6�

��� �'�	 ?$�8+C	 ���$�y( ���@	 ����	 � �'�	 ?$�8+C	 '��6���@/	 =	 ���	 2���2���'	 ( ��$���	 6���

(���H� �	 �������	 $*a������	 $ 7<#(	 ,���(�$*!	 $�	 ��>�	 (�����(�C	 ��	 2���, �;��(�	 ��

$ 7<#(	��2�( ���67cych filtrom falkowym [12].
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F��	 2��( ������ �	 2�2��(��+$ 	 2��2���(���<�	 ��<�����'	 ����	 �	 2'���'	 ( ���� �

���2�����+$ 	 ���(�>�;	 2���6� 6��!	 >�	 5 ���	 6���	 ���$6������	 :	 �2/	 5 ���	 �	 ��2�( ��� 	  �%

2'l��(�6	��( ���67$�6	��	����6��$*	�	2���$6�$*	(����+$ .	�QK!	�Q�	 	�QK!	2���	$���	N = 32.
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