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��+�������	,	�-�
�	,	��
���.� GAP (Generalized Assignment Problem /	���
0�	
�
+	�,�	��+�
��
1	,	��
���.��	� których najbardziej znane to: Assignment Problem (szcze-
gólny przypadek GAP), Quadratic Assignment Problem, biQuadratic Assignment Problem,
Min-Max Assignment Problem, Balanced Assignment Problem,	��������	
���
������
����
����2	��������
	�
	,	�-�
��	��34	��,���4	�
�567	,������3
	��6	�,������
+�	,	��
���.�	n
��
�1	
�	m	 8	�
����	���	 ��	����������34�	 9����36	�������	���	�����������34�	 9����36
�����2	��
���		�0��	�
��8:	��+�
��
1	,	��
���.�	������3
�	0
	�4	��	��0�
	,	�-�
��	���


��34�
	 ������3
	 

����3�
	����6,�34�
	�	 ,	�
��8�
�	 5��
���	 �	���,�	��
�	 ��9�	�����

�	�
�
���������3�2	��6����8:	8���.��5	��+�	�����	�,��������5	�	���
	���	�
	
�		����4���
���	��;	�����3
	������
����
���


�����
���� (por.[3]).

�	,	���	
�		����4�����	��+�
��
���	��;	�����������	��+�	���	��-�	�<	=����
���
����/		
�����34��	,	��
�	,�����������	��-�,��������5		����4��1	�	�,�	���	�	�
��5
�	��
����6	tabu. >�-	
	��+�	����	5
�	�������
	�4		����3��
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����	,��
��
��0	����
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�-�		��.�
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���	,	�-�
��	��;2	?����0���	�	,	���
,	�-�
�	���e0�	
�	@;��	�
���5	,	�-�
���	�,���������3�	
���	
��
3�	��4
	�
���
	3
��	����
������
	��+�	�����	,	��-��0o���5	��,	
�
��������5	�		��
���.��5	��A2	�		��
����
	B
,�
���	��-	��
	������	-�
�1	���,��erowych dla instancji z biblioteki OR-library.
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��	 �-��		 ��
�1	ℑ = {1, 2, ..., j, ..., n} do zbioru
M = {1, 2, ..., i, ..., mC	8	�
���		
������3�	��
�1	=�,2	�������	�����������	,	��
��	��/�
�	�
�	�,���-�	�-�	��0
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������3�	���������5	��
�1	���4+�4.
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��	��8:	���������42	!�������	����	�	,	��
���.�	��
����	j 
�	8	�
��	i poprzez cij	�	�����
+���	����-	8	�
��	i do wykonania zadania j jako aij i niech bi	3
��	
���6,�4	���8��4	����-�
8	�
��	i2	D
�	��	���	�+����8��	��0��	,	��34:�	0
	��	��8��	cij , aij , oraz bi	�4	����-���	��.���
������2

@�
�5		����4����
	,	�-�
��	3
��	��	
8���
	��	,����4	9����3�	
���	
��
3	x : ℑ → M�
���	��	�	
������	��4+�	,	����	-6
��
	9�	�����
		
,	
�
�������	��	,����4	����6,�34�
+�
��4+�	��	��8�i

x = ( x1, x2, ..., xj, ..., xn ), xj ∈ M dla j ∈ ℑ2

Na podstawie funkcji x	��	
8���
	�4	�-��	�	��
�1	Zi	,	��
��
�����5	
�	,�����
+���
���5	8	�
���	i ∈ M : Zi = { j ∈ ℑ : xj = iC2	;	�-�
�	��;	��0��	�
	��	�9�	��������:	3���
����6,�34��	,	�-�
�	�,���������3�	
���	
��
37	����
E:	 9����3
	x*	�����������34�4	����
���4����	�	,	��
���.
�	��
�1	
�	8	�
���

*( ) ( ) max ( ) max
i

ij
i M j Z

v GAP Q x Q x c
∈ ∈

= = = ∑ ∑

�	�,
.���34�4	����6,�34�
	�+	�����
���	��	��8��	����-��	,�����
+�����5	8	�
���

dla
i

ij i
j Z

a b i M
∈

≤ ∈∑ (1)

gdzie v=��;/	 3
��	��	��8��4	 9����3�	�
��	 	����4�����	�,������
+�	x*
�	�	����	�������4

��	��8��4	,	�-�
��	��;2
�	,	��,�
��		
��	����3���5	�+	�����
1	����-����5 �	�
��	3
��	��������:	�
��
��

��	,	��-��0�����		����4����
	
�,��������
2	"�0��	��

�	��
���:		����4����
	,	��-��0��
�
	��	,����4	����6,�34�
3	9����3�	��
��		����4��1

( ) ( ) ( ) min,F x Q x w V x= − ⋅ →

gdzie:
{ }

1
( ) min 0,

m

i
i

V x s
=

= ∑ � 9����3�	��	�	��	,	�
�	���
��
	�+	�����
1	����-��
���5	8	�
���	=�/�

( ) ,
i

i i i i ij
j Z

s s Z b a i M
∈

= = − ∈∑ � 	
�
	��	����-�	8	�
��	i	����������	�	��
	�����
8��	=�/�

w � ��,�.�������	��+��	w ≥ 0.

#�
���
�	��,�.��������	��+�	w	3
��		
+����3�	�,.���	��
���8��	9����3�	��	�	��	��	�
��8:	 9����3�	 ��
��	 	����4�����	 F(x)2	 <����34�	 ,���0���	���	�	 ,���3���	 �+	�����
���
���4���
	�	��	��8�����	����-��	�	,������3
��		����4�����	�	�-��	�
	���������5	9����3�

���	
����5	M ℑ2



��+�	���	��-�	�	�,���������3�	��+������
+�	,	�-�
��	,	��
���.� ���

;	�
�	�
,���

��
	
�-	���
	��,�.��������	��+�	w�	�	,	��
��
	,�,	��		����4������
�����
	.����	���������
	3
��	�����
����
	
�,��������
		����4����
	,	��-��0��
2

"�
�������	�
������
������

��+�	����	�����	����3�
�	�,�	�
	��		
+�.��5	5
�	���������5�	�.�04	
�	�������
���
	����4�����	 ,���4����
+��	���	
	����6,��
	 3
��	 ,�,	�����
	�	 ,	��
��
	�,���������3�	��
,����4	��+�	�����	,�,	��2	?����4�����	�
	��
����
����
	����4	-�:		����4�������	
��
,������������	,���
��0	,�
����	,	��
��	,�,	��	�,	���
���
	�4	��
	
�	�����		����4��1

�,����������5	=�,2	,�,	�
�	�,	���
�
��
	��	�	��	,	�
�	���
��
	�+	�����
1/2	�	,	���
�,	��
����	 ��
8:	 ��+�	�����	 ��
	
+������	 ������
+��	 ��0
�	 �	 �.�0���8��	 O(nlogn)�
+
��
	��
�����	,	��,�����	5
�	��������	����E���	,	��	��
��	p( j/�	�

.�+	���	
+�	��	
�
8����	3
��	���
3��8:	,	��
���.�	��
�1	
�	8	�
���	=,�	2	F��	GH/2

;���0
3	,	�

�������
	�����.�	�	���	��+�	�����	�onstrukcyjnych szeregowania listo-
wego o numerach α = 1, 2, ..., 6.

#���
�� $��	
�
��	��
���

����%�

>��	��
�1	j ∈ ℑ oblicz priorytet:

( ) max :
ij

ij

c
p j i M

a

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 – w algorytmach α = 1, 2, 3,

{ }( ) max : ( ) ( )ij ijp j c i M a= ∈ ∧ < ∞  – w algorytmach α = 4, 5, 6.

Krok 2. Sortuj zadania.
�,�	�4
��3	��
�����	�+�
��
	�	��	��8��4	,	��	��
���	�	��4+
y = ( y(1), y(2), ..., y(n//	����	�0
-�	p(y(k)) ≥ p(y(k +1)), k = 1, 2, ..., n � 1.

#���
�� &�����
������	
��
�'�����
���
���
���
��������
�	
����	'���	��

Dla i ∈ M podstaw : si := bi i Zi := ∅ .
#���
(� ���)
	�

���
��
��������
�	
����	'���	��

Dla k = 1, 2, ..., n	�������	8	�

�	iα, α = 1, 2, ..., 6, do którego zostanie przydzie-
lone zadanie y(k):

$
( )1

( )
: arg max : }iy k

iy k

c
i i M

a

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

– w algorytmie konstrukcyjnym 1;

//algorytm ten zwykle znacznie narusza ograniczenia (1);

$ { }2 5
( ): arg max :i iy ki i s a i M= = − ∈  – w algorytmach 2 i 5;

II��+�	����	�
	����������34	��	���
���	�+	�����
���	=�/2	��+�	����	�����	���
��3�
	�	 �	A		�0��4	��6	 �����	�	�	���	,�
	�����	�,�	�4
������
�	��
�1
�

.�+	���
+�	����E����	,	��	��
��J

$ 3
0
��	 1 1 ( )
0

i i y k
s a− ≥  to w algorytmie konstrukcyjnym 3 podstaw i3 := i1,

w przeciwnym przypadku i3 := i2;
II��+�	���	�
�	3
��	�
	�34	��
����4	��+�	���ów konstrukcyjnych 1 i 2;



���  ��	�
	����

$ { }4
( ) ( ): arg min : ( }) ( )iy k iy ji c i M a= ∈ ∧ < ∞ – w algorytmie konstrukcyjny

4 //algorytm ten w sposób znaczny narusza ograniczenia (1);
$ 3
0
��	 4 4 ( )

0,
i y kis a− ≥  to w algorytmie konstrukcyjnym 6 podstaw i 6 := i 4,

w przeciwnym przypadku i 6 := i 5;
//��+�	���	�
�	3
��	�
	�34	��
����4	��+�	�����	�����	����3���5	G	�	A2

Przydziel zadanie y(k/	
�	8	�
���	,�
������34�7

( )
: { ( ) }, : .

i i i i i y k
Z Z y k s s aα α α α α= ∪ = −

��
*���������

;	��
�	,�,	���		����4�����	-����
+��		����4�����	,�,	�����
+��	x	,��
+�	��	,	�
�
����������	 �4��

����	N(x/	 �
+�	 	����4�����2	�	 ,	���	 �����������	 �4��

����	N(x) =
= N1(x) ∪ N2(x/	���0�����34�
	�	�����
	!=�/	�-����
��
	��	��8��	9����3�	��
��	
��	��0

�
+�	x'∈ N(x/	��	,����4	���
0��8��	F(x') = F(x) +  Δ(x, xK/�	+
��
	��.�
��4	Δ(x, xK/	��0��
�.�8��
	�-�����:	�	�����
	!=�/2

<4��

����	N1(x/	3
��	,�
�-��	
�		����4��1	xK		�0��4���5	��6	�
	x ,	��
���.
�	
��
�.�
��e jednego zadania:

N1(x) = { x' : ( x'j = xj dla ∀j ≠ k) ∧ (x'k ≠ xk) ∧ ( k ∈ ℑ)}

�	��

��	�	,	��,�
��	������	,	��
���.�	��
����	k	�
	8	�
��	xk na x'k , obliczamy

' ' ' '( , ') ( { }) ( { }) ( ) ( ).
k k k k k k k kx x x x x x x xx x s Z k s Z k s Z s ZΔ = − + ∪ − −

<4��

����	N2(x/	 3
��	 ,�
�-��	
�	 	����4��1	 x' otrzymanych z x	 ,�,	�
�	 ������6
,	��
���.�	
���5	��
�1	
�	8	�
���7

N2(x) = { x' : ( x'j = xj dla ∀j ≠ k, l) ∧ (k ≠ l) ∧ (x'k = xl , x'l = xk) ∧ ( k, l ∈ℑ )},

+
��
�	�	,	��,�
��	�������	,	��
���.�	
���5	��
�1�	�-�������	�	�,���-	,�
�-��	�����
�6	��	��8��	9���3�	�ceny Δ(x, x').

+�
�������	
���


��+�	���	,�,	��		����4��1	��-�	�<	������3
	������4	�	,����	����4	��
�9����36	,��
,	�����
+�	 	����4�����	-����
+��	�	 3

����
����	��,���6������
�	���������5	���

�9����3�	�	�
��	������6���	,��	���	
�	�,	��
�����5		����4��12	;	�
38��
	�	,	��
��
	,��
�����������	�
		����4�����	-����
+�	
�	���
�9������
+�	3
��	��6���	�������
		��5
�2

@�	,�
�����
	,	���	F�H	��,	�3
�������	����	
���	��+�	���	��-�	�<	
��	�

9�������
���5	��	����			����4�����	x	�	��	�4��

����	N(x/�	+
��
	,	��36���	0
	,�����
�	��,�	��3�
3
��	��	��8:	 9����3�	 �
��	QTS := Q(xTS/	��3�
,��
+�	 	����4�����	 xTS	 ����
����
+�	 ,	�
�



��+�	���	��-�	�	�,���������3�	��+������
+�	,	�-�
��	,	��
���.� ���

��+�	���	�<2	>��	�����
���	���+�	�	��	��
���	�,���	��+�	����	�<�	�	3

�
3	��	����	�	���0

�	�
��	,��������	��
���	��5	����
+�.��	������������	,���6��	�	�����	�	
.�+�	�
	�����
3
��	�-����		��5��	�	
	�+�
3	��	����	�+	��������	��6	
�	,	
�
����3�	��+�	����	�<	
��,������
34�
+�	�����	�4��

����	N2(x).

@�
�5	
��
3		����4����
	�������
	�	������	,	�
�����
���	��.�
��
3	xi	�
	��.�
��4	xj

	����4�����	-����
go x oznaczymy krótko x(i j), tj. x(i j) ∈ N2(x/2	;	��,����3���	0
		���
��4�����	�4��

��
	�	N2	��	����3
��	����
���34�	,	��
���.�	��	,	���.�
	��
�1	i oraz j�	��
9�	�����
	,��
+�	��	,	�
�����
���	��.�
����5	xi oraz xj	�		����4�����	x , a zatem at	�-��
�
�		��5�	3
��	,�	�	��
�1	=i, j).

;���6:	 �	�����
	������	KLT(i, j), krótkoterminowa lista tabu, dla atrybutu ruchu
(i, j/	��	
8��	,������.4	����-6	��
	��3�	��-�	�
+�	��	�-���2	L
0
��	KLT(i, j) = 0, to atrybut ruchu
(i, j) nie ma warunku tabu, na�������	�	,	��,�
��		����4�����	���������
+�	,	�
�		��5
�,�����	��	�-��
�	=i, j) w algorytmie wykonywane jest podstawienie KLT(i, j) := T , gdzie
T , T	M	��	3
��	,�	��
�	
�	��+�	����	������34���	����-6	��
	��3�	��-�	
��	��	�-����		��5�2
;�	���������	��0

3	 ��
	��3�	,������.�	����	 ��-�	��	�-����	 3
��	��	�+�����	��	,����4
����	���3�	KLT(i, j) := max { 0, KLT(i, j) – 1 }.

;���6:	 
.�+��
	������	 DLT	 �	 
.�+��
	������	 �����	 ��-��	 3
��	 ,���6��4	 ��6�������
��8����4	��������4	��	����	
�		�0���������	,	��
��	,	�
����������	3��	�	
�	,	�
	����
���	 
.�+���	
�����5	 ������	 ,	�
����������2	 >�	 �
+�	 ,�
��3�
+�	 �
���	 �	 ,	��
��

�,	��
�����	 3���8��	 	����4��1	��
��-	�������5	 �4��

����	 	����4�����	 -����
+��	���
��������	3
��	��	��8:	9����3�	��	�	β⋅DLT(i, j)/k za stosowanie ruchu (i, j) , gdzie β, β M	��
3
��	,�	��
�	
�	��+�	����	��	
8��34���	��+6	��	��	�	k jest numerem iteracji procesu prze-
szukiwania.

ALGORYTM TS

#���
��
��
�'���

�������		����4����
	,���4����
	xpocz	��	,����4	��-	��
+�	��+�	����	�����	����3�
�
+�	�	,�
���w: x := xpocz , xTS := xpocz , QTS := Q(xpocz) , ch := false; // ch	�	���
���
,���������	��+������34��	�����������
	�	��
	���	��,�	��3�2

Krok 2. Dla k = 1 do K wykonaj: // K – zadana liczba iteracji (warunek stopu):

( )

( ){ }

( * *) arg max ( ) ( , ) : ( , ) 0 ;

( ' ') arg max ( ) : ( , ) 0 ;

x i j Q x i j DLT i j KLT i j
k

x i j Q x i j KLT i j

α⎧ ⎫= + =⎨ ⎬
⎩ ⎭

= >

i podstaw: : ( * *) ;x x i j=

L
0
��	 ( ) ,TSQ x Q>  to : , : ( );TS TSx x Q Q x= =
// próba zastosowania kryterium aspiracji

L
0
��	 ( ( ' ')) ,TSQ x i j Q>  to : ( ' '), : ( ', '), : ( ( ', ')), : ;TS TSx x i j x x i j Q Q x i j ch true= = = =
II	��	
���	,���6��



��G  ��	�
	����

>��	��0

+�	=i, j) podstaw: ( , ) : max{0, ( , ) 1};KLT i j KLT i j= −
3
0
��	 ,ch false=  to ( *, *) : ,KLT i j T=  inaczej ( ', ') : ;KLT i j T=

3
0
��	 ,ch false= 	��	 ( *, *) : ( *, *) 1,DLT i j DLT i j= + 	�����
3	 ( ', ') 1,DLT i j + = 	��	7N	!����"

,�
�������
������
�����
�
	��������-
�

����
�������

�	 ��-
��	�	 ,	�

��������	��-	��
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Nazwa pliku      UB             v(GAP)           QTS 

gap5c1_8x24C.dat 574 563 561 
gap5c2_8x24C.dat 578 558 556 
gap5c3_8x24C.dat 582 564 563 
gap5c4_8x24C.dat 586 568 567 
gap5c5_8x24C.dat 591 559 559 

gap6c1_8x32C.dat 780 761 758 
gap6c2_8x32C.dat 777 759 756 
gap6c3_8x32C.dat 775 758 757 
gap6c4_8x32C.dat 779 752 752 
gap6c5_8x32C.dat 771 747 746 

gap7c1_8x40C.dat 967 942 939 
gap7c2_8x40C.dat 964 949 947 
gap7c3_8x40C.dat 979 968 968 

gap7c4_8x40C.dat 971 945 940 

gap7c5_8x40C.dat 973 951 950 

gap8c1_8x48C.dat 1161 1133 1129 
gap8c2_8x48C.dat 1166 1134 1132 
gap8c3_8x48C.dat 1165 1141 1138 
gap8c4_8x48C.dat 1154 1117 1111 
gap8c5_8x48C.dat 1159 1127 1123 

gap9c1_10x30C.dat 733 709 709 
gap9c2_10x30C.dat 740 717 712 
gap9c3_10x30C.dat 728 712 708 
gap9c4_10x30C.dat 733 723 721 
gap9c5_10x30C.dat 733 706 704 

gap10c1_10x40C.dat 976 958 955 
gap10c2_10x40C.dat 989 963 959 
gap10c3_10x40C.dat 977 960 956 
gap10c4_10x40C.dat 970 947 942 
gap10c5_10x40C.dat 980 947 944 

gap11c1_10x50C.dat 1162 1139 1137 
gap11c2_10x50C.dat 1194 1178 1176 
gap11c3_10x50C.dat 1203 1195 1192 
gap11c4_10x50C.dat 1192 1171 1169 
gap11c5_10x50C.dat 1195 1171 1168 

gap12c1_10x60C.dat 1459 1451 1447 
gap12c2_10x60C.dat 1463 1449 1445 
gap12c3_10x60C.dat 1450 1433 1428 
gap12c4_10x60C.dat 1461 1447 1443 
gap12c5_10x60C.dat 1460 1446 1442 
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