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��������	�	�	��
8���	  do monitorowania przebiegu procesu metodami statystycznymi (Sta-
tistical Proces Control – SPC [3]). �����6��	����������	���1	�������
��	��
��	��7��	�
���

����=	 6������	 �����e������	 
�e���
�	 �	 3�
�����
8���1	 ����
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���	������6���	 
�

�	��8��	3��
����	��	�����	�@������o6��	3����
�	����	�������������	
3�����6��	�3�������

���1��8�������		 9A:2	 0�����������	 
���	onarno6��	 �
��
����1	 ��������1	 3����
owych
oznacza stacjonar��6=	������	3����
�2	�����6��	6������	��������1	�	���	����
��	������

���	�	3����	3�����	��
��	��7�	<�=	����	�
�������		ako obserwacja do identyfikacji charak-
terystyk statycznych lub wykorzystany do diagnozowa���	3����
�	������	��������8����	�

3���
������	 	���	 ���1	 �	 ���8���	 
��������1	��
����1	 4Principal Component Analysis –
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�����	�	�	����
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����	 3����
�������	 �	 �������@��	 9L:�	 �	 ��1	 ��
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������	 �	 ����������

�	3�����a������	
�����
�	������	�������	3����8�����	9&:2	B����7�	
�;	�������	y	<;����

���	�eterministycz����	
������	�	�����6��	
����		�	3�����1	3������a���1	���
�	����	
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���	onarnego z	�	������		�����6��	 6������	2	"�
�;3��	 	�
�	����	 3�
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�;3��	���
����2	 ���	�����6=	�	�1��8�	k���		��	3�
��=

yk = xk + zk (1)
gdzie:

xk $ �1��8���	�����6=	�����������

zk $ ���
����8�����	�������	8�
���	�	���o��		�����6��	����������	2

�������	 
�;�	 7�	 �	 
�����	��1	 �����8���1	 �����6��	 xk	 
�	 �������o��	 ����������
�J�������	z	��	�������	'��

�	�	�����		�������	�	σ2. Zadanie detekcji sprowa���	
�;	��
3���	;���	1�3�����	�0�	7�	����	xk 	�
�	
����	�8�	3�
<��	��	�	��	n, albo hipotezy alternatywnej
H1�	7�	��	3����		�1��8�	r	��	����	4�����5	�����6=2	��<
�	��7�	<�=	��������	��	3��
���

���	
��
����	����������6��	4Likelihood Ratio	$	MB5�	������	��
����	1�3����;	�1	3���	�

��	�	
�;�	���	
3�������		�
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0

( | )

( | )

def n
k

rn
k r k

p y H

p y H=
Λ = > β∏ (2)

gdzie:
 β 	$ ��<����8���	��<����	
����	4β >1),
r $ �1��8�	��
��3�����	������2
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 �7�8�	����	Nzk: k = r, ..., n} jest dyskretnym	
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	���	�����6=	����������	3����	
������	����
�	μ0, a w chwili r	����
��	�	�����6=	ν, to
kryterium (2) mo7��	��3�
�=	�	3�
����O

( )0
02 2

,
log( ) , ln( )

2

ndef defn r
rn k

k r

S
y h h

=

μ νν ν⎛ ⎞Λ = ⋅ − μ − = > = β∑ ⎜ ⎟⎝ ⎠σ σ
(3)

gdzie ( )0 ,n
rS μ ν 		�
�	���2	
���	
����8�����	
������	�� r-tej do n-tej próbki.

I�	��;�
��	����������6=	������	�	��	�	�8������	#���H�$����8���	9&]2	#���	��	�	
�;

�	���	3����	���
���8��	�����6=	����	L�	����7�	���	��3�
����8��	�3
D������	������	�

�	3�	���
�����	��8�	��		3�
<��	
������	yn	��������	
�;	 ( )0 ,n
rS μ ν  dla r = n – L + 1, ..., n2

��3����;	�1 przyj��	�	
�;		�68�

( ) 2
0max sup ,n

r
n L r n

S h
− < ≤ ν

μ ν > σ (4)

 ��	����=�	������	�	������	���	���6��	�����6��	����������		μ0	
������	3����	�����

���		���	��
3��
	�	σ	�	���8��6��	
����	ν2	!�
��	����	<�=	3���������	�
���8��8�	�8�	��
���

��	�
��8����1	���8;����1	�����6��	
����	νw = ν/σ	4��������1	�	�	�����15�	�	���������

������	��	�8�	��7����	νw	��	3�
��=O

( )( )

0
1

1

1

, , ..., ,
2

H : gdy max sgn( ) / | |

j
k w

j L
k n L

w n j w
n L j n

y
T j n n

T T h

+
= − +

− < <

− μ ν⎛ ⎞= − =∑ ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

ν − > ν

�

 (5)

�	 �8�����������	 3���	6���	�����6=	 3�����
�u v	 �<8����	 
�;	 ��	 3��
�����	 6������	

���������znej w oknie Lr, tj. dla próbek od r do n. Wykorzystanie uzyskanej w ten sposób
estymaty νrn	��	������	 4%5	��	�	��	��;�
��	�����6=	 ( )0 , ,n

r rnS μ ν 	�	�������	 3���	;���

1�3�����	�1 ma wówczas po
��=	����
���6��O

( )2max / 2r rn
n L r n

L h
− < ≤

ν σ > (6)

#��������	�8��������	�	2	���
���8��	�����6=	����	L	����	�����6=	3��������	h	��7��

��<��=	����	�<�	���
��=	����7���	3�����3���<��>
���	ϕnvL	3�����;���	
����	�	�����6��

���8;���		vw = v/σ oraz prawdopodo<��>
���	@��
������	�8armu ϕfL (ϕfL = 1 – ϕn0L52	���

����	��	
����������	��3��������1	�������
�	����������1	�8�	�
7���1	����7����1	����

��6��	���8;����1	3�����
�
�	vw2	#����������	������	�����1	�<8����>	�8�	��
��	4C5	3������

��	��	��
����	�2	#����8�	�	���	����68�=	
������6=	����	Lopt i odpowia��	���	��	�����6=

hopt	�	��8�7�o6��	��	vw�	�8�	��
���1	���
��	�	
�;	����7���	�����6��	ϕfL i ϕnvL2	�����6��	����


����	�8�	�
7���1	
���
�	���8;����1	νw	3���	;���1	�	4C5	3����
�awiono na rysunku 2.
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����������
	�������
�
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	ϕfL i ϕnvL	��;��	�3�	�8�	vw	S	��C	������	������1	�����	4Lopt > 90), co w prakty-
ce oznacza niedopusz���8���	��7�	�3
D������2	I������	�	����	�������j���	%�	3�
<��	3�4
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�	���
����1 ��&

���8�		�7	�������=	�����������	
����	���	����	
��	��7	σ�	�	�%	3�
<��	��
������	��	�����4

�	�	
���
�	��	�����6��	�σ.
58�	
������	��3�	4�5	�8������	#���H�$����8���	��7��	�����	��
��
���=	��	�����4

�����	���
�o�����1	�����	�����6��	xn. W pracy [6:	�<�����	���6����6��	 ��
��	MB	�8�

�����	Nxi: i = r, …, n6	����
��	�����	8������	��	�����6��	μ0	�	
��<��6���	a. Niech arn	����4

���	������8��4����������	�
�����;	�
3
���������	a	�<8������	�8�	3�
<��	
������	yi od
i = r do n2	7�7��	������=�	7�	��	����@����	�	1�3�tezy H1	������	������	��3�	4E5	��8�7�

�
����
	��8�7�	��
�o
���=	
��;	
����8��a��	 ( )0 , ,n
rS aμ 	��
��	����7�	��
�

( ) ( )( )2

0 2

1 2 1( )
,

62

r r rn rn
r rn

L L La
S a

+ +⎛ ⎞
μ = ⎜ ⎟

σ ⎝ ⎠
(7)

�	3��������	�	���
��	��������
���	�����	<�=	�
������6���	����������	��
��	�8�

�����	
�okowych i liniowych2	�	3����	 9E:	���������	7�	�	3���3����	�����	 8�������1

��e�������6=	 
���		 ������	�	 ������	 	�
�	 �8�	 ��
�
�	 4E5	 �	 4&5	 �<8�7����	 3���	 ����	 ��
�

�����@i������	 4&5	 ��	�	 ��;�
��	 3�����3��o<��>
���	 ���
�����	 3�3�����		 �
������

�1��8�	���3o��;���	�������	��7	��
�	�8�
������	3��	����������	7�	
��
�	�	
�;	��	3�����
��

��	Lr > 3. Z ko8��	�	
�����	��	���	������	
������	�7������e��		�
�	
�������	��
�	�8�
�����

4E5	�������	 	�	�	��;�
���	 3�����3���<��>
����	��7	�����@�������2	8������	 ���	 7�

�
������
��	 
��
��anie obydwu tes�
�	 ���;�
��	 3�����3���<��>
���	 3������owego
rozpoznania typu zmiany.

98������	 #���H�$����8���	 	�
�	 �3����8��	 ������	 ����������	 �
������1	 <�;�
�

�3�y��8��		 �
�����	�	�����6��	 ����������		 
������	 xn ��	 3����� obserwato�
�	 
����

9E�	��:2	7�7�	<�=	���7�	<��3�6������	�������
����	��	����������		������	�	�
������1	���4


3�����6��	�3�������	3��������		4�
������>5�	�32	��	���3��	���8���	������
������		���
�

3�����o���1	�	�����1	��@����		@�8����	�	�����8��
������		9��:2	�����	3�����68�=�	7�	��4

�
���	��
�	�8�
��zny (6), jak i zmodyfiko����	4&5	
��7�	��8��	��	������	�	�����	
������

�7���������	3�	���7
���	����
��		���	
����6��2	G��3�6������	3�	��������	������	���8���


������	��
�	<�=	�a���
�����	�7	��	���
�����	�������j���1	�
�����	�����6��	μ0 i σ2	8���4

�����	 ��	 ��78���6��	 	e��	 �������
�����	 	���	 ����;����	 
��������	�	 
�����
��	 �J���7�

�	�������������	3���<���
�	��������1	3����
����1	4�32	3��������a���1	��	
��<�8���4
�	�5�	���	<�����	
�����		�
�	���
�a�	������	8�<	������	�	�
�����	��������8��	;�	�	�
������

�����6��	����kiwa��		�������	�	
��a����	8�
���2	0���	����	��
�
�	MB	��7�	<�=		�����

��
��
�����	 	���	 ����;����	 
��������	�	 �����1	 
�����
��	 3�	 ��3��������	 ���
8��eniu
kryteriów typu (6) i (7).

B����7��	����	vn	 <;����	��	6����	 3������	 3����
�	������������	 3�<��������


zumem bia���	zn	����	
�������	fn, którego przebieg jest estymowany statycznym mode-
lem re���
�	���2	#���	��	��	�8�	�3��
��������	7�	���6����6��	�������z��	����	3����
�
�3�
�	�	����������	����8	���������
�	��	3����
����	��;���	��
����	3�������	α i odchyle-
nie standardowe σ szumu z	
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���	����8��	�����rsteina [12]

1 1n n n nv v f z− −= α + + (8)
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�	
������������	���	@������	�������
������	��	�
�����	�	�����	fi
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��;

�;	��7��	���
������=�	�������
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����	����������6��	�8�	T��<��8���	U	��3��4
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def
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���6����6��	���
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�����	�


��adowej fi–12	7���8�	 ��3�	 4K5	 ������@���	�	
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(11)
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9�E:	 @�����;	 f 0 trendu f	��������	 
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def
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gdzie fi	�������	���������	@��������	�����6=	������	4@����	�	�����
	�	�2	�����	�5	�	�1��8�

i4��	2



0����
������	�	
����
������4��������	������	
��������	�	
�����
�	���
����1 ��L
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�����	
�;	3������	;	

0
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iy  opisuje rów-

nanie
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1i i i iy f f z−= δ − αδ + (13)
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�������	 �J�<8�������	 ������8����anej aproksymaty 0
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�����	��		���	�����6��	������	fi dla i  ≥ r

ich estymaty 1
,n if obli�����	������	������8��4������������	����8�	 �����
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1,rf − 	 ��7��	 �
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	 �<8����=	 ����	 ix�  wg wzoru (14), podstawia	��	 Δfr–1 = 0 oraz

0 1
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���=	��yterium (4) dla sumy (11).

#���	6���	��	3����8�	����8;���=	�
����7	@����	7�	�	3����������1	��������1	���8���4
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W zadaniach segmentacji ukierunkowanych na pozyskiwanie danych do identyfikacji
modeli regresyjnych procesów celowe jest wydzielanie sekwencji stosunkowo krótkich, ale
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��	��	�	��������	��	���	 	 my  szeregu od chwili tk+1 do tm = tn–N, wykorzystywanej w dal-
szych testach. Segment stacjonarny jest zamykany dla ostatniej tm!	 	�#�	�	����#�	tn	�����$�&

��	$����	���	��		��$��	��	*1.
0#������	�$�	��	���	��	���#���		�����������	��������������	$����	����	#�����	 	��&

���onalnej aproksymacji minimalnokwa������	 	����
	yi =  y(ti) w oknie obserwacji za-
wiera ����	N	$��-	�	�J��1������	���	�	����#�	-�	"��	 	n:

ˆ ( ) [ ( 1) / 2] ( ),   1, ....,n N i y n y ny a t t i N b t i N− + = + Δ − + = (17)

gdzie:
( )ya t 2 ������%	��	����	����
	{ },  1 , ...., ,n N iy i N− + =
( )yb t 2 ��	����	$������%	�����	�	��	����
	)�����	��#	 	��	��	�(!	�-#������	�	����
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	;���	1�3����	�1 i H0		�
�	�
����7	3��������e���	������8��		�����6=	����
��	��3���������

���
���	������6��	Tdmin i stacjonarno6�� Tsmin.
Wymagane parametry algorytmu to dyspersja szumu σv	����	�����6=	Tvmax2	3	��
����	A

�������	 7�	 
������6=	 ����	 ���8���	 T=N Δt	 �����	 �������=	 
�;	 �	 3�������8�	 4Tvmax,
1,3Tvmax). Dla mniejszych T	
�8�������6=	��
�
�	
��<��	��8�	��	�8�	��;�
���1		�		����
�

	�
�	����
�����2	#�������	Tsmin	3���	��	�	
�;	��<����8���	4Tsmin > T), natomiast Tdmin jest wy-
znaczany na podstawie teoretycznej funkcji autokorela�	�	�����	bv(ti) dla szumu z�		���	��4
3�
����8��	�����6=	�����	�
������1	���1����	8�
����1	������	���	�	�����	
������	bv.
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�o���12	������	���1	<���>	3����
tawiono w publikacjach [8, 18, 19, 20]. Symulacje wy-
������	9K:�	7�	�8������	���	3����8�	���
��=	<�����	��<��		���6=	�8�
�@����	�	3���<���
�

�awet w przypadku, gdy stosunek dyspersji szumu σV	��	6����������������		��38�����	sx
�����	
������	x(t) przek�����	%2	G�;��	�
�����	�	�����6��	
������	x(t5	�������	�	
�;	�
�4

���
	��	3�������	����_σV2	#���	��;�
���1	����o6����1	4σV/sx5	�<
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�;	
��
������

��;
��	<�;���	�8�
�@����	;	3���<����	3���	8�������1	�������1	
�������		x(t). Zastosowane
algorytmu Page’a–����8���	3���	�����	3�������	
���
�	��	�	�8<�	��7�	��;
��6=	@��
��4

���1	�8�rmów, albo ignorowanie zmian.
F�8���6=	
��
������	����	�8�������	��	
�8���	�	�����1	��	������@����	�	�1��������4
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�����	�

�	
�����1	
���	�������1	�	�����	%��	$	��3������	����1	
���	�������	3���<�����	��	6=2

#����������	 ������	 
��������	�	 	������	 �	 
�����
�	 �������
�����1	 �	 ���	 �odelu
przedstawia rysunek 5.
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Klasyczny algorytm Page’a–Hinkleya oparty na testach LR nie jest odpowiednim na-
rz;dziem segmentacji szeregów czasowych, ukierunko�����1	��	3���
�������	�������	4
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