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W rozpatrywanym problemie	3���3������m	�		
�
	�

����4	��	�	�������	�3�5�
�6
7Total Weighted Tardiness Flow Shop Problem – w skrócie TWTFS),	�����	�	����6	��
���
��
����	������8	��	�������
��		��������,	3���	���		��
����98	���������
�	����6	��
������	 	�����
�	 	��
	 ��8	 ����	 ��	�:	 � literaturze problem ten jest oznaczany przez
F||ΣwiTi. N�
���	��	��	�
���	3���
�	��	silnie NP-trudnych (Lenstra, i in. [13]). W najlep-
szych algorytmach dla �
�
�	3���
�	��	�����;����
��	�������	����
4���
�	
	��3������
<
��	
	�4	3��	�������	do 3���;
4��	3�9����
�;�	
	pomijania ,,gorsz���=	�
�	�����	�������
�
>	�

	
�������	������9�
	�
����. Dla problemu TWTFS	�
�	�4	�����
�	��a��	�����	���
�
������9�
:	�	��
����	��>9�
	3��������
�	�	pewne uogólnienia klasycznego bloku. Nieste-
ty�	�4	one 	�
��	���������	�
�	��	3�������	te stosowane w algorytmach	����
4�ywania pro-
blemu 3���3������;�	 �?kryterium Cmax. Przeprowadzone eksperymenty obliczeniowe
wy�������	��	3�	
	�	��,	������
�	3�3���
��	���	���������98	�
;����	�	�3����;�	��		�<
�odzie przeszukiwania z zabronieniami:	@����;�
�
�	����	��	�
������	3���	����
4�����
�
������	3���������:

����
�	�	�����;����
�	����6	�	��	���������	
	�������	
	��
�		��4	���	���;4	�
<
����
>:	 Zdecydowana	 �
>����98	 3���	 �������	 �����;����
�	 ��	 ������	 	�����
�. ����4
�	 3
��������	 3���	 ������4����	 problemu 3���3������;�	 ����	 3����	 Hariri i Pottsa [9].
Przedstawiono w niej algorytm dla problemu F || ΣwiU	�3����	��		�����
�	3���
���	
	�;��<
�
���6�	�����		�	����4���		����
�		����	����
4����8	3��������	do 25 ����6	wykony-
wanych na trzech maszynach. A
�	��;�	3���
�	��	������	�����	�
;����	�	;���������	�4
zamieszczone w pracy Bartela i Billauta [3]. B
��
�
�	����	3���	3�9�
>������	problemom
wielomaszynowym �	 	
�
	�

����4	 ��	�	 �������	 �3�5�
�6�	 ��:	 ������
	 ΣwiTi oraz jej
szczególnemu przypadkowi ΣTi.	�	 ������9�
	 ����	3���
�	��	9�
�����	���
�3
��	�����	��
�
�	���3�������;�	3��ypadku dwóch maszyn i funkcji celu ΣTi�	�
;����	�	��������	 7���

	
�:	C�7] oraz Schaller [19DE	����
4���4	3��������	�	

���4	����6	�
�	3����������4�4	20. Na
temat znacznie trudniejszego problemu 3���3������;�	�	������
�		ΣwiTi opublikowano



 ! ��������		�
�����	
����	����������	����������	�������

jeszcze mniej	�����	������ !�	������"�	����dstawili: Kim [12], Chung i in. [6#	����	����$
��%����	i in. [2] (szczególny przypadek dwumaszynowy jest rozpatrywany przez Wodeckie-
go [20]). A& ����	�����'�	
�	� ��&�'�	 �	������ !��	!�
"�	rozwi'����(	��������� z c�	"��$
��
��	kilkunastu zadaniami i kilkoma maszynami. W ostatnich latach uka�&�'	 ��)	�����
����"��	��*��)��"�	��gorytmom aproksymacyjnym�	+��� �	"�	��
"���	!� ����� najnow-
sze heurystyki i m� ���&��� ���	 ,����"��	 ����&���"�	 �	 ��!&����"���	 ��
����"��-	 �'
������ awione przez: Kima [11], Rajendrana i Zieglera [18], Hasija i Rajendrana [10],
Adenso-Diasa [1] oraz Onwubolu i Davendra [16]. P�����'�	!� ���	������ !��	�	�&�����$
���	�� ���'��	�����maszynowych proble!�!	���������"��	����%	�	!�"�!�������'	�&!y
���� ��	���."��%	��� 	��!�������"� w pracy Vallady i Ruiza [22] oraz Vallady i in. [23].

!��"�#�������������������

W problemie TWTFS, dany jest zbiór n	����6	J = {1, 2, ..., n}, które ��
��� wykona8 za
3�	��4	m maszyn ze zbioru M = {1, 2, ..., m}. Zadanie i ∈ J	��
���	��
����	������8	��
������		�����
��	3���	���		���������
�	�����
�	��		�����
�	j (operacja Oi, jE		���	�
>
���3���48	��3
���	3�	����6��eniu wykonywania tego zadania na maszynie j – 1( j = 2, 3, ..., mE
����	 ��
����98	���������
�	 ����6	 ��	 ������	 �		�����		��
	 ��8	 ����	 ��	�:	 Maszyna
w dowolnej chwili 	���	��������8,	��	��������	�����	�����
�	����,	���������
�	����<
�
�	�
�		���	��8	3��������:	A
�	�����
�	i ∈ J, niech pi, j b>dzie czasem wykonywania na
maszynie j ∈ M, di $�%����� ��	�
�������
�����
�, a wi ��&�� ���kcji kosztów:	A
�

����
����	��
����9�
,	����6	3����	Ci, j oznaczamy ��	�
�����
�����
� zadania i ∈ J na
maszynie j ∈ M.  Wówczas,  Ti = max{0, Ci, m – di} jest 
����
��
��, a fi(Ci, m) = wiTi

kosztem opó�nienia zadania:	B�
���	��������8	��
����98	�y�������
�	����6�		i�
	�

<
���4�4	��	> �
������
����
���	��:	��	>	 ,1 1( ) .m m

i i m i ii if C w T= ==∑ ∑
/����	 ����
4���
�	 3���
�	�	 TWTFS	 	���	 ��8	 ��3�����������	 3����	 3��	�����>

π = (π(1), π(2), ..., π(n))  za��6	ze zbioru J. Przez Π oznaczamy zbiór wszystkich permuta-
cji elementów z J. Dla dowolnej permutacji π ∈ Π terminy	���3���>�
�	����6	Si, j (	i ∈ J, j ∈ M)
��	 3������;�
����	 	��������	 	����	 ����a���8	 �	 ����>3��4���� ��
����9�
	 �ekuren-
cyjnych:

(1),1 ( ),1 ( 1),1 ( 1),10, , 2, 3, ..., ;i i iS S S p i nπ π π − π −= = + =

(1), (1), 1 (1), 1, 2, 3, ..., ;j j jS S p j mπ π − π −= + =

( ), ( ), 1 ( ), 1 ( 1), ( 1),max{ , }, 2, 3, ..., , 2, 3, ..., .i j i j i j i j i jS S p S p i n j mπ π − π − π − π −= + + = =

W tym przypadku ���	
��	����6����
�	����6	�4	�����F

( ), ( ), ( ), , 1, 2, ..., , 1, 2, ..., .i j i j i jC S p i n j mπ π π= + = =



"
��
	�	3���
�	
�	3���3������		�		
�
	�

����4	��	�	�������	�3�5�
�6 0G

Przy tych oznaczeniach ( ),i mCπ 	����	���	
��		����6����
�	zadania π(i) na ostatniej,
m-tej maszynie, a �3�5�
��
� Tπ(i) = max{0, Cπ(i), m – dπ(i)}:	����

	Tπ(i) > 0 to zadanie jest
�����

��, a w przeciwnym przypadku terminowe. Niech

( ) ( )1( ) ,n
i iiWT w Tπ π=π = ∑

�>��
� kosztem permutacji π. Problem TWTFS	�3�������	�
>	�
>�	��	���������
�	3��<
	�����
	optymalnej (o minimalnym koszcie) w zborze Π.

����

	1 ≤ a ≤ b ≤ n, ��	�
4;	�
�	�����

( ( ), ( 1), ..., ( )),B a a bπ = π π + π

nazywamy ��������	
��
	73���
4;
�	E	3��	�����
	π ∈ Π:

������� subpermutacji πB, L(πB) = Cπ(b), m,  a koszt ( ) ( )( ) .B b
i a i iWT w T= π ππ = ∑

Niech Π(πB) ⊂ Π  	�>��
�	��
���		3��	�����
�	�����		����	��;�������8	�	π	3����
�	
��>	�o
����9�
	�
�	�����	w subpermutacji πB. Wobec tego,	����

	β ∈ Π(πB), to

( ) ( ), 1, 2, ..., 1, 1, ...,i i i a b nπ = β = − +
oraz

{ ( ), ( 1), ..., ( )} { ( ), ( 1), ..., ( )}.a a b a a bπ π + π = β β + β

����

	3��	������	β ∈ Π(πB), to subpermutacja βB = (β(a), β(a+1), ..., β(b)).
Dalej, wprowadzamy zmienne:

( ),( ) min{ : ( )},mi B B
b mL Cδπ ≤ δ∈ Π π

( ),( ) max{ : ( )},mx B B
b mL Cδπ ≥ δ ∈Π π

( ) ( )( ) min{ : ( )}mi B Bb
i a i iWT w T= δ δπ ≤ ⋅ δ∈ Π π∑

oraz

( ) ( )( ) max{ : ( )}.mx B Bb
i a i iWT w T= δ δπ ≥ ⋅ δ∈Π π∑

����

	permutacja γ ∈ Π(πB), to �����9�
�Lmi(πB) i Lmx(πB) �4	��
��		
?górnym ograni-
czeniem dla L(γB), czyli L(γB) nale��	��	3�����
���	 CLmi(πB), Lmx(πB)]. Podobnie jest dla
funkcji kosztu WT.

Oznaczmy przez F	 ����4	 �	�����	 ����
�
�������	 ������
�	 ��:	 L	 7���;�98E	 
��	 WT
(koszt). Wart�9�
	F mi(πB) i F mx(πB)	�>�4	���������	��	������	���	��
��e subpermutacja πB

����
	 �
>	 ��	 �3��	�lnego usze��;����
�	 ����6	 ��	 ��
���	 {πB(a), πB(a+1), ..., πB(b)}
w permutacji π.



  ��������		�
�����	
����	����������	����������	�������

Subpermutacja πB jest θ-optymalna (ze	��;
4��	��	������>	F)�	����



( ) [ ( ), ( ) ( ( ) ( ))]B mi B mi B mx B mi BF F F F Fπ ∈ π π + θ⋅ π − π (1)

A�	����
4�����
�	3���
�	�	3���3������;�	�		
�
	�

����4	��	�	�������	�3�5�
�6
3������awimy algorytm oparty na metodzie przeszukiwania z zabronieniami. W konstrukcji
otoczenia wykorzysta	�	������9�
	�

	
�������	�
����	���
�
�������	�	�3���
�	�	3��><
�
�	θ<�3��	�
��9�
.

'��(���
��
�	
������������������
�������
�

#�����	 
��� metody przeszukiwania z zabronieniami �������	 3��������
��� przez
Glovera w latach 90. XX w. wieku. Jest ���	�����
�	����4	� ���
�3�����	
	�����>9�
��	�����<
������	 metod aproksymacyjnych:	�	 3�����
�	 3�������
���
�	 �������
�	 ��3������	 �
>
� niej 	��

��98	��
>k����
�	�����9�
	������
	��
�	73���	���������
� nowego ro��
4��<
�
�	��������;�E�	���	�	���	�3����	�
�	����43
�� ����	�����
�	����6����
�	��
����
�	�
;����<
	��	3�	��
4;�
>�
� pewnego mini	�		
���
��;�:	1��
�	�����	���	;��>”	��
���	������ ���<
���
���8�	3��
����	�	3����
���		3��y3�����	3�	��
4;�
>�
� minimum lokalnego,		�;���
szybko ����43
8	��	�
�;�	3�����:	A
�	��
��
>�
�	�3���
>�
�	� cykl, �3�������	�
>	���:


��>	���� (roz�
4��6	
��	������	������
�����E:	�������4� ����	7���������4��	����
4��<
�
�	��������	�	����>3���	
������
E� ��3�	
>����	�
>	��;�	��������	��	
i9�
�:	#������4�	����>3<
�
�	���� otoczenie, pomijamy rozwi4���
��	�������	��������	�������4	�
>	�� 

9�
��	�����
��	�3���
��4	���:	����e�
�		��3
����
	7��:	�4 �����4�����” korzystne).	B������
�����	
	�
�<
	����	
		�����	�4F	�����	�������
�	
	

���	������	�akazanych.

Niech M(π) �>��
�	��
���		������	;������4����	pewne otoczenie permutacji π ∈ Π.
Ruch m ∈ M(π) nazywamy �����	�����, dla subpermutacji πB,	����

	�	
��
�	��	��
��<
��98	�
�	entów jedynie w πB. Do�����
���	����

	����	m generuje z  π per	�����>	m(π)  = β,
wówczas

( ) ( ), 1,2,..., 1, 1, ...,i i i a b nβ = π = − +
oraz

{ ( ), ( 1), ..., ( )} { ( ), ( 1), ..., ( )}.a a b a a bβ β + β = π π + π

Przez M in(πB) oznaczamy zbiór 	��)���������	����) dla subpermutacji πB.
@��3��	������>	πB nazywamy blokiem�	����



( ), ( ( )) ( ).in Bm M F m F∀ ∈ π π ≥ π

Z definicji tej ���
���	��	�����	����	����>�����	�
���	;�������	3��	�����>�	�
�	���<
���	�����98	������
	��
�	�
�	����		�
�����	�
�	F(π). Wobec tego, w procedurach przeszuki-
wania otoczenia mo���	3�	
�48	�
�	����	;���������	3����	 �����	����>�����	�
����:
A�
>�
	��	�	�	�
����a	�
>	��z	
��	�������
��	�	�
>�	����43
	3���93
�����
�	3������ jego
przeszukiwania.	"
��
	�4	��	�
�
�	
��	�?3�������
�		���������	�	�
;����	���	����
4��<
���
�	3���
�	��	�����;����
�	;����
�	�	����erium Cmax:



"
��
	�	3���
�	
�	3���3������		�		
�
	�

����4	��	�	�������	�3�5�
�6 0H

A�	�������
�j�����	���������6	��
��4:

2 3��	��������	 3���
�		 3���3������	 �	 	
�
	�

����4	 �����	 ����6����
�	 �II�	�J:
"
���	
	�4	3����
���	����6	�	���;
	����������	����������	��	 ���	��	��		�����
�

7B��
��
	
	@	��
��
	C4HD�	#�������
	
	������
	C5DE:
2 3���
�		;�
������	�		
�
	�

����4	�����	����6����
�	��I�	�J:	"
���	
	�4	3����
���

�3�����
	�	���;
	����������	����������	��	���	��	��		�����
�	7B��
��
	
	@	���
��


C4KD�	#�������
	
	������
	CLDE:
2 �����	��������	 3���
�		 	
�
	�

����
	 ��	�	 �������	 �3�5�
�6	 ����6	 4II@��	�

�	���	�	��3�	
	�
����	���
����4����	��3��
���
�	�����
�	���	
����	
��	�3�5�
�<
��	7"�������	#�������
	
	������
	CHD�	������
	C64DE:

Obecnie wprowadzimy pewne ��;�
�
��
�	�
�������;�	 3��>�
�	�
���:	� „nowym”
bloku m���	 �
>	 ���	������8�	��	 3����	�	
���	��
����9�
	�
�	�����	��;�������	 jednak
perm�����>	�	M�
��
�
�”		�
������	�����9�
	������
	��
�:	7���
�
���	�	3���	���	73��;E	3�<
���
��4��	��	����9
��
�	
	������
o���
�	�
�
��9�
	M�
��
�
�”:	����	��	��
4����	�	�3����<
�����		3��>�
�		θ-�3��	�
��9�
. Reasu	��4��	������9�
	�

	
�������	M������”	�
����
�>��
�	�	�������

	��	3���;
4��	3�9����
�;�	�
�	�����	�������
�		��4�	9�
���	�98�	��
3���	�����
		���	�	������
8	��z�
4���
�	
�3���	��	�
��4��;��	��	����>9�
�	�����
� o „nie-
wiele”:	$��	�
�	��	3

����8	���	
��
�;

, dla tego uogólnie�
�	���������	�	����>	�
�<
��	���
�		�>��
�	�	go stosowali tak jak „prawdziwy” blok. Przepro�������	���3���<
	����	��

����
���	���������	 ��	 3�	
	�	 ���	����	 ����������
�	�
����	�	 �
;orytmie
przeszukiwania z zabronieniami dla problemu TWTFS powoduje skrócenie �����	��

���6

?3�3���>	�����9�
	������������	����
4��6:

Niech πB	�>��
�	3���4	���3��	�����4	3��	�����
	π ∈ Π.	7����	��	��	π(a) jest pierw-
szym, a π(b) ostatnim elementem w πB(1 ≤ a ≤ b ≤ n). �����98	funkcji koszt dla permu-
tacji π

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

( ) .
n a b n

i i i i i i i i
i i i a i b

WT w T w T w T w T
−

π π π π π π π π
= = = = +

π = = + +∑ ∑ ∑ ∑

7	
���	��
����9�
	�
�	�����	�	 ���3��	�����
	πB 	���	��;�������8	 ����
4���
�
�		�
����ym koszcie,	����

	�	���
��	��;�F

2 �	�
�����	�
>	�����	���������
�	�
�	�����	�	π
�	��:	��	�	 ( ) ( ) ;b
i a i iw T= π π∑

2 �	�
����4	�
>		�	����	����6����
�	���������
�	3������	����6	�	π

�	��	�	�����<

������
	�3�������	�	�
������
�	�
>	�����	
	�����98	��	�	 ( ) ( )1 .n
i ii b w Tπ π= +∑

Elementy subpermutacji πB	�>�4	 ��������	�
���	 ����

	 
��	��
����98	��	��;
>��	��
�����	���	
	��u;�98	����	M�

���” uszeregowaniu optymalnemu. Nie zawsze �3���
��4	�
>�
���	�	3���
	�;���
����
�F	%
�
������
�����
����
*�
���������������
����
��&���	���

��	������
�
���
���������	�
*�
�������
�����. M���	�
>	bowiem ���	������8�	��	�
�	���<
��;�	�	����	������
��	7���;�9ci i kosztuE	�4	�����	�3��	�
��	������;����
�: ����

	�
�	���
�
>	��������8	�����;� ,,dobrego”	��	��;
>��	��	���	����eria, wówczas rozpatrywana sub-
permutacja nie tworzy bloku.
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�

	���	��3�	�
oków:

4E 	<�
��
�	���
����4��	�����
�	���	
�����

6E �<�
��
�	���
����4��	�����
�	�3�5�
���:

7������	��	��	bloki tworz4 subpermutacje zawie���4��	��	���	�
��	����	�����
�:	���
��������	��sperymenty obliczeniowe, bloki 3�3���
��4	������
�	���������98	�
;����	�

�3����;�	��		�����
�	3�������
���
�	�	zabronieniami z otoczeniami generowanymi przez
ruchy typu wstaw (insret).

���������������	�
��
�������

Subpermutacja πT jest T-blokiem w permutacji π	����

:

7�E �����	�����
�	�	π�	����	���	
����	�	3��	�����
	π�	���

	 ( ) ( )( ), ;j jj a j b C dπ π∀ ≤ ≤ ≤

7�E ���;�98	�7π�E	����	θ<�3��	�
��:

3��
����	 �����	 �����
�	�	 T<�
���	 ����	 ���	
�����	�
>�	 �����	 ��;�	���������
�
�����
	8:	�����	��;��	πT	����	��	��;
>��	��	�����	������;����
�		�3��	�
��	: Punkt (aE
3��������	���
�
��
	 ����	 3�����	��	 �3�������
�:	�	��
����	 ��>9�
	 3��������
	�	������
�
3����
��4��	��	stwierdzenie, czy πT jest θ<�3��	�
��	��	��;
>��	��	���;�98	������;���<
�
�, tj.	�3���
�	3����	7b). N�
���	w tym celu ��������8	��
��	Lmi(πT) i górne Lmx(πT)	�;��<
�
����
�	��u;�9�
.

���������
��%
���&
�
&	��
����
��%��&
*�


Niech  min
,min{ : }T

j i jp p i= ∈ π 	�>��
�	����������		�����		���������
�	3����;�	��<

���
�	� subpermutacji πT na maszynie j ∈ M. Wówczas, min
( 1),1 1 ,m
a jjC pπ − =+ ∑  ����	��
��	

�;���
����
�		���	
��	����6����
�	�a���
��	�����	������	�ykonywane jako a-te (pierw-
sze z πT), a czasy jego wykonywania na poszczególnych maszynach by�yby równe:

min min min
1 2, , ..., .mp p p 	�����
9�
��	����

	����	3
������	��5	
�	�	����
��	�����
�	�	πT, to

termin jego za��6����
�	 7��	������
��		�����
�E	�>��
�	�
>����:	 7�	��
��	�;��ni����
�
���;�9�
	���3��	�����
	3����	��e	�	�
>�

min min
( 1),1 ( ),

1
( )

m bmi T
a j i m m

j i a
L C p p pπ − π

= =
π = + + −∑ ∑ (2)

N����	�������8�	��	 min
( 1),1 1

m
a jjC pπ − =+ ∑  jest dolnym ograniczeniem	���	
��	����6<

����
�	����
�ego zadania z πT	����������;�	 ����	3
������	�3�9���	�������
��	����6
�	���	���3��	�����
:	Druga suma jest cza��		���������
��	���3�9����
�	�����	3�	���;
	�

����6	��	������
��		�����
�:	����	��a pomniejszone o min ,mp 	���
�		�
�	���	���	���	��<
��>3���	�	3
�������	��	
�:	7	3�������;�	�y�
���	��	72E	����	��
��		�;���
����
�		����6<
����
�	���������
��	�	����
���	��
����9�
�	����6	� πT. 7���o��98	�bliczeniowa wyzna-
czania tego ograniczenia wynosi O(max{n, m}).
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Wyznaczanie górne&
�
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/����mu ����
4���
�	73��	�����
	����6E	3���
�	�	3���3������;�	�	������
�		Cmax
	����	 3���3���4�����8	 ;���	 ��
������� (zobacz np. [7])�	�	�����		�
���������	
	 �4
�3������:	��;4	�
���������	����	czas wykonywania ��3��
����4���		�	�3�����
:	N��
	3�<
�
�	�	��3��������4	��
�j��98	���������
�	����6	��	������		�����
��	�	3ionowe	2	��
��<
��98	���������
�	�����
�	3����		������	 73���4���	 ������
�;
����E:	B���������	���;�
w tym grafie jest nazywana %	
&���	����z��:	���	���;�98	7��	�	��;	�
����������E	����
�����	������
	���������
�	����6	7�	��
����9�
	����>powania) w π na maszynach, tj.
jest równa Cπ(n), m.

Niech W(π)	�>��
�	��
���		�
����������	7�3�����
E	���;
	����������	w gr��
�	��3�<
�
����4��		��z�
4���
�	π ∈ Π.

N����	���a��8�	��	��
��	W(π)	�3���
�	����>3��4��	������
:

2 ��
���	��	���	�
��	����4	�3�����>	�	������		������ 7��E
2 

����	��;�	�
�	�����	�����
	
�O���2	4 7��E

@4	��	3����	������
	���
������	�����		��
	�3���
8	����
��	3����
��	��
���	�3�����
�
���	��;�	�
e	����	��������	���;>	��������4:	N����	�������8�	��	�
�	�����	3����
��	�3��<
�
��4��	7W1) i (W2E	����	���;4	��������4:	B
�	�4	��	�
>�	������
	����������4��:	3��
���
przedstawimy algorytm wyznaczania pewnego podzbioru ��
���	 �3�����
�	 �3���
��4��;�
ograniczenia (W1) i (W2). Na jego pod����
�	��

���	�	�����98	gór��;�	�;���
����
�
���;�9�
	subpermutacji ze zbioru Lmx(πT).

Niech OT��>��
�	��
���		�������
��	�3�����
 z πT.
Algorytm UBT {Wyznaczanie górnego ograniczenia ���;�9�i subpermutacji}

Krok 0.

( 1),1; ( ) : ;mx T
aA L Cπ −← ∅ π =

Krok 1.
for j:=1 to m do
��������8	����������	����	���������
a operacji na maszynie

, ,max{ : 1, 2,..., }u j i jp p i n= =  and ,( ) : ( )mx T mx T
u jL L pπ = π +

and ,{ };u jA A O← ∪

Krok 2.

while | |A b a m< − +  do
��������8	����	���������
�	�����������	�3�����


*
, , ,max{ : \ },T

u v i j i jp p O O A= ∈ 	�	����>3�
�	 *
,( ) : ( )mx T mx T

u vL L pπ = π +  and

,{ };u vA A O← ∪
end.
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7������98	��

����
���	�
;����	�	�����
	O(n2m).
�	�����	4	�4	��	�����	����������	�����	���������
�	�3�����
	��	������		����<

�
�:	�	������	 
������
	�����	6, do Lmx(πT) jest dod�����	����������	����	���������
�
�3�����
	�3�9���	�����t�
��	�������	�
�	���������:	����

	�	3�����	
������
	7�����	4	
��	6E
����	���������
�	�3eracji Oi, j ∈ OT doda��	�
>	��	�
��4���	�����9�
	�	
�����	Lmx(πT),
to w n���>3����	 
���������	 �3������	 ��	 �
�	 ����	 ���3��������:	 B�
���	 ���	 ���
�		 ���
��	��
���	A:	N����	�������8�	��	 3�	����6����
�	�lgorytmu zmienna Lmx(πT)	 ����	��	4
(b – a + 1) + m – 1	������
���:	�����	��;�	��
��	A	�3���
�	�;���iczenia (W1) i (W2)	�
�
����6	�	πT.

�� ������������	���� �������

Wyznaczanie D-bloku, dla rozpatrywanego problemu jest znacznie trudniejsze od wy-
znaczania T-bloku. Generalnie jest to subpermutacja	���
����4�a zada�
�	�3�5�
����	�����
3�	 ����
���	 �	
��
�	 
��	 ��
����9�
. Ponadto, po lokalnej optymalizacji ��	��;
>��	 ��
�����	����	��� θ-optymalna.

@��3��	������	����6

( ( ), ( 1), ..., ( )), 1 ,D a a b a b nπ = π π + π ≤ < ≤

jest D-blokiem w permutacji π ∈ Π�	����

F

7�+E �����
�	 ( ), , 1, ...,i i a a bπ = + 	3�������
���	��	3�����>	3
�����4	�	π�	����	�3�5�
����
7�+E 3�	�������
�	
���
���	�3��	�

����
	�����	�	7π�E	����	θ<�3��	�
��:

Z ograniczenia (a'E	���
���	��	�����	�����
�	�est w D-bloku zawsze �3�5�
���: P�<
��
�4	�3��	�

�a��>	����>3��4�4	�	3����
�	7b'E	�>��
�	�	��������

	3�����
��	���	�3��<
	�

����>	�	D-blokach dla jednomaszynowego problemu 1||ΣwiTi (zobacz [5DE:	�	3���3��<
��	 3���
�	�	 3���3���owego wyznaczamy jedynie pewne us����;����
�	 ����3��	�
��:
">��
�	���	 3������4	��	 ������ania ter	
���	 ����6����
�	 ����6:	$��	 ���
����
8�	 ���
���3��	������	����	θ-optymalna, na
���	��
i���8	��
��	�	��7π�E i górne �	��7π�E ograni-
czenie funkcji kosztu.

���������
����	�
*�
�%
���&
�
&	��
����
���
����

B��3
���	��������	�	3e���	����3��	�
��	7��	��;
>��	��	���;�98E	uszeregowa�
�
����6	�	π�. A
�	�����;�	�����
�	��

���	�	������
��	����	���������
� ( ),1 ,m

i i jjP pπ== ∑
a ����>3�
�	 sortujemy zadania zgodnie z ni�����4��	
	 �����9�
�	
	 

������	 / , ,i iw P i a=

1, ..., .a b+  Niech Dπ� 	�>��
�	w ten sposób wyznaczonym �
4;
�		elementów z subpermuta-
cji π�.	 9����	�	 3��������	 	�����	 7�������4�	 �3eracje do lewej strony) rezy;���4�
�	�;���
����
�F	wykonywanie zadania mo$���
!�	
��
���,-��
�"�&
����
�����
������
.
�	��dniej maszynie oraz obliczamy termin	����6����
�	 i

jC  �����;�	zadania i z Dπ�  na
maszynie j ∈ M. Na podstawie tych terminów wyzna���	�	 �����	���������
�	 ����6
�	 ,Dπ�  czyli dolne ograni����
�	������	����6	� Π(π�).



	����	�	������!��	�����������!	�	!�"�!�������'	�&!�	���� ��	���."��%  Q

Algorytm LBD {Dolne ograniczenie kosztu	����%	��	�����&�Π(π�)}

W�������8 ����3��	�
��	������;����
�	����6	 :Dπ�

for j:=1 to m do ( )
( ),: ;

D a
a jjC Cπ

π=
�

�

for i:=a+1 to b do ( ) ( 1)
( ),: ;

D Di i
i jj jC C pπ π −

π= +
� �

�

1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( ) ;
a nmi D

i i i i
i i b

WT w T w T
−

π π π π
= = +

π = +∑ ∑

for i:=a to b do

( )
( ) ( )

( ) : ( ) max{( ), 0}
D

D D
mi D mi D i

mi i
WT WT w C dπ

π ππ = π + ⋅ −
�

� �

end.

7������98	��

����
���	�
;����	�	���������
�	�	
��7π�E wynosi O(n·m).

���������
����	�
*�
�&�	��&
�
&	��
����
���
����

3���	���������
�	�����9�
	;����;�	;���
�zenia kosztów permutacji ze zbioru Π7π�E
b>dziemy korzystali z pewnych idei zastosowanych przy wyznaczaniu podobnego ograni-
czenia dla T-bloków oraz dolnego ograniczenia dla D-bloków. Algorytm wyznaczania
�	

��7π�E sk����	�
>	�	��������	��o���:	�	������	3
��������	��

���	�	3����

���
�	���<
	
���	����6����
�	����6, a w ostatnim koszt ich wykonania.

Algorytm UBW {Górne ograniczenie kosztu permutacji ����6	��π�}

Krok 1.
������4�	�
;����		UTB (zobacz: �����������������
�����), ��

���8	Lmx(πD)	���	
�

����6����
�	������
�;�	�����
�	��		aszynie m;

Krok 2.
��������8	M���;����4,,	3��	�����>	β	����6	�e zbioru { ( ), ( 1), ..., ( )},a a bπ π + π  tj. ���4�
��

(1) (1), (2) (2), ( 1) ( 1),/ / ... / ;m m b a b a mw p w p w pβ β β β β − + β − +≤ ≤ ≤

Krok 3.

(1) : ( ); ( ) : 0;mx D mx D
mC L WTβ = π π =

for j:=b–1 downto a do ( ) ( 1)
( 1),: ;j j

m m j mC C pβ β +
β += −

Krok 4.

for j:=a to b do ( )
( ) ( )( ) : ( ) max{( ),0}mx D mx D j

j m jWT WT w C dβ
β βπ = π + ⋅ −

end.

7������98	��

����
���	�
;����	�	�����
	O(max{nlnn, m}).
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W dowolnej permutacji π ∈ Π bloki wyznaczamy podobnie jak dla problemu 1||ΣwTi:
A������
�	����	��	�3
����	�	pracy [5]:	�;�
��	
���	����	����>3��4��:

Rozpatrujemy kolejno zadania π(1), π(2), ..., π(n).

Przypadek���	7����	��	��	π(1) jest w permutacji π terminowe. Wówczas jest ono
kandydatem na pierwszy element T<�
���:	����

	�����
�	π(2) i π(3)	�4	�����	���	
�����	��
�3������	��	���	�ubpermutacja πT =	7π(1), π(2), π(3)E	�3���
�	�;���
����
�	7b) w definicji
T<�
���:	����

	����	��		�	�	3
��w���	G<�
�	������	�
���	�����	�����	�	�
>	3��
>����8.
����

	�����4�	�����
��	�
�		����	���	3��
>k���8	�
��4��;�	�
oku, to zadanie to jest kan-
dydatem na pierwsze	�����
�	����>3��;�	�
oku. Z kolei, gdy zadanie π(2) lub π(3) nie jest
terminowe lub zadania terminowe π(1), π(2), π(3)	�
�	�3���
�	�;�aniczenie (b) w definicji
T<�
����	�������	����������>	����;�	�
���	���3������	�	��	�����
�	π(2). Jest ono kan-
dydatem na pierwsze zadanie w bloku.

Przypadek����7����	��	��	�����
�	π(1) jest w permutacji π	�3�5�
���:	�	��		3���<
3����	 ����	 ���	 ���������		 ��	 3
������	 �����
�	 �	 D-bloku. A�
���	 3���>3���	�	 ���
�	3���3����	4�	�3�������4�	�����
9�
�	��3��
���
�	�
�	D-bloku warunki (a') i (b').

3���>3��4�	���	������	��������	�	7����

	
���
��4E	bloki w permutacji π ∈ Π.
7������98	��

����
���	�
;����	�	���������
�	�
����	�	3��	�����
	�����
	O(n2mE:

:���
��
�	�
����	����	

����	�
�	�����	�	�
�����	��
���	��	3���	����	θ (0 < θ < 1).

/��0��	�
�
�����������������

A�	����
4�����
�	3���
�	�	3���3������;�	�		
�
	�

����4	��	�	�������	�3�5�
�6
�����3�owano algorytm RMMTS (dla problemu jednomaszynowego) zamieszczony w pra-
cy [5]. W skrócie b>��
�	�	 ;�	�������8	 3����	 RMMTSF. Dane testowe wygenerowano
losowo. Tak jak dla problemu jednomaszynowego 1||ΣwiTi wyznaczono czasy wykonywa-
nia operacji pi, j(i ∈ J, j ∈ M) oraz wagi funkcji kary wi, i ∈ J.  Niech .1

m
i i jjP p== ∑ 	�>��
�

������
��m czasem wykonywania zadania i ∈ J na maszynach:	R4����	termin zako6czenia
dj = Pj·(1+3μ), i ∈ J, przy czym parametr μ jest reali����4	�	
�����	
������	�	�����adzie
jednostajnym na odcinku [0, 1]. Generator ten jest opisany w pracy [12]. Podobny sposób
generowania danych �
�	3���
�	�	3���3������;�	����	���������		
>���	
nnymi w pracy
Hasija i Rajendrana [10]. Dane te�����	 �����4	L	;��3	�	 ���	
�����	nxm: 20×5, 20×10,
50×5, 50×10, 50×20, 100×5, 100×10 i 100×20.	 A
�	 �����;�	 ���	
���	����������	 6H
3����������	�	��	
�	�
>�	����	�a�
����4	688	3���������. Algorytm RMMTS	������	��<
3��;��	��a��	�	�>����	SOO:	T��3���	����	��

����
���	��������	��		
�����	3���<
���	:"%	�	��;���		4�L	#U�:	A�	�y�������
�	����
4���
�	��������;� zastosowano algo-
rytm NEH [14]. W literaturze brak jest jakichkolwiek danych i wyników porównawczych
dla rozpatrywanego problemu. Po wyko���
�	���>3����	��

���6	 3����>��	θ = 0,2	����
���;�98	

���	����	44. Zasadnicze testy obliczeniowe wykonano �����	�la wersji algorytmu
RMMTSF bez bloków�	����4	�������	�	3����	RMMTSFbb:	/����	z algorytmów	������<
���	6888	
������
:	�����	���	�yniki po�������	�	����
4���
�	
	�
;orytmu NEH:	V����
�
��>��	��;
>���	δaprd	����	9����
�	�����	��

���6	�aprd	�4	3��������
���	�	�abeli 1.
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RMMTSF RMMTSFbb 
n×m 

δapred taprd δapred taprd 

20×5 –3,48 0,9 –3,24 0,8 

20×10 –3,82 1,7 –3,87 2,1 

50×5 –5,28 2,1 –4,12 2,2 

50×10 –5,71 3,1 –5,83 3,9 

50×20 –6,12 3,8 –5,34 4,6 

100×5 –8,31 8,4 –8,29 9,3 

100×10 –8,76 13,7 –7,64 18,6 

100×20 –8,12 24,3 –8,76 31,5 

������� 6,20 7,25 4,55 9,13 
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