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#�%�����������������&��!�"��������	
��

+			����	�	�����	�@��	��		����	��,���	����		���!�	�� model matematyczny 	�����*

�����@��	����@ klas�	,����	�
�������+	– wieloboków, ��)��	
	�@		���A	���	�	��	�

�	
	�@	��	6�	���	�����	�	�@�	���+	�	�	�@	�amanych.

Niech s = 1, ..., 6 oraz  j ∈ {0, 1}. (��	��
��@	[9] rozumiemy zbiór j
sL  postaci

1
0

 
S

j
s i i

i

L P P+
=

= � (1)

gdzie PiPi+1 ����		�������
			�������	�	�@��	��
	Pi 	��	�	6�	��
	Pi+1.
Iloczyn PiPi+1	 ∩	 Pi+1Pi+2 ����	 ��	��
	 ����	�����	��
	 �������@��
	 �	����	 	������

PiPi+1		��	�	�@���	odcinka Pi+1Pi+2. Iloczyn PiPi+1	∩	PkPk+1 dla k > i+1 jest pusty. Dla
j = 0 zbiór 0

sL 	����	����� 	�!	���	j = 1 zbiór 1
sL  jest niepusty.

{ }

1

0, 1

        dla  1, ..., 5

  dla  6

sj
s

j
s

L s
L

L s∈

⎧ =⎪= ⎨
⎪ =⎩

(2)

Niech L	����	��
��@	�������@��	���		�		���
����	������	��
����+	�����	���+	 ,j
sL  czyli

6

0

j
s

s

L L
=

= � (3)

Niech t = 1, ..., 6 oraz  j ∈ {0, 1}. Dany jest zbiór postaci 1
0

 ,
T

j
t i i

i

R P P+
=

= � 	�)�����	�����*

�����@��	��
��@D	+��	j = 0 zbiór 0
tR 	����	����� 	�!	���	j = 1 zbiór 1

tR  jest niepusty.

{ }

1

0, 1

        dla 1

 dla 2, ..., 6

tj
t

j
t

R t
R

R t
∈

⎧ =⎪= ⎨
⎪ =⎩

(4)

Niech R	����	��
��@	�������@��	���		��
����+	�����	���+	 ,jtR  czyli

6

0

j
t

t

R R
=

= � (5)
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Zbiór R zbudowany jest z co najmniej dwóch, a maksymalnie trzec+	�	�@�	���+	�	�	�@

��
����+D Iloczyn L ∩ R jest zbiorem dwupunkto��
	�������@��
	���)���	�����	�	*

�@��	��	�	�	6�	��	podzbiorów L oraz R.
Q�
�ne 1

1L  oraz 1
1R 	
��@	���)���	�����	�	�@��	�� 	�!	

0

1
sL  oraz 

0

1
tR  dla �����	���

����	!��	s0 ∈ {5, 6} oraz t0 ∈ (1, 6] 
��@	���	��
	�����	�	6�	��D	Dla dowolnej	����	!ci
s = 1, ..., 5 iloczyn 1 1

1s sL L +∩  ����	��	��
	����	�����	��
	�������@��
	�	����	��
�*

��� 1
sL 		��	�	�@���	��
���� 1

1.sL +  Dla ustalonej ����	!ci t = 1, ..., 5, dla której 
	���

���	��A	��
��@	
1
tR  oraz ����	!��	 t  takiej 	�� ������	��	����	����)��	!A	 1t t− ≥  i 
	���

���	��A	�	����@	��
��@	
1 ,
tR  iloczyn	��
����+	 1 1

t tR R∩  ����	���	��	��
	����	�����	*

��
	�������@��
	�	����	��
���� 1
tR 		��	�	�@���	��
���� 1 .tR

Niech j
sL  oraz 1

j
sL + 		�����@	����	�	�	��� 	�	�����	�����	��	��
��� 	���	s = 1, ..., 5:

0 1 1 2 2 3 1 1 1,   ,   , ..., ,   , ...,  j
s u u u u S SL P P P P P P P P P P P P− + −= (6)

*	�����	���	������	��	!�)�	 0 1 2 1 1 1, , , ..., , , ...,  u u u S SP P P P P P P P− + − 	
	�@	��A	���)�����	*

��	���	���	���D

1 10 1 1 2 2 3 1 1 11 ,   ,   , ..., ,   , ...,  j
u u u u S SsL P P P P P P P P P P P P− + −+ = (7)

gdzie P0 ����	������
	�	�@��	��
	��
����	 1,j
sL +  przy czym P0 = PSD	-���	!��	S oraz S1
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Odpowiednio, dwie dowolne �	�����	 ��
���	 �����	�� j
tR  oraz 1 ,tR  gdzie t = 1, ..., 5

i 1,t t− ≥  
��@	��������@�@	�	���A8

1 1

0 1 1 2 2 3 1 1 1

0 1 1 2 2 3 1 1 1

,   ,   , ..., ,   , ...,  

,   ,   , ..., ,   , ...,  

j
t u u u u T T

j
u u u u T Tt

R P P P P P P P P P P P P

R P P P P P P P P P P P P

− + −

− + −

=

=
(8)

(��	��
	�����	�	�@��	��	P0	�����	���	
1
tR 	����	������
	�	6�	��
	PT	�amanej .jtR

-���	!��	T oraz T1	
	�@	��A	�)���D

Na rysunkach 5a, c oraz e ���������	��		�����	�������	��		����	3*	��
�	����*

���	�������@��	���������	�@��	�� 	�!	�a rysunkach 5b, d oraz ,		��	������@��	�
	
	����

�	����)� 	���	�	���+	���	�	
	��	��
����+	L oraz R. Na rysunkach 5b oraz ,	��
���	L
���	����	����		��!���	��
����+	�����	���+	�	��
���	R z trzech. Na rysunku 5�	��
�*

�@	L	�����������	���A	�	�@�	���+	�	�	�@	��
����+	�����	���+ 	�!	R dwie. Punkt PST

jest wspólny
	������
	�	�@��	��
 ��
����+	L oraz R.
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�	����	�@��	��D -	�	��	������+	4.2 i 4.3 zosta��	���������	��	
��	��	�
	�������@��

�	���������	��
����+	L oraz R.

����(��)��	��
�������������	������

Niech g: M2 → Z	 ����	����
		����
	3*	�����������@��
	�@��	��		��	 (x, y) ∈
[0, M–1]×[0, M–1]	 	���!��	 ���)������	 �������D	-)����	 g(x, y) ∈ Z. Zbiór Z	 	���!��

�����	����	����		��������	 [0, 2B–1], przy czym B	 ����	 ����@	���)�	���	 ������������

�	��������		�������D	(���
��@� 	��	�	�������	������	����	��������	����	���	��
��A

������		����� 	
�
� Z = {g: g(x, y) ∈ [0, 255]}. -	 �������		�����6	 �	�����			����

		 �	
�����+	 512×512D	 S���	 �		 ��������	��	 �	�����	!A	 ���������	 �	 �������	 �	
	*

���,���	*�	
�����	��
D	.���
	
	���	����@A 	��	M =512.
.���������	 ������	 �	�@��	���	 PST	 �
	������	 �	�	�����	 ��������	 ���	���
�

����������	�������	���		�	�����	�@��	��D	-��������	���		������	��������	�	��)�+

������+	C���D	8):

0D .����	����	����	�����	���@��	��	�����	����	�����	���D

9D (����	���	����	���	����	�����		��	�	��	����	�@��	��D

(	���@	���!��	�@	�
	�������@�@		���!�����	������	���	����	!�	���		��	��
�����	���*

���	�	
	���,���	*�	
�����	���	D

����*�	*/	�������	+�,�	���������		������	���������	��	����+�,

Bardzo blisko �����
����	 �������		 
�	 �����	 +��
�	 1,(	 �	�	 �����	�		 ���		 �������:

�������	�		������	PSP. W ������	�	���	��������(	�		��	��%��	&	����		
�	����	������

pi +��T	5 	0 	9E. N�������� 	��	�	�������	�	�)������		�����	!��	
����	��
�	C�����		��	YE 

��������	�@	���)������	������	PSP = (xPSP, yPSP).

�E �E



/��	
������	����������	�	�����	�@��	��DDD 0G0

��������	
��	����SP
Krok 1
Oblicz:
xStart=imgWidth/2
yStart=imgHeight/2
Krok 2

���
�������
������ ( )( ,  )  0,  1,  2
               

i
i i i

i

x xStart D i
p x y i

y yStart

= − ⋅⎧
= = =⎨ =⎩

����� ��!
��"��#$
� �%&"�����!
'
�
!����(
��
�� �����
 ��&���)
�'
!����
�
��%*+
��"���%�,

1) ( ,  1) ( ,  )i i i i SPg x y g x y G+ − ∈

2) iy yStart H− >
Krok 3
Oblicz:
D0S = y0 – yStart
D10 = y1 – y0
D2S = y2 – yStart
D21 = y2 – y1
Krok 4
If (D21>0 ∧  D2S>H ∧  D10>0 ∧  D21>D10) xPSP = x1, yPSP = y1
If (D21>0 ∧  D2S>H ∧  D10>0 ∧  D21<D10) xPSP = x0, yPSP = y0
If (D21>0 ∧  D2S<H ∧  D10<0)  xPSP = x2, yPSP = y2
If (D21>0 ∧  D10<0 ∧  D2S>=H) xPSP = x1, yPSP = y1
If (D21>0 ∧  D2S<H ∧  D10>0 ∧  D10>D21) xPSP = x2, yPSP = y2
If (D21>0 ∧  D10>0 ∧  D10<D21) xPSP = x1, yPSP = y1
If (D21<0 ∧  D10>=0) xPSP = x2, yPSP = y2

Uwagi

7	���	����@A 	��	imgWidth = imgHeight = MD	-	�������	�����	�������+		�����6

���	�����	15	���A	3*	�����	�	 	��		�����	!A	
����	�	�����
�	������
�	pi C��T	5 	0 	9E,
�����	 	��	 X wynosi / 34 15,D imgWidth= =⎢ ⎥⎣ ⎦ 	 �!	 	�����	!A	 �����	 	��	 Y od punk-
tu (xStart, yStart)	 ���	 
	��	 ��A	 ������	 	�	 ����	!��	 	���!�	���	 ���	 ����@

/15 70.H imgHeight= =⎢ ⎥⎣ ⎦  (�����	 	�� ��)�	����	����	�����+	GSP		���!���@�� 	�������

���	!��	�������	����	�����	����	��������@���	�ostaci: { }:  [190, 255] .SPG g Z g= ∈ ∈

����+�������)�,�����������-���������
���

Niech p1(x1, y1), p2(x2, y2) oraz p3(x3, y3)	�@	���
�	�	�����
�	�������
�	�����@��
�	�	

��
����	Li, czyli p1p2 ∈ Li, p2p3 ∈ Li dla i = 1, ..., 6D	+��	��
����+	Li	∈ U�0 	�1 	�GV	��+	*

�@	 ����)��	!��8	 1 2 2 3  oraz  .y y dy y y dy− ≤ − ≤ 	-	 �������	 �����	�������+	 ��)�



0G9 7�����	)���+	������ 	*����	,	+�����

����		�	�	�����	���		���	�����	dy ≤ 5 oraz dy ≤ 10D	/���	����������	�����������

�	�����	 �@��	��	 	��	 ���
�����@	 �����	 	�������	 ����
�������+	 �	 ����	 ���������

���)�������+	��
����+	������		���	dy = 10D	-	��������	��
����	L6		�����	!A	
��*

��	�	�����
�	�������
�	��		��	������+	����	���	������	���	ND	S�!��	Li	∈ U�9 	�NV 	�		���

�	������+	 ���)�������+	 ��	 	��	 	�������+	 ������	��	 �@	 ��������@��	 ����)��	!��8

1 2 2 3 oraz .x x dx x x dx− ≤ − ≤  Podobnie jak w przypadku dy, najlepsze rezultaty uzyska-
no dla dx = 10D	.�	����	 	 ��,�����@	 C1E	 ��
���	L	 ����	 �	�����	����	 	 �	������+	 ������

�	�@�	���+	�	�	�@	��
����+D	;)���	��
���	�	������	����	����� 	���	�	�������	����	*

�����	�����)�	 ��
����	L5	����niony jest jeden warunków brzegowych przedstawionych
w podrozdziale 4.2.2.

4.2.1.����������	
���.������	�L1

Punkt PST = (xPST, yPST)	����	������
	�	�@��	��
 		�	����		��������	�@	�	�����

���)������		���!���@��	�	����	�@��	��D	-����zanie punktu PST		����		���������	��

�	�	��	�����	GD0D	/���+	(x0, y0)		���!��	�	�@��	��	���)������	�������	p3D	.��+	��

�����	!A8	x0 = x2, y0 = y2 + dy. Niech DY		���!��		�����	!A	�����		��	Y	
����	������


�	�@��	��
	�	�	6�	��
	��
����	L1 (rys. 7).

����/�*/	���������,����������	��%	����:		
	�����	�����	�	�����������		��&�����

�����	�	�0<	�,������	�������(	���
����	��	������	��������	
���������

�%�	��%	�����	��
	%	
��������		
�	��	������		����	�	������	���	���	�	'�	��

���
���		��
����	���������		�
�)������		�����)�(	��������		�	
����	�����	�	L1 	���	 

�%����		�����%����	������	��������

�, �,



6����������		��������		�������	���������� 0#!

{ }1
0 0( ,  ) :  ( ( ,  ) 0 | | ) ( ( ,  ) 0  ( 1,  ) 0 | | ) ;x xA x y g x y x x dl g x y g x y x x dl= = ∧ − < ∨ ≠ ∧ − = ∧ − <

{ }0 ( ,  ) :   ( ,  ) 0  ( 1,  ) 0 ;A x y g x y g x y= ≠ ∧ + =

{ }

{ }

1
0

0
0

( ,  ) :   ( ,  ) 0  |  |  ;

( ,  ) :   ( ,  ) 0  | |  ;

x

x

B x y g x y x x dl

B x y g x y x x dl

= = ∧ − =

= ≠ ∧ − =

{ }1
1 0 0 1 0

1( ,  ) :   ( ,  )   ( ) ( )   | | ;2xC x y g x y G x x x x dl x x dx= ∈ ∧ ≤ ∧ − < ∧ − <

{ }0
1( ,  ) :   ( ,  ) ;C x y g x y G= ∈

{ }1 1 1 1

1
1 1 0( ,  ) : (( ) 40 | | 1/ 2 ) (( ) 20) dla 80,  ;L L L LC x y DY i x x dx DY i DY i DY= − ≤ ∧ − ≥ ⋅ ∨ − ≤ = <

{ }1
2 1 0 0( ,  ) :   ( ,  )   | | 1/ 2   | | 1/ 3 ;xD x y g x y G x x dx x x dl= ∈ ∧ − < ∧ − <

{ }0
2( ,  ) :   ( ,  ) ;D x y g x y G= ∈

{ }1
1 1( ,  ) :   ( ,  )  ( 1,  ) ;E x y g x y G g x y G= ∈ ∧ − ∈

{ }0
1( ,  ) :   ( ,  ) ;E x y g x y G= ∈

{ }1
1 1( ,  ) :   ( ,  )   ( 1,  ) ;F x y g x y G g x y G= ∈ ∧ − ∈

{ }0
1( ,  ) :   ( ,  ) .F x y g x y G= ∈

5�������(	 �		
1 1

/ 6 . .L LDY M DY DY= ≤⎢ ⎥⎣ ⎦ 	 �������	 �������		 �����)�	 
�������

1 1 2 2, , ,G G G G 	 ��
����	 ���	�%��		 �	 ��
��������	 
��
)�� { }1 :  (0,  50] ,G g Z g= ∈ ∈
{ }1 :  (50,  255] ,G g Z g= ∈ ∈  { }2 :  (0,  100] ,G g Z g= ∈ ∈  { }2 :  (100,  255] .G g Z g= ∈ ∈

Ustalono(	�		���
���%��	��%	����:	������	�
	X	�����	��
	%��	���	�����	 �	
�	�	

���
��	��	dlx = 15.
War����	
������	���	�%�������	��&�		���	����)�	 1 1 2 2, , , ,G G G G  ��������	��	��� 


���		���	������������	��)�	�		����	�	������	
��	����:	*/	��������	'		���%����	
�


��	��	�	
���		�����	��%	�����	%��������(	�	����	���	������������		�������	���� 

%���	���
���		���%	�
����	�	��%���)��

Na rysunku 8�	���������		��
����	��
	%		�������		�����������	������	L1	����	��	�
�


�	�������	�%�	���	������)�	���	�������	=	���%���	��%��	�	����������	��
����	�	�� 

%	�����	��������	
������: 8c 1,G  8d { }:  (60,  255] ,g Z g∈ ∈  8e { }:  (70,  255] ,g Z g∈ ∈
8f { }:  (90,  255] .g Z g∈ ∈ 	/�%��	�	�����	���������		
�	��
	%		��%	���		��	�����	�	L1�

.	��
����	���:(	�		����	�		
��)�	�	�	���	�����	�������	�����)�	
������, piks	%		���	 
�%����		������	L1	��������	
�	�	�����	���
�	�	��%	�����	��	���)����	��	�����	���	�������

�������	������		�	��%����	�	�
�)���������	��%	������	��	�����	�	L1, na podsta-
wie zdefiniowanych warunków brzegowych, ��
����	���	�
�����		��	schemacie z rysunku 9.



0## 2����	3	���%	�
�(	/���
����	���
�

����0�*/	��������	�,	����������		�����		�	����������	��%	������		
	�����	�	�0<	�,	������

�����	�	�0	�	
����%��	������)�	���	������<	�,	�	���%���	��%��	�	����������	��
���	�������� 

��	���		��)�	 1;G 	�,	���)�����	�����	��(	��)�	��	��
	%		��%	��	��	�����	 { }:  (60,  255] ;g Z g∈ ∈
	,	���)�����	�����	��(	��)�	��	��
	%		��%	��	��	�����	 { }:  (70,  255] ;g Z g∈ ∈ 	� ,	���)�����

�����	��(	��)�	��	��
	%		��%	��	��	�����	 { }:  (90,  255]g Z g∈ ∈

�, �,

�, �,

	, � ,
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0#1 2����	3	���%	�
�(	/���
����	���
�

����������������	
���.���������{Li: i = 2, ..., 6}

;�	�)�	 ����	�����	 ���)�������+	 �����@���+	 �		 ��
����+	 {Li: i = 2, ..., 6}	 ����

����	�����	�		���	 	����		����	�������	����	�	�	��	�����	GD9D0	���	��
����	L1D	/�

�	�������	 ��,���	�����+	 ������)�	 ����	���+	 ���	������	 �@	 	���!����	 	�������

����
������	���������	���	
���������		��	�������+	���)�������+	x oraz yD	+	���*

�	��
	���
����
		���� 	��)��	������	�	����A	�	����	����	�����	�����	��������	*

�����		���	��
���	{Li: i = 2, ..., 5},	�@	�����	C���������	��	��	���D	0ED	/�����	����JA

���)������ 	��)��	���@	����	��A	���	����	�����
�D

-	��@��		��
	���������	�@	��������@��	�������	����	��	���	���)�������+	(x, y)
odpowiednio w pionie (punkt 1)) lub w poziomie (punkt 2)).

0E /���+	�0	T	C�0 	0E 	�9	T	C�9 	9E		����0�9	∈	�9	∨ �0�9	∈	�ND	;�����	��	����	��������@��

����)��	!A	�9	>��0	≤���D

/���+	�5	T	�9 	5	T	9D	-������	����	��	�@	��,���	����	�	��������@��	��	�)�8

{ }1 ( ,  ) :   ( ,  ) 255 ;A x y g x y= =

{ }0
0 3 3( ,  ) :  ( ( ,  1) 0 | | ) ( ( ,  ) ) ( ( ,  1) ) .yA x y g x y y y dl g x y G g x y G= − = ∧ − < ∨ ∈ ∨ + ∈

-	�����������	��,���	�����+	������)�	�
0
		��	�

5
	���	������	�@		�������	�����

���	��	�������	05D

�����2�	.��������		�����)�	���	������	������	�
	
(	%	������	���	�	�	����

�� �����	�	�9	∈	�
	∨ �	�9	∈	�G�	������	9	��		≤��D	�������	��������	�@	������������

�	��������@� 	�����!

{ }1
3 3( ,  ) :  ( ,  )   ( 1,  ) ;B x y g x y G g x y G= ∈ ∨ + ∈

{ }0
3( ,  ) :  ( ,  ) .B x y g x y G= ∈

�	������stwie zdefiniowanych warunków B1 oraz B0
	� ��� ����	�@	��������	�����

���	��	� �����			.



"���#�� ����	� �� �����	�������	�@���� DDD 	G$

�������	%����������	�����)�	����������	���&�'	�
�	�(	(�')����	�����	'������

Niech ( )0 2 5, ,   oraz 2 / 5 .y y x y L x M= ∈ ≥ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ 	*�����	L6 konstruowana jest opcjo-
nalnie, w z�(�'��+��(	���	�	�������	�����������	�����)�	&������	L5	
��&�����	��
�	�����

�	��
�����)����	������)�	�����������

{ }1
0 0( ,  ) :   ( )  ( ) 1/ 3 ;yA x y y y y y dl= < ∧ − >

{
}

1
1 1 1

1

( ,  ) :   ( 2,  2)  ( 2,  3)   ( 2,  4)   

( 2,  5)  .

B x y g x y G g x y G g x y G

g x y G

= + − ∈ ∧ + − ∈ ∧ + − ∈ ∧

∧ + − ∈



0,- .�����	/�����(��
��(	0���
����	1��
��

Warunek A1 dotyczy ����2��go �����
�����	�����+��	�
�)&�������	y	�	
��
����	��

�
��������	������	�����������)����	����� – (x0, y0). Drugi przypadek B1
	���
���	
�������(

���	��	�������	 �������������3������������	�����	�)�����	����(���	��	���+��	 �	'����(

���	���	��	��
��&�	�����
�������	��	��
����	0�.

����� �	40	�)������	��	
�������	��������������	�����	�������	�
0
5

��	
�������	��������������	�����	�������	�
0

�����+��	��&������	
��&���	(���������	������)�	
����+��	 3 3,G G 	��
��&�	����+(���	�	��3


�����)��	 
��
)��	 { }3 :  [0,  200) ,G g Z g= ∈ ∈  { }3 :  [200,  255] .G g Z g= ∈ ∈ 	 6�������(	 '�

���
���(��	��(��&�+7	���&�'	�
�	Y	������	���
�(���	����������	��
�	���	����
��	��'	dly = 15.

����+�������)�,�����������-���������
���

8����	�����������	������ �+	��#�� �+	Ri przedstawia schemat na rysunku 13. Pod-
czas z����������	������	�����@� �+	��	������ �+	��#�� �+	{Ri : i = 1, ..., 6} �����	�@

���	�����	����������	������	��9������	
0 0( 6)SP s ≤ 	���������	��#����	

0SL  ze zbioru L.
Niech 

0
( ,  ),SP x y=  z�!	 ( ,  )T T TP x y= 	 ����	������#	��9��� #	 ��#����	 ( 6).j

tR t ≤ 	/�

���������	������������� �+	���	���	������	����A	3*	�@���� �	��������	����!����	����*

����� 	�����!��	��������� �+		A, B i C. Zaproponowane w nich osz��������	�#��������@

�����������	��#�� �+	R�	����	�	�����	����#���� 	��� ������@	������	�@���� D

2
( ,  ) :   ( )   ( ) ;

3 9 9T T
M M

A x y x x x x
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ≥ ⋅ ∧ − <⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭

1
( ,  ) :   ( )   ( ) ;

11 3 9T T
M M

B x y x x x x
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ≥ ∧ − < ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭

( ,  ) :     ( ) .
9T T
M

C x y x x x x
⎧ ⎫⎡ ⎤= > ∧ − >⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥⎩ ⎭

�E �E



"���#�� ����	� �� �����	�������	�@���� DDD 	GR

�����#�	0��
�������	&�������	��(�')����	��	������	�

����������������	
���.������	�R1

Niech (x0, y0)	����!��	����@�����	����������	�������	p3D	.��+����	�������!A!	x0 = x2,
y0 = y2 – dyD	+��	������ �+	�������	����������	�@	������������	�������	�������	������*

��D	/�	��+	���������	������@	� ��������	����������	�������	��+���@��	�	�����	��#�*

���	R1.



	N: 7�����	)���+��������	*�� �����	+�����

{ }1
0 0( ,  ) :   ( ,  ) 0  (( ) ( ) ) ;xA x y g x y x x x x dl= = ∧ ≥ ∧ − <

{ }0 ( ,  ) :   ( ,  ) 0 ;A x y g x y= ≠

{
}

1
1 0 0

1 1 0 0

( ,  ) :   ( ( ,  )   ( ) ( ) 4 / 3 ) 

  ( ( ,  ) ( 1, ) )  ( ) ( ) 4 / 3  ( 20)) ;
x

x

B x y g x y G x x x x dl

g x y G g x y G x x x x dl i

= ∈ ∧ ≤ ∧ − < ∨

∨ ∈ ∧ + ∈ ∧ ≤ ∧ − < ∧ >

{ }0
1 1( ,  ) :   ( ,  )  ( 1,  ) ;B x y g x y G g x y G= ∈ ∧ + ∈

{
}

0
1 1 0 1 0 1 0 1

0 0

( ,  ) :   ( 1,  )   ( ) ( ) 1/ 2 ( ) 1/ 2
( ) ( ) 1/ 3 ;y

B x y g x y G x x x x dx y y dy

y y y y dl

= + ∈ ∧ > ∧ − < ∧ − < ∧
∧ > ∧ − >

( ){ }0 0( ,  ) :   20 ( ) ( ) 4 / 3 .xB x y i x x x x dl′ = > ∧ ≤ ∧ − =

�����$�	1���&����	���)����	��	������������	�����)�	&������		�0



6�����������	����������	�������	�)�����;;; 0<0

1���&����	���)����	�	��(��������	�
�)&��������	��(�')����	��	&������	R1(	��	���
��3

���	��������������	������)�	����������(	��
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7 / 4 .R LDY DY=

����������������	
���.�����������	
�������{Ri : i = 2, ..., 6)

8����	�����������	��������� �+	�����@� �+	��	��#�� �+	{R2, R3}	����	���������*

� 	��	�����	����	������	������������� 	�	������������	GD
D		���	��#����	R1D	/�	���������

����������� �+	�������	������� �+	� ��� ����	�@	����!����	��������	�� �#�� ����

�����������	���	�#����������	�����������+	��������� �+	x oraz yD	����������	�����*

� �+	������	 ��#�� �+	{R4, R5, R6} � ��������	�@	��	���������	�������!��	��	������

��9������	
0 0( 6)SP s ≤ 	���������	��#���� 

0SL  ze zbioru L.

����������������.�������R4

Niech 
0

( ,  ),SP x y= 	���� ���@�	��	(x0, y0) d��	������ �+	�������	�	��������� �+	(x, y)
����������	�@	������������	�������	�������	��������!

1 ( ,  ) :   ( )   ( ) 2 ;
9 9
M M

A x y y y x x
⎧ ⎫⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ≤ ∧ − ≥ ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎩ ⎭

( )1 ( ,  ) :   ( )   2 .
9 11 9

M M M
B x y y y x x

⎧ ⎫⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= < − < ∧ − > ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎩ ⎭
8����	� ���������	������	��#����	R4 przedstawia schemat na rysunku 15.

�����'�	�����������	�����)�	&������	�,
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+��	������ �+	�������	����������	�@	������������	�������	�������	��������D	/�	��+

���������	������@	� ��������	����������	�������	��+���@��	�	�����	��#����	R5.

{ }1
1 0 0( ,  ) :   ( ( ,  )  ( )  ( ) 8 / 3   ( )) ;xA x y g x y G x x x x dl x x= ∈ ∧ ≤ ∧ − < ∧ <

{ }0
1( ,  ) :   ( ,  ) .A x y g x y G= ∈

8����	� ���������	 ��#����	 R5	 �����������	 ��+�#��	 ��	 � �����	 	>D	 (�� �����	 ��

5 1
1/ 2 .R RDY DY=

�����*�	�����������	�����)�	&������	�<

����������������.�������R6

Q�#���	R6	����	������������	�����������	���	���	��#���!	{R4, R5}D	�	��� �����	�� 

���	������	�	��������� �+	(x, y)	�������� 	����	�������	
1

( ,  ) :   ( ) ,
4 9

M
A x y x x

⎧ ⎫⎡ ⎤= − > ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥⎩ ⎭
������	�����!A	�����������	x przy niezmienionym y	����	����������	�		:D
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Niech 0 0 0( ,  )i i iP x y= 	����	������#	����@���� #�	��!	 ( ,  )i i i
S S SP x y= 	������#	��9��*

� #	 ��#����	 Li (i = 1, ..., 6) oraz 0 0 0( ,  )i i iT x y= 	 ����	 ������#	 ����@���� #�	 ��!

( ,  )i i i
S S ST x y= 	������#	��9��� #	��#����	Ri (i = 1, ..., 6)D	(�� �#��# �	��:

{ }0max :  1, , 6 ;i i
L SDx x x i= − = �

{ }0max :  1, , 6i i
L SDy y y i= − = �  oraz { }max ,  ;

Lxy L LD Dx Dy=

{ }0max :  1, , 6 ;i i
R SDx x x i= − = �

{ }0max :  1, , 6i i
R SDy y y i= − = �   oraz { }max ,  .

Rxy R RD Dx Dy=

oraz
L Rxy xyD D 	����!���@ maksymalne	�������!ci	������	���	X lub Y	#���� 	������#

����@���� #	 ����	 ��9��� #	 ���!��	 ��#�� �+	 Li oraz Ri. �	 ��� �����	 ��#�� �+

{L1, R1, L3, R3, L4} wyznaczane kolejne ����������	�������@	���	�	�������!�� dy od siebie�
������	���	Y. U��������	�� dy = 10. Dla �amanych {L2, R2, L5, R6} �������!A	#���� 	������ #�

������#�	������	���	� ����	dx = 10D	+��	������ �+	�������	��#����	L6	�������!A	������

���	����� �+	����	���	�������	���	ND	W przypadku ��#�� �+	{R4, R5} nie ma ���� �+	�������*

!��	������� �+	#���� 	�����!���#�	��������� �+	(x, y)	C#��@	to � A	�����!��	�������	��

dy = 10),	�� �	�@	� ��������	��	���������	�������!��	��	������	��9������	���������	��#�*

���	Li, czyli L5 lub L6. /��#�������	�����	�������!A #���� 	��������� #� ���!��	��#�� �+

Li oraz Ri jest w przypadku L6. Przyjmijmy D ≤ 5D	I�����	�������	���	����� �����	��#��ej Li

oraz Ri #����	��������A	�	�� 	jako: /
LL xyN D D⎢ ⎥= ⎣ ⎦  oraz / .

RR xyN D D⎢ ⎥= ⎣ ⎦
Niech M	����!��	#��� #���@	������	��������	�� �#�� ��� �+	�����������	���	�#����*

������	��������� �+	x lub y w celu znalezienia pojedynczego piksela brzegowego. 8�+�*

#�� 	 ����������	� ���������	��������� �+	 ��#�� �+	 przedstawiono	�	 �������������+

GD9D	– 4.3.2. I�����	� �+	��������	�	��� �����	��#��ych {L1, R1, L3, R3, L6} je��	���������*

��	����@	�����!��@	dlx, ��!	���	��#�� �+	{L2, L5}	����	�����������	����@	dly. W przypadku L4
�����!A	������	����������@���	� ����	4/3dlx, a dla R5	 ������	��������	�� �#�� ��� �+	 ����

�����������	�����	����@	8/3dlx. Dla R2	������	��������	�� �#�� ��� �+	����	���	�������	��

2/3dlyD	*��� ����@�	�	������	��	dlx = dly�	#����	��� �@A	�����������	M < 3·dlx.
?���@�	N = max{NL, NR},	#����	��������A�	��	�������	�������!��	�������������	����

���� 	O(N·M).

*�4���������!����!��3	������3"������
�������������������

W artykule zapropono����	���+����	�������@�@	��	����!�����	�������	�@���� 	�����	� *

���������#	���	��������	�	�������	����	����!��	���	�	�����������	����	���������������������	FGHD



	NG 7�����	)���+��������	*�� �����	+�����

�	��� �+	������+�	��D	F	H�	�����+����	���	��	����	��	�������	���#��������	���������	�����

�@���� 	 ����	� ������� 	��	������	����!��� �+	��������	#����������� �+�	 �@���� �+	��D

�	������������#	��� � �+	?*������� �+ F	HD	+�������	����!�����	�������	�@���� 	�����	� *

���������#	���	��������	�#�������	� ���#��������	������������9	�#������@� �+	��	� ������*

���	��������D	"����� 	����	F	� 2, 4H	�������������	#�����	��� �����	��������	����	�	�����*

� �+	 ���������+	�#�������	��� ��������	�������	�@���� �	���@����@	 �	 ���+���@	��� � �+

������� �+	�	����	� ���������	������������	�������	�@���� D	?���@�	��	�����	�������� �

�����	���� #����	#����	���������A�	��	�� �����	��+	#����@	������ 	�@���� 	�@	��!A	����������*

��	�	��������@	����#��� 	�����D	?���	����	��� �����	����#��@� �+	��� �����	������������D	�	���

���� 	�������������	�����@������	����	�#�������	� ���������	�������	������	���	��� *

�����	��������� �+	�#���	�+������ �+�	���	������	���	� �+�	����	��������@	����!����

���������	�+��������	�� ��	�#��� 	���������	�����	���	�������������	na rysunkach18b i d.
@���� 	�������������	�@���� 	���	������	������������@	�������� 	�������	�	� ��J���

� ��������� #	�������#	����	������D	Rysunek		$	�����������	��� �������	�������	�@*

���� 	 �	 ����������� #	 �������#D	 "���� �#	 � ���������	 �������	 ��������	 �#������A

������ #����	������	 �	�������A	��	�� ������	 ���������!��D	7���da aktywnego konturu
w swojej pierwotnej postaci przedstawiona w pracach [2, 12H	���	�#�������	� ���#�����*

���	� ������	�	� �����		$d.

�����/�	?����	40	�)�����	�	�����	���������	=�(	��5	������	�)�����	���
����	�����)	�����
�)	=��5

����������	�����	��
����	�������������	�)�����	=��
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W trakcie bada9	 ���	 ������@	 obrazów tomograficzno-komputerowych korzystano
�	#��������	���+���@����	�	.������	+������� ��	@��������	������������	8�������	8��*

������� ������	�	A��9���D	(�������������	������ #��� 	����#���� 	��D	
:	��� �����

���+���@� �+	��	pacjentów, u których nie stwierdzono	���� �+	�#���	�+������ �+�	���

������	 �	 widocznymi jednostkami chorobowymi, takimi jak naczyniaki i torbiele. B#*
���#�������	#����	 �	 ���������	�������� 	������ 	� ������	�	 ��� ��	)WW�	�	 !���������

7��������	X�����	8�����	>D:�	�	�� ���#	���������	7C) i GDI. Na rysunku 18 �������������

��� �������	�������� D

�����0�	?�����	40	�)�����	�	�����������	���������	���)�����	���	�����	�����������5

��	���(�����
����	������	�����������5	���������	�)�����	�	�����	���������5
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	E *������	 �@���� 	 �	 ��������+	 ��#����������*��#������� �+	 ������������@� �+	 ���

�������	#���	� A	����������� �	������������� D	�	��� �����	������������9	������
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