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Krzysztof Przybyszewski*

Zastosowanie zbiorow rozmytych do oceny testow
(problemow zamknigtych)

1. Wprowadzenie

Moduly ewaluacyjne odgrywaja zasadnicza rol¢ w systemach zdalnego nauczania
(SZN) [6]. Umozliwiaja symulacjg obecnos$ci nauczyciela w trybie asynchronicznym oraz
indywidualizacje $ciezki nauczania studenta [4]. Pozadane byloby, aby procesy decyzyjne
zachodzace w tych modutach byly jak najbardziej podobne do procesow podejmowania
decyzji przez nauczyciela w trakcie oceniania studenta.

Nawet w przypadku nauczania tradycyjnego proces ewaluacji oparty jest na dziataniu
systemu ekspertowego: nauczyciel posluguje si¢ wlasna wiedza i ustalonymi regutami,
oceniajac postepy kazdego ze studentdw oraz proponujac dalsze partie materialu czy tez
sposoby wzbogacania jego umiejgtnosci [3, 2]. Tak jak w wigkszoS$ci systemow eksperto-
wych, ostateczna informacja wygenerowana w procesie decyzyjnym jako ocena jest niepre-
cyzyjna (w sensie logiki matematycznej) i ma posta¢ okreslenia stownego lub liczby, ktora
jest reprezentantem przedziatu liczb. Naturalne wydaje si¢ wigc zastosowanie w procesie
oceniania zbioréw i liczb rozmytych.

W SZN najczesciej stosowane sa przy ewaluacji tradycyjne metody: dokonuje jej na-
uczyciel lub ich grupa. Nie ma tutaj znaczenia, na jakim poziomie SZN jest dokonywana ta
ocena: czy jest to ewaluacja na poziomie kursu przedmiotowego, semestru, czy tez dotyczy
catego okresu nauki. Proby automatyzacji procesu dotycza jedynie ewaluacji opartej na
ocenie problemoéw zamknigtych, a i w tym przypadku decyzje o ocenie dotychczasowych
osiagni¢¢ 1 dalszej Sciezce ksztalcenia podejmuje si¢ na podstawie tablic decyzyjnych
z ostrymi warunkami, co wydaje si¢ niezbyt zgodne z obrazem procesu zachodzacego pod-
czas ewaluacji dokonywanej przez nauczyciela. Przyktadami takich systeméw ewaluacyj-
nych sa egzaminy specjalizacyjne oferowane przez firmy CISCO lub Microsoft.

2. Liczby rozmyte jako reprezentacja skali ocen

Proponujemy nastgpujaca metodg oceniania oparta na zastosowaniu liczb i zbiorow
rozmytych.

* Instytut Nauczania na Odlegtos¢, Wyzsza Szkota Humanistyczno-Ekonomiczna w Lodzi

629



630 Krzysztof Przybyszewski

Niech A, R bedzie liczba rozmyta [7] okreslong przez trzy parametry: m;, a, mp, dla
ktorej funkcja przynalezno$ci ma nastgpujaca postac:

0 dla x<0
al dla0<x<a-m; oraz (a—my)#0

a—my

n(x)=41 dlaa-m; <x<a+mp €))

5—x

———— dlaa+mp <x<5 oraz (a—mp)#5

S—a—-mp

0 dlax>5

Liczbg A, mozemy nazwac trapezoidalng liczbq rozmytq. Parametr a nazywamy cen-
trum liczby, natomiast parametry m; i mp nazywamy odpowiednio: lewostronng i prawo-
stronnq szerokosciq liczby. Liczbg A, mozemy zapisa¢ w nastgpujacy sposob: A = (m;; a; mp).

Dla trapezoidalnej liczby rozmytej definiuje si¢ takze punkt srodkowy tej liczby a,
jako $rodek przedziatu, dla ktorego funkcja przynaleznos$ci przyjmuje wartos¢ 1. O trojkat-
nej liczbie rozmytej postaci:

0 dlax<0
d dla0<x<a
a
u(x)=41 dlax=a 2)
S=X dlaa<x<5s
5-a
0 dla x>5

mowimy, ze jest generowana przez liczbg A, i zapisujemy ja symbolem Ka .
Zbiér liczb rozmytych:

SM = {(2;2;0,5),(0,5;3;0,25),(0,25;3,5;0,25),(0,25;4;0,25),(0,25;4,5;0,25),(0,25;5;0) }

jest obrazem skali ocen stosowanej w polskich szkotach wyzszych. W takim przypadku
skala ocen jest zbiorem zmiennych lingwistycznych SM;;,., nastgpujacej postaci:

SMij,o={niedostateczny, dostateczny, dostateczny plus, dobry, dobry plus, bardzo dobry}.

Interpretacje graficzng liczb rozmytych ze skali ocen stosowanej w polskich szkotach
wyzszych przedstawiono na rysunku 1.
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Rys. 1. Graficzna reprezentacja skali ocen stosowanej w polskich uczelniach

Jedynym warunkiem, jaki musza spetniaé liczby rozmyte reprezentujace skalg ocen,

jest warunek (nazwany warunkiem petnego wypetnienia skali), aby byty one sktadnikami
dekompozycji trapezoidalnej liczby rozmytej (2,5;2,5;2,5). Dla skali SM mozna to zapisac,

cej postaci

miat postac

gdzie indeks i przyjmuje wszystkie dostgpne warto$ci w danej skali ocen.

postugujac si¢ zasadami operacji dokonywanych na zbiorach rozmytych [7, 5] w nastgpuja-

(2,5,2,5:2,5) = (2;2:0,5)U(0,5;3;0,25) U (0,25;3,5;0,25) U
U(0,25;4;0,25) U (0,25;4,5;0,25) U (0,25;5; 0).

(2,5;2,5;2,5) = U(mLi;ai;mPi)

1

Ogdlny zapis warunku dla dowolnej skali ocen wyrazonej przez liczby rozmyte bedzie

3

Niejednokrotnie stosowane sa skale ocen inne niz przedstawiona.
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Przyktadem moze by¢ powszechnie stosowana w Europie Zachodniej skala oparta na
sze$ciu ocenach (SMgy))

SM gyjiing ={F.E.D,C.B, A}.

Obrazem tej skali ocen moze by¢ nastgpujacy zbior trapezoidalnych liczb rozmytych:

SMgy = {(050;0,5),(0,5;1;0,5),(0,5;2;0,5),(0,5;3;0,5),(0,5;4;0,5),(0,5;5;0) },

SMEU :{AO’AD A2, A3, A4, As}

Latwo sprawdzi¢, ze skala ta spetnia warunek pelnego wypehnienia skali (3). Skala
SOgy charakteryzuje si¢ przede wszystkim rownymi szeroko$ciami polowkowymi liczb
rozmytych, ktore sa elementami skali (z wytaczeniem liczb skrajnych: A, i As) oraz réwno-
wazno$cia centrum i punktu srodkowego kazdej liczby (takze z wyltaczeniem liczb skraj-
nych)

V 4 =a; Amy; = mp;.
0<i<5

Skalg t¢ mozna tatwo rozszerzyé w ten sposob, aby liczby skrajne takze spetniaty wa-
runki symetrii: wystarczy w przypadku liczby rozmytej A, przyporzadkowac jej lewostron-
nej szerokosci my warto$¢ r6zng od zera i rowna warto$ci lewostronnej szerokosci kazdej
z pozostatych liczb (w tym przypadku A, = (0,5; 0; 0,5)) oraz dokona¢ takiej samej operacji
dla prawostronnej szerokosci liczby A5 (A5 = (0,5; 5; 0,5)). Ten paradoksalny zabieg (wy-
prowadzenie liczb rozmytych poza zakres objety skala reprezentowang przez zmienne lin-
gwistyczne) pozwala wprowadzi¢ symetri¢ i znacznie utatwia operacje na liczbach rozmy-
tych dokonywane na przyktad przy ewaluacji probleméw zamknigtych.

Taka sytuacja (zarowno dla skali rozszerzonej, jak i zwyktej) wydaje si¢ charaktery-
styczna dla prawidtowo skonstruowanej skali ocen, a skalg o takich wtasciwosciach mozna
nazwacé skalq zrownowazonq. Interpretacj¢ graficzna tej skali ocen (rozszerzonej) przedsta-
wiono na rysunku 2.

Mozliwe jest takze przeksztalcenie skali ocen stosowanej w polskich uczelniach wy-
zszych SM w rozszerzona skalg zrownowazona SM,,,.. Wymaga to wprowadzenia ocen: nie-
dostateczny zerowy, niedostateczny zerowy plus, niedostateczny jeden, niedostateczny jeden
plus, niedostateczny plus oraz zmiany szerokosci lewostronnej i prawostronnej oceny nie-
dostatecznej, a takze szerokos$ci prawostronnej oceny bardzo dobrej. Zbior liczb rozmytych
reprezentujacych tg skalg ocen bedzie nastgpujacy

SM,,. = {(0,25;0:0,25),(0,25:0,5:0,25),(0,25;1;0,25),(0,25;1,5;0,25),(0,25;2;0,25),
(0,25:2,5;0,25),(0,25:3:0,25),(0,25;3,5:0,25),(0,25:4;0,25),(0,25:4,5:0,25),

(0.25;5:025)}.
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Rys. 2. Interpretacja graficzna liczb rozmytych
budujacych rozszerzona skale SMy,,

Interpretacjg graficzna skali SM,,,. przedstawiono na rysunku 3.
Innym przyktadem skali ocen moze by¢ skala procentowa przyjmowana przy ocenia-
niu poprzez okreslenie regut za pomoca wzglednych przedziatdéw procentowych ilosci
zdobytych punktéw. Przykladem jest skala ocen przyjeta w Polskim Uniwersytecie Wir-
tualnym (PUW).
Zestawienie przedziatow procentowych, odpowiadajacych im ocen i liczb rozmytych
przedstawiono w tabeli 2.
W skali ocen przyjetej w PUW wystepuje cickawa anomalia dla oceny dostateczny
plus: centrum liczby nie nalezy do przedziatu liczbowego, dla ktérego funkcja przynalezno-
$ci przyjmuje wartos¢ 1: 3,5 ¢ [3, 75; 4, 0).
Wskazuje to na niefortunny dobér przedziatdéw procentowych, ale jednoczes$nie $wiad-
czy o eclastycznosci zaproponowanej metody definiowania skali ocen wykorzystujacej
liczby rozmyte. Dla wszystkich liczb rozmytych reprezentujacych t¢ skalg, centrum licz-
by nie jest rowne jej punktowi sSrodkowemu Skala przyjeta w PUW nie jest skala zréwno-

wazona.
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Rys. 3. Interpretacja graficzna liczb rozmytych reprezentujacych rozszerzona skalg
stosowana w polskich uczelniach wyzszych
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Tabela 2
Skala ocen przyjeta w PUW 1 odpowiadajacy jej zbidr liczb rozmytych
Przedzial procentowy [%] Ocena Liczba rozmyta
[0, 60) Niedostateczny (2;2;1)
[60, 75) Dostateczny (0,3,0,75)
[75, 80) Dostateczny plus (-0,25;3,5;1)
[80, 90) Dobry (0;4;0,5)
[90, 95) Dobry plus (0;4,5;0,25)
[95, 100] Bardzo dobry (0,25;5;0)

3. Ocena wynikowa i Srednia z ocen

W bardzo wielu przypadkach mamy do czynienia z konieczno$cia wystawienia oceny
wynikowej (koncowej) na podstawie ocen czastkowych. Taka sytuacja wystgpuje w przy-
padku oceny wystawianej z egzaminu dyplomowego lub oceny semestralnej z danego
przedmiotu, a nawet w przypadku oceniania sprawdziandw zawierajacych wigcej niz jeden
problem.

W takim przypadku proponujemy przyjgcie dwuetapowego algorytmu oceniania [5].

Pierwszy etap polega na wyznaczeniu liczby rozmytej reprezentujacej oceng $rednia.
Dokonuje si¢ tego poprzez obliczenie $redniej arytmetycznej [1] wszystkich trapezoidal-
nych liczb rozmytych reprezentujacych oceny czastkowe, zgodnie z zasadg rozszerzenia

operacji matematycznych ze zbioro6w nierozmytych [7]. Je§li PM = {A}D, AI%, ey Afpv } jest
zbiorem wszystkich reprezentantow ocen czastkowych, to liczba rozmyta Ap okreslona
zaleznoS$cia

— 1 4 1 5 1 .y
Ap=—Ap®—A5®..®—A 4)
PP O NP

jest reprezentantem oceny $redniej. Wspdtczynniki 1/N pelnia role wag przypisywanych
poszczegdlnym ocenom czastkowym. Mozliwe jest przypisanie innych wartoSci wag po-
szczegbdlnym ocenom czastkowym, z zastrzezeniem, ze ich suma musi by¢ réwna 1.

Ap =w-Ab®w, A3 ® .. Owy AN,

przy czym

N
i=1
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W drugim etapie proponujemy przyjecie jednej z dwodch strategii wyznaczania oceny
koncowej:

1. Jesli ocena $rednia jest brana pod uwage jako ocena czastkowa, w dalszym procesie
oceniania, to pozostawiamy ja bez zmian.

2. Jedli na jej podstawie wyznaczamy oceng koncowa reprezentowana przez trapezoidal-
na liczbg rozmyta Agy,, to liczbg t¢ mozna otrzymac wybierajac ze zbioru liczb rozmy-
tych reprezentujacych skalg ocen SM, te oceng, dla ktorej przecigcie z trojkatna liczba
rozmyta generowana przez punkt srodkowy oceny $redniej (Ap) jest rozmytym zbio-
rem znormalizowanym

Apy = Ay + (g e SM) A (h(imAgM)zl) (5)

Taki sposob wyznaczania oceny koncowej wymaga zapamigtania zarowno oceny $red-
niej (Ap), jak i oceny koncowej (Ary,). Jest to bardzo korzystne w przypadku zastosowania
prezentowanych algorytméw w systemach ekspertowych modutow ewaluacji w SZN. Wy-
daje si¢ tez wymagane w przypadku poréwnywania ocen wystawionych wedlug réznych
skal, na przyktad ocen tego samego przedmiotu wystawionych w dwoch réznych uczel-
niach. Taki algorytm wyznaczania ocen koncowych wydaje si¢ zgodny takze z tradycyj-
nym sposobem oceniania przez nauczyciela.

4. Wykorzystanie liczb rozmytych przy ocenie testow
(problemow zamknigtych)

Zaproponowana metode wykorzystano do oceny zestawu pytan testowych (proble-
moéw zamknigtych) przeprowadzanego na zakonczenie jednosemestralnego kursu podstaw
fizyki na jednym z kierunkéw technicznych studiow I stopnia w WSHE. Zestaw sktadat si¢
z 10 probleméw zamknigtych réznego rodzaju. Byly to pytania testowe podstawiania,
przyporzadkowania, uzupetnien oraz wielokrotnego wyboru. Problemy zostaty tak skom-
ponowane, ze za odpowiedz na kazde pytaniec mozliwe bylo uzyskanie od 0 (odpowiedz
catkowicie btedna) do 3 punktow (odpowiedz calkowicie poprawna).

Klasyczna metoda oceny testu polegata na zsumowaniu iloéci uzyskanych punktow
i zastosowaniu zebranych w tabeli regut wyboru do wystawienia oceny koncowej (tab. 3).

Tabela 3
Tabela zawierajaca reguty wyznaczania oceny koncowe;j
dla zestawu pytan testowych z podstaw fizyki

Liczba punktéw Ocena
[0, 10] Niedostateczny
(11, 20] Dostateczny
(20, 22] Dostateczny plus
(22, 26] Dobry
(26, 27] Dobry plus
(27, 30] Bardzo dobry
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Ocena zestawu pytan zgodna z metoda wykorzystujaca operacje na liczbach rozmy-

tych przebiegata w trzech etapach:

1.

Wyznaczenie oceny odpowiedzi na kazde pytanie. Dla potrzeb tego etapu konieczne
byto skonstruowanie skali zrownowazonej ocen pojedynczych pytan. Przyjeto skalg
SM nastgpujgcej postaci

SM, = {(0,5;0;0,835), (0,835;1,67;0,835), (0,835;3,34;0,835), (0,825;5;0,5)} =
= 1A, Ay, Ay, A3}

Skala SM; stanowi reprezentacje wszystkich mozliwych ocen pojedynczego zadania.
Wyznaczenie oceny $redniej Ay dla catego zestawu (zgodnie z rownaniem (4)).
Wyznaczenie oceny koncowej Ap,,, dla calego zestawu zgodnie z rownaniem (5),
gdzie jako skalg odniesienia przyjgto rozszerzona, zrownowazona skalg ocen przyjmo-
wana w polskich uczelniach wyzszych SM,,., przy czym oceng niedostateczny plus
(0,25;2,5;0,25) przyjeto jako oceng zaliczajaca.

Okazalo sig, ze przyjeta skala ocen dla pojedynczych pytan testowych wyraznie zawg-

za przedziat oceny bardzo dobrej (mozliwa tylko do wystawienia w przypadku odpowia-
dajacemu zdobyciu sumarycznie 30 punktow) i podwyzsza dolna granice dla oceny dosta-
tecznej do 13 punktéw. Poniewaz nie byto to zgodne z intencjami zespotu opracowujacego
zestawy testowe, zastosowano inng, niezrbwnowazona skalg ocen pojedynczego pytania
testowego SM,, posiadajaca nastepujaca reprezentacj¢ w liczbach rozmytych

SMZ = {(0,5,0,1,25), (1a25923570975)9 (0a75949035)9 (095353035)} = {Aoa Ala A23 A3}

Przy tak przyjetej skali ocen pojedynczego pytania testowego uzyskano wystarczajaca

zgodno$¢ przedziatdw ocen wyznaczanych metoda klasyczna i z zastosowaniem liczb roz-
mytych.

Kazda z przedstawionych metod zastosowano do oceny 118 rzeczywistych zestawow

testowych wybranych losowo z puli 354 zestawow.

Wyniki oceniania przedstawiono w tabeli 4.

Tabela 4
Tabela wynikow oceniania zestawu testow na podstawie tabeli regul oraz
z zastosowaniem liczb rozmytych dla dwoch skal ocen: SM; i SM,

Liczba prac
Ocena
dasyema | M| S

Bardzo dobra 4 1 3
Dobra plus 3 6 11
Dobra 18 18 30
Dostateczna plus 18 30 28
Dostateczna 75 26 22
Niedostateczna plus 20 24
Niedostateczna - 17 2
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Analizujac dane z tabeli 4, tatwo mozna zauwazy¢, ze ocena dokonywana z wykorzy-
staniem liczb rozmytych jest ocena korzystniejsza dla studenta (szczegdlnie w przypadku
zastosowania skali SM,). Doktadniejsza analiza wynikow (niestety nie jest mozliwe za-
mieszczenie ich wszystkich przy ograniczonej objgtosci tekstu) wskazuje na zréznicowanie
ocen w obregbie grup studentow, ktorzy zdobyli taka sama liczbg punktow. Zdarzaja si¢
przypadki przesunigcia do grupy z nizsza ocena oraz przypadki przesunigcia do grupy
z wyzsza ocena. Zalezy to od wynikow oceny rozwiazan poszczegoélnych zadan. Takie
zroéznicowanie, w przypadku oceny dokonywanej z wykorzystaniem tabeli regut wyboru,
nie wystgpuje.

Przyktady takich przesunig¢ pokazano w tabeli 5 poréwnujac oceny wynikowe otrzy-
mane z wykorzystaniem regul wyboru (metoda klasyczna) oraz z zastosowaniem liczb roz-
mytych i skali SM,, dla przypadkéw uzyskania 28 i 18 punktéw sumarycznych.

Tabela 5
Przyktad zréznicowania ocen w przypadku zastosowania metody oceny zestawu testowego
z wykorzystaniem liczb rozmytych dla studentow, ktorzy zdobyli
t¢ sama sumaryczng liczbg punktow

Liczba zadan
. . rozwiazanych Ocen'a
Llczb,a Ocena wystawiana za odpowiednia A1 © SM, wystawiana
punktéw metoda klasyczna liczbe punktow z zastosowaniem
skali SM,
0|]1]2]3
0)11]0(09 4,725 Dobry plus
28 Bardzo dobry
0|10]2]|38 4,775 Bardzo dobry
211]41(3 3,350 Dostateczny plus
3 1 115 3,225 Dostateczny
18 Dostateczny 213|015 3,250 Dostateczny plus
21224 3,300 Dostateczny plus
114|114 3,325 Dostateczny plus
5. Whnioski

Mozna zastosowac trapezoidalne liczby rozmyte do reprezentacji przyjetej skali ocen
(SM). Przedstawiona metoda reprezentacji pozwala oceni¢ jakos¢ skali. Wydaje sig, ze po-
prawna skala ocen powinna by¢ skala zrbwnowazona.

Wykorzystujac zasadg rozszerzenie operacji matematycznych ze zbior6w nierozmy-
tych, mozna obliczy¢ oceng $rednia (Ap) na podstawie ocen czastkowych, nawet
uwzgledniajac rézne od réwnowagowych wspotczynniki wag (w;) przyjmowane dla po-
szczegblnych reprezentantow ocen czastkowych.
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Na podstawie reprezentujacej oceng $rednig liczby rozmytej, mozna dokona¢ wyzna-
czenia oceny koficowej (Agy,), wykorzystujac trojkatna liczbe rozmyta generowana przez
oceng $rednig (Ap) oraz wlasciwosci przecigeia zbioréw rozmytych.

Proponowana metoda wymaga zapamigtania do dalszych procesow ewaluacji, liczb
rozmytych reprezentujacych zarowno oceng srednia, jak i oceng koncowa. Jest to bardzo
korzystne w przypadku zastosowania prezentowanych algorytméw w systemach eksperto-
wych modutéw ewaluacji w SZN. Wydaje si¢ tez wymagane w przypadku porownywania
ocen wystawionych wedtug réznych skal, na przyktad: ocen tego samego przedmiotu wy-
stawionych w dwoch réznych uczelniach. Taki algorytm wyznaczania ocen koncowych tak-
ze wydaje si¢ zgodny z tradycyjnym sposobem oceniania przez nauczyciela.

Dziatanie proponowanych algorytméw sprawdzono, wyznaczajac oceng koncowa dla
zestawu testow réznego rodzaju. Wyniki poréwnano z ocenami wystawionymi przez na-
uczycieli dla 118 przypadkow testu przeprowadzonego w rzeczywisto$ci. Zaproponowana
metoda pozwala zréznicowac oceny w grupach studentow, ktorzy uzyskali taka sama liczbe
punktéw sumarycznych z catego zestawu, co wydaje si¢ korzystne z punktu widzenia na-
uczyciela (pozwala precyzyjniej okresli¢ poziom przyswojenia wiedzy i zdobytych umie-
jetnoscei).

Dalsze prace prowadzone w przedstawionym obszarze badan skupia¢ si¢ bgda wo-
kot tematow zwigzanych z zastosowaniem liczb 1 zbiorow rozmytych w ewaluacji dla in-
nych modutéw SZN oraz konstrukcja regut systemu ekspertowego opartych na zbiorach
rozmytych.
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