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Fakt odtwarzania zmiennych niemierzalnych poprzez algorytmy obliczeniowe uzasad-
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H	 struktura filtru jest oparta
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

x t A x t B u t

y t C x t

= +

=

�

(1)

gdzie x(t)∈Rn, u(t) ∈Rr i y(t) ∈Rm dla ∀ t ≥ 0, m < n. Macierze A, 	�
�	���7	�����������

������
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2(0, T))m
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2(0,T))r.
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( ) ( )( ) ( ) ( )
T

A T t A t s

t

y t Ce x T C e Bu s ds− − −= − ∫ (2)
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1 2
0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
T T

o ox T G T y d G T u d= τ τ τ + τ τ τ∫ ∫ (3)

Macierze funkcyjne obserwacji 1 2( , ), ( , )o oG T G Tτ τ 	 ���7 wymiary (n×m) i (n×�?�

�	���	�������	�7	:	�
�����	�����	����������	8		���������	����		����������	�	�	��������

τ ∈ [0, T].
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�	��7	���6���;	��������	������������	7�K

( )
1

0

( )
T

A TG Ce d I− −ττ τ =∫ (4)

gdzie I jest n×	�	�������7	�������
��7. Macierz G2	�	��	���;	wtedy �����;

( )
2 1

0

( ) ( ) A sG G s C e B ds
τ

− τ−τ = ∫ (5)

?��8���	��
���	�������	��=��	����;	����	�1 i G2, która dodatk���	������	��������

6�	����������7	�����	�	������	�����������	�
2[0, T]�	5����	��
�	������	����������6�	��
�

�����	 ��=���	 �	 	8�������	 �67�	 �����������	 �	 ������
		 ����������	 ���	 ��
6���<

�	���������	�	�	�	>��
6���<	�����������	�������������	�������������ch do kuli jed-
nostkowej).

Dla elementów 1 2( ), ( )ij ijg t g t  macierzy G1 i G2, d�:���	��	���	�����;	����	�����������

2 2
1 2

1 1 1 10

( ( )) ( ( ))
T n m n r

ij ij

i j i j

J g g d
= = = =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= τ + τ τ
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑∫ (6)

%�������	��������	��	������	><?	���7	�����;	>7��	2]):

1 1 2 2( ) ( ) , ( ) ( )o oG t P t C G t P t B′= = (7)
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Kwadratowe macierze P1(t) i P2(t)	��������	�7	�	�
����������	�������	 :	����

���������	Φ (prim oznacza tu �����������?

( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 12

21 22

Wt t t
t e

t t

⎡ ⎤Φ Φ
⎢ ⎥Φ = =
⎢ ⎥Φ Φ⎣ ⎦

(8)

gdzie macierz Hamiltona dana jest wzorem

A BB
W

C C A

′⎡ ⎤= ⎢ ⎥′ ′−⎣ ⎦
(9)

Liczbowa nieosobliwa macierz Grama M	����=	��	���������	����		����������	��

( ) ( )11
0

.
T

A T
M e C C d

′− −τ′ ′= Φ τ τ∫

%�������	��������	����������	���7	�����������	�����;B

1
1 11

1
2 21

( , ) ( )

( , ) ( )

o

o

G T M C

G T M B

−

−

′ ′τ = Φ τ

′τ = Φ τ
(10)

%�������8;	�������	&����	�
–1

	��	�����;B

1
11

0

( )
T

AT AM e C C e d− τ⎡ ⎤
′ ′= Φ τ τ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ (11)

Macierze (wzory (11) i (10)) dla wybran���	����		�	��=��	������;	�::�����	�	�����
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1 2
0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
T T

x T G T y d G T u d= τ τ τ + τ τ τ∫ ∫ (12)

��=�	�;	�
�������	�	��������	����������	�	����������	��������	�	��	���		��=��
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�8��	�	:�%	>Moving Window
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Dla ustalonego T, policzonych G1(T, τ), G2(T, τ) i t ≥	��	�����7�	��	����	 :���	6�

:�%	�������������	��=���	��=�����	����������	��6�
B

1 2
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T

x t G y t T d G u t T d= τ − + τ τ + τ − + τ τ∫ ∫ (13)

0 0

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T

x t G T y t d G T u t d
− −

= + τ + τ τ + + τ + τ τ∫ ∫

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

t T t T

x t G T t y d G T t u d
− −

= − + τ τ τ + − + τ τ τ∫ ∫ (14)
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�<����7	�������7	���	��
6������	�����������	����	 �=<

���7	���	�	������	�0 S		"�	!����	�	������������	��	
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Zgodnie z (10 i (14)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
11 21 .

t

t T

x t M � � � � � � � � � � � � 	 � 
�−

−

⎡ ⎤
⎡ ⎤′ ′ ′= ⋅ − + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

!���	��	�������=��	��=���	�����	��6�


( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
11 21

0

1
11 21

0

t

t h

x t M h t C y h t B u d

M h t C y h t B u d

−

−
−

⎡ ⎤′ ′ ′= Φ − + τ τ + Φ − + τ τ τ −⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ′ ′− Φ − + τ τ + Φ − + τ τ τ⎣ ⎦

∫

∫

(15)

�������T�	����	����	����������	�������	��
������	η1(t) i η2(t)�	
����	���6�

����7	����������	 ��������	 ��=����
���	 ����������	 ����		 �	�������	�������	 ����	

7;�×;�K�	�	�������	�������	���	�
���	����7�
����B	η1(0) = 0 i η2(0) = 0.

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )
1 1

2 2

t � � � � � � � �A , C C
W � �

BB , A� � � � � � � � � �

′ ′η⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′− −⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′= + = − +⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�

�

(16)

Wtedy:

�? �����7�����	>� ?	���	����		�	��	���		�����������	��
����	η>�?	7;�U�K	�����;

( ) ( ) ( )

( )0

 t
W t

C y
t e d

B u

′− −τ
′ τ⎡ ⎤

⎢ ⎥η = τ
⎢ ⎥τ⎣ ⎦

∫ >�=?

�? �����7�����	>� ?	���	������	����8��������	���	��	�����;

( ) ( ) ( )

( )0

t T
W t T

C y
t T e d

B u

−
′− − −τ

′ τ⎡ ⎤
⎢ ⎥η − = τ
⎢ ⎥τ⎣ ⎦

∫ >�D?

#	�6����8��	�������	:	������������	��������	=�	��������

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

11 21

12 22

,

,

.W T t W tW T

T t T t
T t

T t T t

e e e
′ ′− +τ − −τ′

⎡ ⎤′ ′Φ − + τ Φ − + τ
⎢ ⎥′Φ − + τ = =⎢ ⎥

′ ′Φ − + τ Φ − + τ⎢ ⎥⎣ ⎦

= = ⋅
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( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

0 0

( ) ( ) ( ),

.

W T

t t T
W t W t TW T W T

X t e t t T

C y C y
X t e e d e d e t t T

Bu Bu

′

−
′ ′− −τ − − −τ′ ′

= η − η −

′ ′τ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅ τ − τ = η − η −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥τ τ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫

@�������	�
6�����	>����������?	��
����	�>�?	�����=���	�����	�������	�
–1 reali-

zuje odtwarzany stan x(t) wg (15) w f�����	��=��������	��������	M��8���N	��
����	���

���������	��=����
�����

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, 0 , 0 , 0W Tx t M X t M e t M t T′− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ⋅η − η −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 dla t ≥ T (19)

?�7�	�����������	�����	��	���	���	��������	��	����		�������	
��
�
�������
��

�
	�����
:

( )
( )

( )

C y t
���	 
 � � � ���	 �

Bu t

′⎡ ⎤
⎢ ⎥′= − + =
⎢ ⎥⎣ ⎦

�
(20)

( ) ( ) ( )1 1, 0 , 0W Tx t M e t M t T′− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅η − η −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
(21)

C�������	 >;"?�	 >;�?	 ���7	 �������=�7	 ��	 >�V?	 ��=����
��7	 �����;	 �����������

�	�����	����	�
����	C�=����
���	��������	����		�����������	>;"?	����	���	���T�������

%��T������	�����	��	��
�	�	������������	�������		��8���	�����������	>;�?�

9��	
�=����	�	��������	��=����
���	�	��	�;	�����7�����	��	���=7���	�	�����8��

η(t) w prze������	 7����
 �K	�	��7	�;	���������	 �		=��	��	����������	 ����		��
6������

�	��������	��8���	����������� (21).
 5���=	��	��=;�	=�	��������	��=����
���	>;"?	����	������������	��=	���
����	����

��8��	�6����	�������	�	7;�×;�K	�7	���������	?�7�	�
6����
�	��������	>;�?	�7	��=	����������
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( ) ( ) ( )

( ) [ ] ( )

0 1 0

0 0 1

2 0

x t x t u t

y t x t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

�

(22)
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Macierze Φ11(t) i Φ21(t)	���������	��	���������	����=��8��	>D?�	>L?	���7	�����;B

( ) ( )

( ) ( )

11

21

1
cosh cos sinh cos cosh sin

2
sinh cos cosh sin cosh cos

2 sinh cos cosh sin 2sinh sin

2sinh sin sinh cos cosh sin

t t, t t t t
� �

t t t t, t t

t t t t , t t
� �

t t, t t t t

⎡ ⎤+⎢ ⎥= ⎢ ⎥
−⎣ ⎦

+⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

(23)

Macierze M i M–1
	���7	�����;B

( )
1

2 2

2sinh cos 2cosh sin , 2sinh sin

2sinh sin , sinh cos cosh sin

sinh cos cosh sin , 2sinh sin1
2sinh sin , 2 sinh cos cosh sin2sinh 2sin

T T T T T T
M

T T T T T T

T T T T T T
M

T T T T T TT T

−

+ −⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− +− ⎣ ⎦

(24)

Ostatecznie optymalna para obserwatorów ( ) ( )1 2io oG t G t 	 ���������	 ��	 ���������

>�"?�	����������7��	������	> ?	�������	�����;	���7	����=�zym wzorem.

( )

( )

1
1

1
2

2cos cosh

cos sinh sin cosh

2sin sinh

cos sinh sin cosh

o

o

t t
G t M

t t t t

t t
G t M

t t t t

−

−

⎡ ⎤= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

(25)

%������	��6
��	����������	��
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6��		��	�����	����		>;V?	��	�����;

1 211 1

2 0 02 221

( ) ( ) ( )
( ) ( ) .

( ) ( ) ( )

T To o

o o

x T G G
y d u d

x T G G

⎡ ⎤ ⎡ ⎤τ τ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= τ τ + τ τ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ τ τ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫
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Norma obserwatora ( ) ( )1 2,G G T 	��	> ?	����	:	�
��7	����		obserwacji T

( ) ( ) ( )1 2 2 2

3sinh 2 sin 2
, .

4 sinh sin

T T
G G T

T T

+=
−

(������	��������		���	����	�	:	�
���	����		����������	�	�
��	���	=�	���	�→∞�	���

�����8;	������	�������������	��	 1,5 1,225= , a dla czasu T→"	�����8;	����	��8���	��	∞
(rys. 2).
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( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )
1 1

2 2

,
( )

,

t t C y t C y tA C C
t W t

BB At t B u t B u t

′ ′η η⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′η = = − + = − η +⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′⎢ ⎥−η η⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�

�

�

(26)

( ) ( ) ( )1 , 0 W Tx t M e t t T′−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅η − η −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

W����	��
���;�	=�	��		�������������	��������	����=��8;B

( ) ( ) ( ) ( )1
11 1 21 2 1x t M t t t T− ⎡ ⎤′ ′= Φ η + Φ η − η −⎣ ⎦ (27)

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 0 
2 
4 
6 
8 
10 
12 
14 
16 
18 
20 



+�����	�	�	
������	�	��������	��������	�	�	��������
�	����������	����� ���

��	���������	����������	�������	��		�	�	��	 >��?	�����	��	���	�����	 � ������

� =����
���!

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

11 21

12 11

21 22

22 12

4 2 ( )

( )

t t y t

t t

t t

t t u t

η = − η +

η = −η

η = η

η = −η +

�

�

�

�

(28)

" ������	 >�#?	��=��	 6����	 �����7���;	 �	���������	 �����	�7�	�����8��	��
$

��� �	η1(t) i η2(t), a z (27) przebieg stanu x(t). Przebieg η1(t)	����=	���������;	�	����$

������
���%	&����8��	�������	'����	�	����������	Φ�	���	���
6�������	�	S	��	���������

����=��%

11 21 2

12 22

1,5656 4,9303, 3,8233 6,5958

0,9558 1,5656, 6,5958 4,9303( ), ( )
( )

1, 2326 1,6489, 1,5656 0,9558( ), ( )

1,6489 0,9558, 4,9303 1,5656

WT T
T e

T T

′⋅

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎢ ⎥− −′ ′Φ Φ
⎢ ⎥′ ⎢ ⎥Φ = = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −′ ′Φ Φ⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎢ ⎥−⎣ ⎦

1
0, 2 0, 2675

0, 2675 0,1551
M −

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥−⎣ ⎦
(29)
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