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	�:��:	�	�
�����	�
��������8��;����	<�=:	������
	����
��
	���	���������	��	��>������	�8���?�	��������
	�
����	��>	����������	��		�>�	��	��?��	��	����������:	@���	��>	��>		�������	�	�����	�	�
�����
����	��	��������
	�	 A!	B���������	
���
���������C	<"=�		�	�	��������
	����?8	���������
�����	����8>����	��	����	�������	 �������	��	������8���	��	�����������	�8����:	#�����
���������	�8����	��������	�	 ��>	��	  A!	�����
�	����	�����	�����	D������
�	 �9���?
���$
	�����?�	<%EF=	����	�������>��	�	�����	��������	�	<GE�H=:	D�������	������������	��$
���
	��������	���������	�8���
	���	�8����
	��������������	<�&�	�'=:	 A!	����	�8�����	n	���$
��	��
	�	���������
	�;	��>����	
	�	���������
	���	
	�	�8���	A

( ) 1 2( ) ( ) ... ( )nW A w A w A w A= ∪ ∪ ∪ (1)

(��	�8�?�	���������
	�;	����	���	����>	���������	)��	�������:	*��������	��>�	��		��+
������
	�	�8���?�	��
����
	�	��������	��	 �������	
��� Ai+1 = W(Ai) ����	�8����
	 B���$
��������	��	�
8���	A0) do granicy A8	8>��	��	����������	E	�������	���

�	����+� IFS:
A = W(A). I�������	��	A0 �����	�
8���	������
	�8����	�8���	�������
	����	��>	�����$
���	����	�������	��	����	�	���?
	�
����?�	���������
	�;	�����	��
	�	�	����	�	'�:	(����$
�
	����	��������	��
�����	��>	��	������;	�����	����	�	�����	���	������	�	�����
	�	�
����	�

���	��������	��	�����	��:	I��������
�	���8�����	�	��������	 A!	�������	����������	���$
������	)��	�������	���	����+�	�8����:	I���������	������	����+�	��	�
����
������	������
��	��������8��;����	����	�
��>�����	����>��
	���+�������	�8����:	,8���	����	����

�������
	��	���
�	���		�>�	� Ri E domeny docelowe Ri ∩ Rj = Ø dla i ≠ j	����
����	�		�


�8���	URi = A:	@��	�����+�	����8����	Ri znajdowana jest dziedzina Di	E	������	J�?�
���
BDi > RiC�	����	��	��������	������������	��>����	��	���	��?��+�	wi(Di) = Ri. -8�?�	�������$
��;	�����
	���������	��?��+�	�������	���

�	B����������C	����	��
+�����
	�8���:	-�
���
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�8���:

I���������	 +����	�����	 �����������	 �
�����	 ���������;	 ������	
	�	 �8���	 ��
�����
	����+���	�	��	���������	��
+������+�	�8����	��		�>�	�	BRiC	���
�+	�?��
	�	��+�
L
�?���������	�8����
�	���8�	��	��	��?����	���8�	��	)M�	���8�	��	 ��?������	 ���:	K���>����
�
8����	��>	�8�?�	��������	���������
	�;	BDi) jak�	�8�?�	���
����	�	������
	�	�8����?�
�9�����
	�	�
�����	�	�	������	����������
	�	�������?��	�	��?���	������������	��>	����$
+
���	�	����
	�	������������������	����>��
	�8�����	��
����
�	��	����	�	��+�����$
��+�	���������	�	�8�����	��
+�����
��	�
���	��	��>	�8�?�	���?
	�
����?�	����	��+?�$
�
	�	���������
	�;:	#�����	 ��	 ����	�����������		����	�
����	 �	�	�����	������	�����
	��
�
8���	����
��
	Ri oraz Di:	/	����������	���	
	�������������	��������	���	��	�>	���$
������	����������	�8���?��	�	��
������	�	�?����	�	��>	�������	��	��	�����
	 A!:	I��������
��>	�
����
������	 �����	�����
	 ���������	��	 ����������	 ��������������	�	 ���	�	�	 <�F=
�	<"�=:	#�����	��	������	��>	��	���	��	��	��������
	�	������?�	8����
	�	B	�����
���C	�9����
���
����	��	����
	����	�����
	������?�	8����
	�:	/	����������	���	
	������	AD!	�����$

�	�������������	 ����	 �
�	������	����>�����	�	���	�	�	 <�F=	 �	 <"�=	���	�������������
�����+�	������������	�����
:	K����
	�����������	��	���
�����	�����
	���������	������	��
��������	�		�	����	�
�������	�
�����	���	����	
	 ��>	����+���	 ���
��	��������	���?
$
	�
����	���������:	/
����	��	�	�����	�����
	��������:

��
�����	��
�����������
������

/	������������	��������	���
�����	��>�	��	������	�	������	�	������
	�	�������	�	��$
���	�8����	������	�����+	8>��	
	�
������	��?8�������	�
������	��������
	�		����������
��������������	 8>��	��	�������	���������	 ���	�
�����+�	�8����:	#����	��>		��	 �����+�
�����+�	 ����������	 �����	 �����
	 ������
	 ������	 ��	 8������	 �����	 �������������+�
<�G�	�N=:	(���	�����+	����	�8�����	�����
	��
	�	������	��	�	��?�
	�	�����	�����	������$
���	���	�
���	�������	��	�����+�	���	���	���	����
	���+�	P(x).	/�����	�	�	�
�����
�
�����+�	BT1, T2, ..., TNC	��������
	���	��������
	�	��������
?�	Δx, gdzie

( )iT P x i x= = Δ (2)

@��	�
���������	�����+	����	�����������any

1

1
1

N

k
k

T
N =

=∑ (3)

@��������	��>	����	�>	����������	�

[( 1) , ]
1

( ) ( )
N

k k x k x
k

T x T I x− Δ Δ
=

= ∑ (4)
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gdzie IA(x)	����		��������
��
	���	����	��	�8����	A postaci:

1, dla
( )

0, dlaA
x A

I x
x A

∈⎧
= ⎨ ∉⎩

(5)

Analiza multifraktalna polega na znalezieniu nowego szeregu S(x)	�
�����+�	�	��	�8
	�
�����
	�	�i	�
8���
	�	�	��������
�	��	"�	:::� Q << N�	+����	�����	�	�
	�	��	�8	���������
������	�	 ���������+�	 �
�
������	 )������	 B������� ������� ��������C	 �	 ��������
�
[(r–1)Δx, rΔ�]	E	�����	�
�����
��	��	�
�
������	)������	α

[( 1) , ]
1

( ) ( )
N

k k x k x
k

S x I x− Δ Δ
=

= σ∑ (6)

(���	 ����?8	 ����>�������	��	 ��	 	���	�
���>8������	 ����8���?�	 ��
�����	
	�	 ��>
�9��������
?�	�	������	�����	������	�	σi	B�
��������	������	�	�
�
������	)������C:	I��$
�8���
	��	������	��
������	���:	���
	���+�	�����	��������������+�:	��>���	�
����	��>	��
+����	�����	���
������		 �����	�����	���	��������
?�	�	 ���	�����	������	�	σi	 <"0=:	@��	��$
��	��+?��
	�	����8���?�	�
��	��	��>	�
����	��������
	Di:	/����	��������������	�����

���������	D(α).

-	���
����+�	������	��	�	��������	���������������	����������	���	�����	��	���>	��
�
�
������	)������:	 K��	�	 8>����	 ����	 �������	 ������	 ζ:	 I���������8��;����	P�	 ��
�������	��	��������	��>	�	����������	δ�	���?
	������	x�	�������	����>

( )( )
2 2xB x P x xδ

⎧ δ δ ⎞μ = − < ζ < +⎨ ⎟⎠⎩
(7)

#���	��	8
�	��:	����������8��;�����	��	���
�������	�
8���
	�����	���
���	����$
����	��>	�	�8������	Bδ��(xC:	,����������	����>�	���	�����	����>	D�����+���
�	<"&=	���	���$
��+�	������	x	���������	�
�������

( ) ( )( )( )
0

lim d
d x

x
G x B x x −

δ
δ →

= μ δ (8)

/	�+?����	�	�dB�C	���	��������	������	�	d	���
�����	�������	����	��8	������;	��$
�����	��������	�
���	�����	�������	d = (xC�	���	��?���	�����	D�����+���
�	����	���;	����:	/��$
����	��	�������	�
�
�����	)������	�	����	��	x:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0,  gdy 

jest sko�������	
����
	 	�	

,  gdy 

d

d

d

G x d x

G x d x

G x d x

= < α

= α

= ∞ > α

(9)
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/	���
�����	+�
	����
��	�����?�	����	���+�����
�	�	��	��	�����	�	�	���
�����	�8��$
�?�	 ��������
	��	 �
�
�����	 )������	 α(xC	 �������	 ��������	 ���	 ���+�������	�:	 /
8����$
��		 �8�?�	 �����?�	 ���
����	 ���	 ��?�
	�	 �
�
�����	 )������	 ��	 ����	 ����	 �������
	�α��O���αB�C��α�P�	�����	�
���	�
�	�
����	��������
	B�
����	)���������C	��+�	�8����
D(α)=Dim(HαC:	-��������	��	���
��	��>	������	�������������
�.

/	�����
	�	���
	��		�
������	��	�����������	�
������
��	������������
��	�9����$
�����	 ��������	���	���	 ��:	�	 ��+��
���	�	 ����������
	�	 �����������
��	�������	��
�������:	/	 �����	���
�����	 �������	 ��>	 ��������
	�
�
�����	)������:	@��	��������
�	δ�
���?
	������	x	���������	��>	α(���δ�)	��	����	�	��������	�

( ) ( ) ( )( )( ) ( ),
,

x x
xx xG x B x x

−α δ
δα δ = μ δ (10)

α(���δ�)	�����	�
���	�
��	��+��
�����		���
����	���������

( )( ) ( ) ( ) ( ),ln , ln lnx x xB x x x x G xδ α δμ = α δ δ + (11)

�	 �������		 �����	 ���	����>	 ����+���	�	 ��	 �
���	�����	 �����?�	 ��	 ���?
��>��
	�
B��μ(Bδ�(�)), ln(δ�CC	���	��������
?�	�	�?����	�������	�:	-�������
	�
�
�����	)������	����$
���	��	�
�����	�����	�������	�����������	������	����������
	�	�������?�:	I��	����>	����$
�
	����������	��	�����+�	������	B�������C:

��
�	�	��
��������	���
������

��������
���	� �

/	���������	
��
	�	������	�	��������
	�	���	��	�	���>	��+�
��	���>	��	�>�
�	�����$
����	
���+�:	 Q�����	�	���
�����	�����������	�
����
	�	 ��������	 ��������
	�	����
	���
���>	��	�>�
�	���������	
���+�	���������	�
����	����	+�
�	���	�����	��	���
�����	�������
��������	����	������	�:	 I������	 ��>	 �����	�����	������������	 �����	�������	�	 ����$
�����	��	�����	�	��8�������	�������	���	��	����	�	��?���	�	���
��
��	�	���������	8>����	��$
��������:	(����	���
�	���>	���	����	�������	����	���������	
���	R /	B����������������
�
����
��� C	<�F�	"�=:	R /	��+�
��	�������	��	���	�����	���	���
������	�������	��	��$
����8���	��	�������+�	�����������	�������������+�	�����
��:	R�	�8���	����	�9�����	����$
+�	�8�����	R /�	 �����	 ���	 ������
	�
����	 ��������
�	 ������	�8�?�	���
	��	��	���������
��?�
	�	��������������	����	���
��	������������	�	���������	������	�	��	��
������	�����$
��:	@�8?�	���
���
	�	��������?��	���?	�	����������	�����	�	���������	���	�������	�?�����
�	�������	���������:	(����	������	��	��	���������	��	���
�
	�	��������
	�	�
��+�	8������
�
�����	 ���������+�	���
�
	��	�	�	���
�����	 ��������	���	����
	��
	�	 E	�����	�����$
���������+�:

!������		������	��	���
8�������	�����	��������
	�
�
�����	)������	α(��δ�)	���������
��������
����	������������	
��	���������	R /

( ) ( ) ( )
1

,
ii

N

xx
i

x x x I xΔΔ
=

α = α δ∑ (12)
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gdzie:

( )
ixI xΔ E ����	��		��������
��
	���	B&C�

( ),
ix

x x
Δα δ E �������	�������	α(��δ�) w przedziale Δ�
:

W wyniku tego krzywa multifraktalna �������	��>�	�	����
�	���
8��������	������
�
��	��������	�	R /�	��	�������	B�	��������
�	�	Δ�
C	�8���
	�������������	�	������	������$
���	������	�	�
����
	 ���������+�	D(Δ�
) = Di	�	����
�	����������:	 I��������	���
��
����	8
�	����
	����������	��������	��	����	�	�����
	�	���
�
	�	��������
	�	�	����$
�������	�
������:	/	�����
	�	�
����	�	�
�	���
�����	����	8
�	�8��	���
	���	�����+�
����	���	�
����	����
���
�		�	���	����	�
�����	�8��	�����:

/		���	���>�������	���
�����	�	 ���������	��	�����	���
���	��>����	 ��	�8>	�
�����$
�
	�	������	�	�
�
������	)������	�	�����	���������	
��
�:	K��	�

( )max min( ) ( )

1
i i

i
x x

L

α − α
Δα =

−
   (i – numer okna, j = 1, ..., L).

/���
	���+����	���
���	������	
	��	����+�	����	�������	��>	��	L – 1 podzbiorów Sij
����	��	��

( ) [ ){ }min min:  ( ) , ( )ij i i iS x x x x j= α ∈ α α + Δα   dla 1, ..., 1.j L= −

.���
	�	���	��������
	�	����8���?�	��	��?�	�������
	�
����	��������
	Dij = Dim(SijC:
/9���	����?8	���+����	���
���	�	����+�	R /	�����
	�����������
	 ���	�
������
	�����$
��������	��?�
	����	8
�	���������
	��	����	�	L – 1 krzywych o odpowiednich wymiarach.

@�	�����������	��������������	��������
	����8>��
	����	�8�?�	���
�
	�	8����
	�	K
8>��	
	�	 ����������	 ��������
��	 ��	 ����������
�	 ����������	 Δ�, np. Δ�	 S	 <0�	 �=:	 -�
��+�>��	��	�����	�����	�
����������	����������	8����
��	�	������
�	�
������	����$
����
�	�9��������
�	@�∈	<��	"C� zbiór K ����	8
�	����
�
:	/
��+��
	�������	8
	�����	��
����������	���	�������
�	�
�����	���������+�	���
�
	�	8����
	�:

!����?�	�����	������
	�	��	�������������	�8���?�	���
�
	�	��������
	�	���
�����$
	
	�	���
����	��������	��	�����
	���+�	�
����
������	�
8����	������>	���
�
	�	����$
�
	�	��	��8���	������	���
���	.�	���	���
��	��	8>�����
	���
���	��+?�����
��	���
�
$
��	.�	��	T.�	B�������
!���"���#��$�%
�"�C	<�F=:	-�����	�����+�	�
8���	����	������	��$
�������	���������	�	�
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( )
ln 4

ln 2 1 cos
D =

+ ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦
(13)

�	���
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�	��������	 [0, ).
2

π
ϕ ∈
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�	��	����	��	�����$
�	�	���
���	y1, y2, …, yn	�	�����
	�	�>�
�	�	���������	
��
ch x1, x2,…, xn B������������
���	������	�	�
�?�����
	�	�������C	����	�
����
	���������	D1, D2,…, Dn interpolowanej
krzywej L	�
���	����	�	����	��+?��
	�	����	�	���������	
��
	�	R /	�����������	
	�
���
�	�>�
��	B����	���������	
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	�	�?��
	Δ�). @��	������	������	�	���	�
��$
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	�	�8��	�����	�	�������	��>	�
����	����
���
	B��������	���
C

0

log ( )
lim

log(1/ )

N
D

ε→

ε=
ε (14)

gdzie N	����	���������	��	�8�	������	�	8���	ε	������8�
	�	��	����
	��	8�����+�	�8����
���������+�:

 ������������	���
��	����	�
���	�
�	��	����	�	��������	�

0

( , , )
N

i i i
i

L s K x i x y D
=

≈ − Δ∑ (15)

gdzie si	���?
	�
�����	���������	���	�	���
��	���������	Ki(x, yC	������	����	��		���������
B�9������	��	����
�����C	�	������	�	���������	��:
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	���?	��	���+>	��	���	��	�	���?�������	��	����
	����
�����
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����	�	��?���	����������	����>����	�
���	��+�>���	���	y�	�����	���
��	�����$
����	��	��	���
����	�	��������	�	E	�����	�����	��	�������	�
�����	 ���������+�:	I�$
�����	���������	���������	�����
�	�
�8���	����	����	���������	���
�
	�	��������
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���������	����?8	��+�	���������	���
�����	�����
	�����������
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	����	��	����	�	���	�����+�	��+��
���:	/��?
	�
�����	si	�
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����	��
���������	�
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*

1

0

( )
,

N
n

i j j jn
j j

i j x
y s y D

s

+

=

⎛ ⎞− Δ⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ (16)

gdzie:
s0

j = 1, yi E ������	������	�	�>�
?�	���������	
��
	��

yj(x, DjC E �8�?�	������	�	�9���
���	Kj(x,y,DjC	�	�������	&	���	�������	������	�	��	���

	�
� Kj(x, y, DjC	��	��������	AD$������
	���������	��		���������	�	����
�
����	��	���������	
��
�:

@�	�8��	��;	���
�������	�����>����	���
�
	�	8����
	�	�?���	'Δ�:	/	�
�������
B�'C	���+�>������	���������	�
���������	�����	������	�	�	AD$������?�	���
	�������
�	�:
!���

* 1
( , ) sup ( , ) inf ( , )

2
n n n
j j j j j jy x D y x D y x D⎡ ⎤= +⎣ ⎦ (17)
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*

0 0

,
N N

n
i j j

i j

y y i j x D
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟δ = − − Δ
⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ ∑ (18)
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