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Analiza zaleznosci
prawdopodobienstwa rozpadu krysztalu od jego rozmiaru
w symulacji ultradrobnego rozdrabniania krysztalow

1. Wprowadzenie

Proces rozdrabniania ultradrobnego ciat statych doprowadza do zmiany rozktadu roz-
miarowego ziaren w probie. W przypadku barwnikow syntenowych, dla ktérych dokonano
pomiaréw w doswiadczeniach, i dla ktoérych beda testowane modele, mamy do czynienia
z krysztatami molekularnymi. Ich rozmiary sa zawarte w przedziale migdzy setnymi czg-
$ciami pm (rozmiar zarodkéw krystalizacji) i kilkunastoma pum. Liczba ziaren we frakcjach
wynosi od 1 do kilkunastu milionow. Z natury rzeczy, rozktady rozmiarowe tych kryszta-
tow p(/) sa rozktadami dyskretnymi. Z uwagi na liczebno$¢ frakcji i bardzo mata szeroko$é¢
przedziatow frakcyjnych mozna, w takim przypadku, rozktady rozmiarowe przyblizaé cia-
gltymi funkcjami. Ze wzgledu na charakter ich powstawania (krystalizacja masowa z roz-
twordw), mozna do przyblizen uzywac ciaglych rozktadow prawdopodobienstwa. Najlep-
szym przyblizeniem jest ggstos¢ rozktadu logarytmiczno-normalnego [7, 10]
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gdzie:
[ — S$rednica ziarna,
miG — parametry gestoSci rozktadu.

Do obliczen mozna uzywaé¢ dwodch postaci gestosci rozktadéw rozmiarowych:

1) gestosci masowego rozktadu rozmiarowego p(/),
2) gestosci ilosciowego rozktadu rozmiarowego p,(/).
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Do obliczen modelowych zastosowano gestos¢ masowego rozktadu rozmiarowego.

Zadaniem symulacji procesu jest okreslenie zmian rozktadu rozmiarowego w czasie.

Do symulacji kinetyki procesu rozdrabniania p(/, ¢) stosowane sa modele stochastycz-
ne oraz modele empiryczne oparte na przyblizeniu funkcjonalow okreslonych na ggsto-
$ciach rozktadow rozmiarowych.

Modele stochastyczne oparte sa na rownowadze masowo-rozmiarowej [2]. Réwnowa-
ga masowo-rozmiarowa opisana jest rownaniem [2]

A(AP(l;, 1)
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gdzie:
AP(I, f) — wzgledna masa frakcji o $rednim rozmiarze /;,
§; — element macierzy zaniku ziaren we frakcji i,

B;; — element macierzy przesypania ziaren z frakcji j do frakcji i.

Wartosci elementéw tych macierzy wyznaczane sa doswiadczalnie, co wymaga du-

zych nakladéw czasowych i materialowych [3]. Rownanie réznicowe mozna zapisaé jako
réownanie catkowe Volterry [11, 1]
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gdzie:
S(@y) iB(l,y) — jak we wzorze (2) (z ta roznica, ze sa to funkcje wielu zmiennych),
P(l) — warto$¢ rozktadu skumulowanego.

Modele empiryczne oparte sa na przyblizaniu funkcjonaléow okre§lonych na zbiorze
gestosei rozktadow rozmiarowych. Najczesciej stosowane sa wybrane momenty przyblizen
gestosci rozktadow rozmiarowych gestosciami rozktadow prawdopodobienstw. Przyktado-
wo, stosowane sa: Srednia rozktadu p lub rozmiar ziarna /,,, dla ktorego warto$¢ przyblize-
nia skumulowanego rozktadu rozmiarowego przybiera okreslona warto$¢ w(l,,) [6, 3]. Za-
leznosci () lub [, (7) przyblizaja kinetyke procesu, a funkcje przyblizajace stanowia pod-
stawe algorytmdw optymalizacyjnych i automatyzacji procesu [11, 4], ale nie umozliwiaja
symulowania procesu w srodowisku wirtualnym

2. Model symulacyjny rozdrabniania ultradrobnego

Punktem wyjscia wykorzystywanego do symulacji modelu jest zatozenie, ze pojedyn-
cze ziarno moze rozpasé si¢ na kolekcje ziaren o mniejszych rozmiarach, a prawdopodo-
bienstwo utworzenia kolekcji o okreslonych rozmiarach ziaren zalezy od entalpii poszcze-
g6lnych elementow kolekeji [8, 5].

Entalpia danego ziarna (G,) jest suma jego entalpii powierzchniowej (G,q) 1 entalpii
objgtosciowej (Gy).
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Entalpia powierzchniowa jest zwigzana z budowa powierzchni ziarna (S,) 1jest do
wartos$ci pola powierzchni wprost proporcjonalna

G =85S Q)
gdzie g, jest entalpia powierzchniowa wiasciwa, stala dla danej substancji.

Entalpia objeto$ciowa ziarna jest zwiazana z jego struktura wewngtrzna (budowaniem
ziarna z najmniejszych elementéw — zarodkow — w trakcie krystalizacji oraz budowaniem
ziarna jako polikrysztatu, agregatu lub aglomeratu) i jest wprost proporcjonalna do jego
objetosei (V)

G,y=8,V, Q)

gdzie g, jest entalpia objgto$ciowa wlasciwa, stala dla danej substancji.

W trakcie rozpadu ziarna entalpia objgtosciowa nie ulega zmianie (to znaczy entalpia
objetosciowa ziarna pierwotnego jest rOwna sumie entalpii objetosciowych wszystkich zia-
ren w kolekcji, poniewaz zakladamy, ze nie ma strat masy w uktadzie).

Niech do uktadu (w przeliczeniu na pojedyncze ziarno) dostarczana jest energia AE
oraz {K;} jest zbiorem kolekcji ziaren o mniejszych rozmiarach powstatych z ziarna pier-
wotnego.

Kolekcja Ky jest zbiorem ziaren o tych samych rozmiarach réwnych rozmiarowi za-
rodka krystalizacji.

Dla kazdej kolekcji K; mozna okre$li¢ minimalna energig potrzebna do utworzenia no-
wej powierzchni AE,

AE; = AE — é [iGSlji ] ©)

j=1li=1

L — liczebno$¢ zbioru ziaren o tych samych rozmiarach w kolekcji K,
Ggj;; — entalpia powierzchniowa pojedynczego ziarna o rozmiarze odpowiadajacym
indeksowi / w kolekcji K;,
Jj — indeks frakcji w kolekcji.

Sumujac wszystkie AE; dla i € <1; N> otrzymujemy
N
Eg =3 (AE;) )
i=1

co jest czynnikiem normalizujacym przestrzen prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo p; rozpadu ziarna pierwotnego do danej kolekcji K; wynosi
AE;

- EKl ®)

bi

W przeprowadzonych symulacjach przyjgto energig £ (energia potrzebna do rozpadu
ziarna na ziarna o rozmiarach zarodkéw) za energi¢ standardowa dostarczana podczas jed-
nego aktu rozdrabniania pojedynczego ziarna.
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Okazato sig, ze takie zatozenie pozwala znormalizowac obliczenia.

N
Ey =X Ggy )
=1

W praktyce oznacza to, ze bez wzgledu na rozmiar ziarna pierwotnego proces bgdzie
przebiegal zawsze tak samo dla okreslonej wspotczynnikiem k energii dostarczonej do ziar-
na AL

AEO =k’EO (10)

Zatozono homogenicznos$¢ rozpadu ziaren, co oznacza, ze ksztatt ziaren pochodnych
jest taki sam jak ksztalt ziarna pierwotnego. Do obliczen w symulacji przyjeto kulisty
ksztatt krysztatdow. Oczywiscie, to zatozenie jest bardzo duzym uproszczeniem, ale jest
mozliwe (i niestety konieczne) w poczatkowej fazie badan testowych. Jest to takze zatoze-
nie, ktére nie powinno prowadzié¢ do duzych bledéow wynikdéw symulacji, w przypadku zia-
ren zbudowanych z duzej liczby zarodkéw oraz w przypadku krysztatow molekularnych.

Na rysunku 1 przedstawiono uzyty w symulacji algorytm. Do obliczen przyj¢to jedno-
modalny rozktad krysztaldw w poczatkowej probce — sktada si¢ ona z N krysztatow
o takim samym rozmiarze L.

KT] jest kolekcja ziaren pochodnych, w ktorej element K[i] to rozmiar i-tego krysztatu
w kolekeji (liczba zarodkéw, z ktorych jest on zbudowany). G; oznacza entalpig ziarna
o0 rozmiarze j, opisana wzorem (4), natomiast funkcja random(x) zwraca liczby pseudoloso-
we z przedziatu <0; x> o rozktadzie jednostajnym.

Do kazdego krysztatu z probki dostarczana jest energia £ = AE(, opisana wzorem (10).
Zatozono, ze w pojedynczym akcie rozpadu, wybrane ziarno moze rozpas¢ si¢ na dwa frag-
menty. Energia AE potrzebna do zaj$cia takiego zdarzenia, obliczana jest jako zmiana ental-
pii powierzchniowe;j.

Aby sprawdzi¢, czy zdarzenie zaszto, losowana jest liczba z przedziatu <0; E>, jezeli
jest ona wigksza lub rowna AE, przyjgto, ze rozpad nastapil. W takiej sytuacji, energi¢ do-
starczong do krysztalu pomniejsza si¢ o energi¢ zuzyta na rozbicie go na dwie czg¢sci. Jezeli
E >0 (czyli nie zostata wyczerpana cata dostarczona energia), to wybierane sa kolejne frag-
menty krysztatu, ktore moga ulec rozpadowi.

Przyjgto tu cztery rézne warianty wyboru kolejnych ziaren:

1) wszystkie krysztaly, z kolekcji powstatej w wyniku rozpadu poczatkowego ziarna,
moga by¢ wybrane z takim samym prawdopodobienstwem,;

2) prawdopodobienstwo wyboru zalezy liniowo od promienia krysztatow;

3) prawdopodobienstwo zalezy od pola przekroju krysztatow;

4) prawdopodobienstwo zalezy od objgtosci krysztatow.

Dla wybranego krysztalu przeprowadza si¢ analogiczne operacje. Powtarzaja si¢ one
do momentu, az energia E zostanie wyczerpana lub rozpad nie nastapi.

Podobnie postepuje si¢ ze wszystkimi N krysztatami z poczatkowej probki.

Na rysunkach 2, 3 i 4 przedstawione zostaty przyktadowe histogramy rozktadu maso-
wego krysztatow we frakcjach o réznych rozmiarach, otrzymane przy zastosowaniu opisa-
nego wyzej algorytmu, z uwzglednieniem zaleznosci prawdopodobienstwa rozpadu ziarna
od jego promienia.
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Rys. 1. Algorytm symulacji rozdrabniania krysztatow z probki o jednomodalnym rozktadzie
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Rys. 2. Histogramy rozktadow masowych — symulacja nieuwzgledniajaca zalezno$ci
prawdopodobienstwa rozpadu krysztatu od jego rozmiaru:
a)k=0,1;b) k=0,5;¢) k=1,0;d) k=2,0
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Rys. 3. Wyniki uwzgledniajace zalezno$¢ prawdopodobienstwa rozpadu od promienia krysztatu:
a)k=0,1;b) k=0,5;¢) k=1,0;d) k=2,0
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Rys. 4. Wyniki symulacji uwzglgdniajacej zaleznos¢ prawdopodobienstwa
rozpadu krysztatu od jego przekroju:
a)k=0,1;b) k=0,5,¢) k=1,0;d) k=2,0

3. Wyniki symulacji

Do obliczen przyjgto poczatkowa probke ztozona ze 100 000 krysztatow zbudowa-
nych z 10 000 zarodkow. Ponizej przedstawione zostaty otrzymane w symulacji histogramy
rozktadow masowych ziaren we frakcjach dla czterech réznych wspotczynnikow energii &:
0,1, 0,5, 1,012,0.

Na rysunku 2 zamieszczono wyniki symulacji, w ktorej nie uwzgledniono zaleznosci
prawdopodobiefistwa rozpadu krysztatu od jego rozmiaréw. Rozmiar /, zarodka przyjgto za
jednostkowy, a rozmiary krysztatdéw we frakcjach podane zostaty w jednostkach wzgled-
nych I/l (gdzie [ jest rozmiarem krysztalow w danej frakcji). Warto$¢ p jest bezwymiarowa
wielko$cia, oznaczajaca masg krysztatdw w danej frakcji unormowana przez catkowita
masg wszystkich krysztatow.

Na rysunkach 3, 4 i 5 przedstawiono analogiczne wyniki otrzymane przy zatozeniach:
— prawdopodobienstwo rozpadu jest uzaleznione od promienia / krysztatu (rys. 3);
— prawdopodobienstwo rozpadu uzaleznione od 2, czyli od przekroju krysztatu (rys. 4);

— prawdopodobienstwo zalezne od P (od objetosci krysztatu) (rys. 5).
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Rys. 5. Wyniki otrzymane przy uwzglednieniu zaleznosci prawdopodobienstwa rozpadu
od objgtosci krysztatu: a) k= 0,1; b) k=0,5;¢) k=1,0;d) k= 2,0

4. Whnioski

Z przedstawionych wykresow (rys. 2—5) mozna zauwazy¢, ze niezaleznie od wybranej
zaleznosci prawdopodobienstwa rozpadu od rozmiaréw krysztalu, parametrem sterujacym
procesem (i ksztattem otrzymanego histogramu) jest dostarczana do procesu energia, re-
prezentowana na wykresach przez wspotczynnik k.

Na histogramach z rysunku 3 zauwazy¢é mozna, ze w trakcie symulacji powstaje duzo
krysztatdéw o matych rozmiarach (o promieniu / < 2). Jest to spowodowane przyjgciem zato-
zenia, ze prawdopodobienstwo rozpadu pojedynczego krysztatu zwiazane jest wylacznie ze
zmiang entalpii powierzchniowej. W takim przypadku prawdopodobienstwo odtaczenia za-
rodka od ziarna jest najwigksze, gdyz zmiana entalpii powierzchniowej jest wtedy najmniejsza.

W rzeczywistym procesie nie obserwuje sig takiego efektu. Uzaleznienie prawdopodo-
bienstwa rozpadu pojedynczego krysztatu od jego rozmiardw (np. przekroju czynnego) li-
kwiduje ten problem (rys. 3-5).

W tabeli 1 zamieszczone zostaly wartosci [, /I, — rozmiarow krysztalow we frakcji,
dla ktorej przypada maksimum rozktadu otrzymanego w symulacji. Wartosci te potwierdza-
ja, ze wspolezynnik k energii przekazywanej do rozpadu pojedynczego krysztatu, decyduje
o ksztalcie histogramu. Wraz z jego wzrostem wielko$¢ ta przesuwa si¢ w kierunku niz-
szych wartosci. W rzeczywistych procesach podobna zalezno$¢ obserwuje si¢ przy zmia-
nach, zachodzacych w uktadzie wraz z czasem trwania procesu. Wydaje si¢ zatem, ze para-
metru £ mozna uzy¢ do symulacji kinetyki procesu.
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Tabela 1
Promien krysztalow we frakcjach, dla ktorych rozktad masowy osiaga maksimum
Wspbtezynnik Brak zaleznosci Zaleznos¢ od [ Zaleznosé od I Zalezno§é od I
¢ —— Imax/lo Imax/lo Imax/lo
0,01 21,514 21,436 21,499 21,483
0,1 5,289 6,994 7,926 7,814
0,5 4,101 3,608 3,0 2,668
1,0 4,02 3,332 2,924 2,571
2,0 4,217 3,228 2,884 2,519

Wyboru wlasciwej zalezno$ci prawdopodobienstwa rozpadu krysztatu od rozmiaréw

ziaren mozna bgdzie dokona¢ poprzez poréwnanie otrzymywanch wynikow z wynikami
eksperymentalnymi, co bedzie wynikiem dalszych prac w prezentowanym temacie.

— —
w
=0

—_
[o)}
—_
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[
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