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���	=�����	�����>	���	��	��	�����	������ 
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	���	���	�������	��	���	����<	G=���	��>	��	���

������	��	��	J�	���		���	������	��	C�D	�����

( 1) / 2
1 2

1 1

det R( , ) ( 1) ( ).
n n

n n n n
n n k l

k l

p p x y−

= =
= − α β −∏∏ =$>

F�	
���	���	���	�����
���	���������

�	?	B�=�E	�	�=�>	?	α��
�	@	α�A��

�A�
	@		���		@	α�����α��	α��≠ ��	α
�∈	��∀��	?	��	��	����	�E�

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

(1) (1) (1) (1) (1) (1)(1) (1) 1
1 1 1 1 1 0 0

(2) (2) (2) (2) (2) (2)(2) (2) 1
2 1 1 1 1 0 0

( ) ...

( ) ...

n n
n n n n

n n
n n n n

f s a ib s a ib s a ib s a ib

f s a ib s a ib s a ib s a ib

−
− −

−
− −

= + + + + + + + +

= + + + + + + + +

=M>


�����

	

{ }

{ }

( ) ( )(1) (1) (2) (2)

1 2

1 2

1 2 1

0, 0, ( 1, 2, 0,1, ..., ),

( ) : ( ) ( )( ) ... ( ), Re( ) 0 ( 1, 2, ..., ) ,

( ) : ( ) ( )( ) ... ( ), | | 1 ( 1, 2, ..., ) ,

( , ) ( )

k k
n n n n j j

n n n n k

n n n n k

a ib a ib a b k j n

H p s P p s s x s x s x x k n

S p s P p s s x s x s x x k n

C f f f s

+ ≠ + ≠ + ∈ = =

= ∈ = α − − − < =

= ∈ = α − − − < =

= δ

�

{ }2(1 ) ( ) : [0, 1] .f s+ − δ δ∈
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0
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n

k
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k

f s a ib sδ
=

= δ + δ∑
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(1) (2) (1) (2)( ) ( ) ( (1 ) ) ( (1 ) )k k k k k ka ib a a i b bδ + δ = δ + − δ + δ + − δ

���	δ ∈	C��	�D	���

2 10 1
( ) ( ), ( ) ( ).f s f s f s f sδ δδ= δ== =

;��	=��	@	���>�
��@		=��A�	@	���A�>�
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F�	
���	���	���	�����
���	���������

2 3
0 1 2 3

2 3
0 1 2 3

for ,

( ) ( ),

1
( , ) ( ) ( ) ...,

2

1
( , ) ( ) ( ) ...

2

s s s

p s p s

M s p p s p s a ib s a s ib s

N s p p s p s ib a s ib s a s

∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

= ∈

− = −

⎡ ⎤= + − = + + + +⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − = + + + +⎣ ⎦

�
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1 2

1
( , ) ( ) ( ) ( , ) (1 ) ( , )

2

1
( , ) ( ) ( ) ( , ) (1 ) ( , )

2

[0,1].

M s f f s f s M s f M s f

N s f f s f s N s f N s f

∗ ∗
δ δ δ

∗ ∗
δ δ δ

⎡ ⎤= + − = δ + − δ⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − = δ + − δ⎣ ⎦
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1 1 2 2 1 21 0
R( ) R( , , ) , R( ) R( , , ) ,f f f f f fδ= δ== δ = δ

����

1 2 1 2( ) det R( , , ), (1) det R( ), (0) det R( ).f f f fΔ δ = δ Δ = Δ =

'��	�����
���	������	
��	������	���	���	�����	�= ���	��>�

�������
�	=C$D>

#�	����=�>�	��=�>	∈	��	���

1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0 (0, 1)n n n na a b b− −δ δ + δ δ > ∀δ ∈ =+>

���������$��%���$����������	�= ���	��>	������������������=�= ���	��>	⊂	��>	����������	����Δ=δ>	≠	�
��������δ	∈ C��	�D�
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'()�	�����������������"�$���������������&��%����� 

1 2

1
1 2

(i) ( , ) ,

(ii) ( ) 0 (0,1),

(iii) (R( )R ( )) ( , 0) 1, 2, ..., 2 ,

n

k

C f f H

f f k n−

⊂

Δ δ ≠ ∀δ ∈

λ ∉ −∞ ∀ =

������
1

1 2(R( )R ( )) 1, 2, ..., 2k f f k n−λ = �������"��%��������������������	
1

1 2R( )R ( ).f f−
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J�	����	�����	���	���������	���������	��	�����	C�D	
���		�	��������

=�>	⇒	=��>	J�	�����
�	���	'�����	��
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G= ���	���	δ>	?	δG= ��>	@	=�A	δ>G= ��>�	δ	∈ =��	�>� =">

'��	���������	Δ=δ>	≠	�			∀δ	∈ =��	�>	���	���������	=">	�����

Δ=δ>	=	���=δG= ��>	@	=�	A δ>G= ��>>	≠	��	∀δ	∈ =��	�>�
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���=δG= ��>G
A�
= ��>	@	=�	A δ>J>	≠	��

���	���	����	���������	������

1
1 2

1
det I R( )R ( ) 0, (0, 1).f f−δ −⎛ ⎞− ≠ ∀δ∈⎜ ⎟δ⎝ ⎠

,��	����	��������	
�	�����	����	���	�����������	
1

1 2(R( )R ( )) ( , 0)k f f−λ ∉ −∞ 	���	�	?	��

��	����	���	
����	��������	���	�����	��	���	����������	=��>	⇒	=���>�

=���>	⇒	=�>	F�	�����	����	 1
1 2(R( )R ( )) ( , 0)k f f−λ ∉ −∞ 	�	?	=��	��	����	��>�	�����

1
1 2

1
det I R( )R ( ) 0, (0, 1),f f−δ −⎛ ⎞− ≠ ∀δ∈⎜ ⎟δ⎝ ⎠

���	����

1 2( ) det( R( ) (1 )R( )) 0, (0, 1)f fΔ δ = δ + − δ ≠ ∀δ∈ =4>

(���������	=+>	�	=4>	����	���	���	�����	��	���	�����	�= ���	��>	���	'�����	�� �

������	�������	���		�	��������	��	���	����	��	�	�����<	��	�������	��	�
�	�����<

�����	���	��	�����������

;��	=��	@	���>�
�
�@		=��A�	@	���A�>�

�A��
@	���	@	=��	@	���>���	=��	@	���>	?	�=�>	∈	��

F�	������	�������	���������

1 1)

1
1 0 0

2
1 1 1 1 0 0

1
2 0 0

1 1 1 1

(( ) ) (( ) ),

1 1
( , ) [ ( ) (( ) )] [( ( ))

2 2

( ( )) ... ( ( )) ] ,

1 1
( , ) [ ( ) (( ) )] [( ( ))

2 2

( ( )) ... (

n
n n

n
n n n n

n
n n

n n n

p s p s

D s p p s s p s a a i b b

a a i b b s a a i b b s

D s p p s s p s a a i b b

a a i b b s a

∗ ∗ − −

∗ ∗ −

− −

∗ ∗ −

− −

=

= + = + + − +

+ + + − + + + + −

= − = − + + +

+ − + + + + − 2
0 0( )) ] ,nna i b b s+ +
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�� I=��	@	���>P=��	@	���>I	H	��

�� ������������	*�=��	�>		����	*�=��	�>	����������!������������$��$��	I�I	?	�		����������������

*�=��	�>	���������������������������		*�=��	�>�

;��	 ��=�>�	 ��=�>		�	����������	�������	 ��	 =M>	���	 �δ=�>	∈ �=���	 ��>�	F�	���	
����	 ���

���������	�δ=�>		��	���	����

�δ=�>	?	*�=��	�δ>	@	*�=��	�δ>�

�����

1
1 1 1 1 2

1
2 2 1 2 2

1
( , ) [ ( ) (( ) )] ( , ) (1 ) ( , ),

2

1
( , ) [ ( ) (( ) )] ( , ) (1 ) ( , ),

2

[0,1].

n

n

D s f f s s f s D s f D s f

D s f f s s f s D s f D s f

δ

δ

∗ ∗ −
δ δ

∗ ∗ −
δ δ

= + = δ + − δ

= − = δ + − δ

∀δ ∈

;��	��		����	����<	=�>	
���	���	������������	��	����������	*�=��	�δ>�	*�=��	�δ>�	
����
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��	��	���
���Q�	���	�����	�����	����	����<	��	��	�����	��	���

���	�������	������	��		δ ∈ C��	�D�	;��	��	�������

1 1 2 2 1 21 0
R ( ) R ( , , ) , R ( ) R ( , , ) ,S S S Sf f f f f fδ= δ== δ = δ

����

1 2 1 2( ) det R ( , , ), [0,1], (1) det R ( ), (0) det R ( ).S S S S S Sf f f fΔ δ = δ δ ∈ Δ = Δ =

'��	'�����	#	��	�����

�������
"	=C$D>

#�����	�������	��=�>	���	��=�>	������	+�	���

I=��=δ>	@����=δ>>P=��=δ>	@����=δ>I	H	��		∀ δ ∈ =��	�> =��>

����� ���� �����		�= ���	 ��>� ��� +$���� ������	 =�= ���	 ��>	⊂	+�>	 ��� ���� ���	� ��� ���� �����������

Δ�=δ>	≠	�	��������δ ∈	C��	�D�

O�
	
�	�����	�����	�	������	
����	��	�����������	��	'�����	#�

�������
#

#�	����=�>�	��=�>	∈ +�	����$�����$�����������	����	��������δ=�>	∈	�= ���	��>	������	����&�����	

',-)������������������"�$���������������&��%����� 
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 (i) ( , ) ,

 (ii) ( ) 0 (0, 1),

(iii) (R ( )R ( )) ( , 0) 1, 2, ..., 2 ,

n

S

k

C f f S

f f k n−

⊂

Δ δ ≠ ∀δ∈

λ ∉ −∞ ∀ =

������
1

S 1 S 2(R ( )R ( )) 1, 2, ..., 2k f f k n−λ = 	�������"��%�������������������		
1

S 1 S 2R ( )R ( ).f f−

�����	��	����	������	��	���������	��	�����	��	������	$�	J�	��	������	��	������	����

G�= ���	���	δ>	?	δG�= ��>	@	=�	A	δ>G�= ��>�	δ ∈	=��	�>

���	��	���	�������	M	���	 �

$
����
�

.������$������������$������������������	������� 

��=�>	?	=�	A	�>�
�
	@	=�	A	��>�	@	=�	A	��>	?	=�	A	�>=�	@	�	A	�>=�	@	�	@	�>�
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�
	@	=$	@	$�>�	@	=�	@��>	?	=�	@	�>=�	@	�>=�	@	�>�
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�= ���	��>	?	Bδ��=�>	@	=�	A	δ>��=�>	!	δ ∈	C��	�DE	?

													?	B � =�>	?	C�	@	�=�	A	�δ>	D��	@

												@	C$	A	δ	@��=$	A	 δ>D��@	C�	@	�=�	A	Mδ>DE�

���������$��	G= ��>�	G= ��>	��������������� 

1 2

1 –2 2 0 1 3 2 0

0 1 –2 2 0 1 3 2
R( ) , R( )

0 – 2 –2 0 3 2

– 2 –2 0 3 2 0

i i

i i
f f

i i i i

i i i i

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

��������������

1
1 2

1 0 0 5

0 1 5 01
R( )R ( ) .

0 5 1 06

5 0 0 1

i

i
f f

i

i

−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥= −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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A�
= ��>	���������������

2
1 2

1 2
2

det( I R( )R ( )) ,
3

f f− ⎛ ⎞λ − = λ +⎜ ⎟⎝ ⎠

�����λ
=G= ��>G
A�
= ��>>	∉	=A∞�	�>	=�	?	��	��	$�	M>/����$�����������		�= ���	��>		��	&��
��'	���	��
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