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Adam Slusarczyk

Sterowanie i synteza regulatora minimalnoczasowego
dla oscylacyjnych systemow liniowych drugiego rz¢du

1. Wprowadzenie

Problem sterowania minimalnoczasowego polega na okresleniu sterowania, ktore
w najkrotszym czasie realizuje dany cel. Synteza regulatora czasooptymalnego w uktadzie
oscylacyjnym drugiego rzedu byta wielokrotnie dyskutowana w literaturze. Bedziemy roz-
wazac przypadek klasyczny (system liniowy stacjonarny), gdy dynamika obiektu sterowa-
nego opisana jest rOwnaniem

X(@)+ aqyx(t) + arx(t) = u(t) )
gdzie stale ay, a, € R speiaja nierdownos¢ a12 —4a, <0, aobszar sterowania U: |u(t)| <1.

Problem minimalnoczasowy obiektu sterowanego (1) bedzie rozumiany jako przepro-
wadzenie systemu z dowolnego stanu poczatkowego X0 = (xg, Xp) € R? (w chwili ¢,) do
stanu koncowego x* = (X, %) e R? (w chwili #;) w minimalnym czasie T =¢#; —t; < o°.
Dla prostoty rozwazan zakladamy, ze stan koncowy jest dany i rowny 0 = (0, 0).

Przyjmijmy a, = 2a, a, = o° i zapiszmy dane réwnanie (1) w znormalizowanej postaci

¥+2at+0°x=u 2)

gdzie o > 0, a’ < o’

System (2) jest rownowazny systemowi (3) w postaci kanonicznej

Lﬂ ) LZZ _la}m}m [;ﬂ: m 3)

dzie x, X, to nowe zmienne.
1> X2
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Transformujemy system X (3) do systemu podobnego Y:

0
] [-a - 1
et A E B 4 T
V2 b —afly> 5 x| [—a —b][»
gdzie y;, y, to nowe zmienne i b=+ o’ —a® >0.
Procesy optymalne w systemach X i Y odpowiadaja sobie jednoznacznie, przy czym
macierz stanu dla Y (4) jest prostszej postaci.
Celem uproszczenia zapisu operacji obrotu, a przede wszystkim zwigkszenia przej-
rzystosci niektorych wzorow, bedziemy dalej utozsamia¢ elementy y = (yq,y,) przestrze-

ni R*z punktami y = y; + jy, na plaszczyznie zespolonej C. Zatem rownanie (4) przyjmie
postaé

y=(—a+jb)y—j%u )

Sterowanie optymalne # przyjmuje warto$ci na brzegu dU obszaru dopuszczalnego U.
Dla u = #1 odcinek trajektorii uktadu Y (5) jest odcinkiem trajektorii uktadu Y,

. . .1

y=(atibyFi, (©)
gdzie bierzemy odpowiednio albo gérne, albo dolne znaki. Po przeksztatceniu (6) do postaci:

. . 1-ja/b

S=Caripy-h), b=+ 170 @

a”+b
mozna tatwo wywnioskowaé, ze rozwigzaniem ogblnym réwnania (6) jest:
2‘P
y=hy+Ce?l eI @=br+y 8)

gdzie C iy — dowolne state.

Zatem dla u = +1 trajektorie uktadu Y (5) sa spiralami logarytmicznymi o biegunie
w punkcie k., przy czym dla a = 0 redukuja si¢ do okrggéw.

Dalej bedziemy zaktadaé, ze parametr a # 0, a w szczegdlnym przypadku systemu bez
thumienia, tj. gdy a = 0, prezentowane wzory nalezy rozumie¢ w sensie granicznym a — 0.

2. Sterowanie optymalne w systemie zamkni¢tym

W systemie Y opisanym réwnaniemi (4) lub (5) sterowanie optymalne i jest funkcja
stanu y. Szukamy takiej zalezno$ci sterowania od stanu #(y), ktora zapewni realizacjg ste-
rowania optymalnego w uktadzie zamknigtym. Synteza regulatora ze sprz¢zeniem zwrot-
nym #(y) uzyskana jest na drodze posuwania si¢ wstecz, to jest od stanu koncowego do
poczatkowego, czyli przeciwnie do kierunku biegu czasu wzdluz trajektorii rozwiazania,
i przez zaznaczenie, gdzie & zmienia znak na ptaszczyznie standéw [7]. Miejsce geometrycz-
ne punktéw przelaczen na plaszczyznie standw tworzy tak zwang krzywa przelaczania.
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2.1. Krzywa przelaczania

Krzywa przetaczania W sktada si¢ z punktow, w ktorych optymalne trajektorie przeta-
czajq si¢ z rodziny rozwiazan Y, do Y_ (6) i na odwrét. Krzywa przetaczen (rys. 1) wyzna-
czamy, idac od punktu koncowego 0 w kierunku przeciwnym do biegu czasu [2, 7, 15].

Y2

EAW,;:“\J" :byz\:or ey /\ / |
=
/ W\—/W\l_/p . Q(0)Q (”)Q+(0) B(Ih) Y

010

Rys. 1. Krzywa przetaczania W (a > 0)

Niech WtU bedzie tukiem standardowego rozwiazania systemu Y, zbiegajacego do 0
a
0 7(7[_([)) :
Wy ={y=h.(1+eb el?) 0<o<m} 9)
gdzie h, okreslone jest zaleznoscia (7). Oznaczmy przez Q. jednokladnosé
Qi()’):eb +(1+€” ) hy —e” (y+0tgh— h.) — Ctgh h+ (10)
Woweczas krzywa przetaczania W mozemy zapisa¢ [15] jako sumeg mnogosciowa:
W =W, UW_ {0}, W =J" W), Wl=0{W) (n=1,2, ..) (11)
gdzie zbiory W.) sa zdefiniowane przez (9) oraz przeksztalcenie
Lan
"(y)y=eb (y+ctgh ™" ) —cteh " h (12)
0:(y) (yroigho hy)—cigh™ hy
jest n-krotnym ztozeniem przeksztatcenia Q.. (10), przy czym Qﬂ_g0 =I (I — identyczno$¢).

Zaznaczmy, ze w przypadku systemow niestabilnych obszar D na ptaszczyznie stanéw,
w ktoérym synteza jest mozliwa do uzyskania, jest ograniczony.
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Krzywa przetaczania W jest dla a = 0 jednowartosciowa na catej osi y;, adlaa <0 —
w przedziale

1 —an
<Re[ lim Q" (0)] = Re[—ctgh 2T h, | = —— ctgh —& 13
|y]| [I’l—>°°Q+( )] [ g 2b +] a2+b2 g 2b ( )

Korzystajac z zaleznosci (9)—(12), mozna zapisac funkcj¢ y, = W(y;) w postaci uwi-
ktanej [15].

2.2. Plaszczyzna fazowa

Synteza regulatora optymalnego polega na wyznaczeniu sterowania optymalnego
w funkcji stanu #(y). Dla a = 0 synteza ta moze by¢ przeprowadzona na calej ptaszczyznie
D=R*(C).

Rys. 2. Rodzina trajektorii optymalnych na plaszczyznie fazowej D (a < 0)
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Jezeli a < 0, to rozmiary tukow Wto, th, Wtz, ... maleja w postgpie geometrycznym
i w konsekwencji synteza sterowania optymalnego moze by¢ przeprowadzona tylko
w ograniczonym wypuklym wycinku ptaszczyzny D (rys. 2), ktérego brzeg oD jest sumg
hukow (8):

—a

e7(pejq’): 0<op<m} (14)

D =0D, UOD_, D, ={y=h,(1+—

eb -1
Dla stanéw y € dD (14) system Y (5) przy sterowaniu optymalnym #(dD,) = +1 jest

warunkowo stabilny i oscyluje z okresem T = 21/b.
Plaszczyzng fazowa D mozemy zapisaé jako sume¢ mnogo$ciowa:

D=D"uD” Ukt UL U{0}
a
DY ={y=h,(z+1): zebargz+1<ctghﬂ, O<argz<m 15
I =5 2

B ={Ah: 0<A<1}

2.3. Synteza regulatora optymalnego

Niech obszary D, i D_ bgda zbiorami wynikajacymi z podziatu przez krzywa przeta-
czen W (11) ptaszczyzny fazowej D (15):

D=D,UD_UW, Dy={y=y +jy,eD: ty,>tW(y)} (16)

W przypadku gdy a < 0, obszary D, i D_ ograniczone sg krzywa W (11) oraz odpo-
wiednio tukami dD* i dD™ (14) (rys. 2). Do kazdego stanu nalezacego albo do galezi W,
krzywej przetaczen, albo do zbioru D., przyporzadkowane jest sterowanie optymalne
(D, v W,) = %1 i prawo sterowania optymalnego mozemy zapisaé w postaci

sgnly, -W(y;)] ye D\(W, UW_)

17
+1 yeW, a7

a(y =y +ijyz) ={

Zauwazmy, ze wzor (17) dla y = 0 daje prawidtowa wartos¢ (0) = 0.

Niech € oznacza warto$¢ (+1) sterowania optymalnego # w chwili poczatkowej £, lub
sam znak (*) w przypadku indeksowania (na przyktad W_; dla € = -1 to naturalnie W,).
Rozwazmy punkt y° = y(z,) odpowiadajacy ekstremum funkcji y; (y; = x) w przedziale cza-
su—m/b < t—ty=m/b (rys. 3). Korzystajac z funkcji i (17), mozemy wyznaczy¢ znak

e=u(y") (18)
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Jezeli € = -1, to w chwili ¢, mamy maksimum, a jezeli € = +1 — minimum funkcji y;.
Punkt y¢ jest punktem przecigcia trajektorii uktadu Y, (6) z pofprosta e_, wyznaczong przez
h_g:

¢ = y(t§ —n/b)y(t +n/b)ne. e=i(y")

—a

Y3 3§~y +b) = {y =g + (30 —hp)e b P im<v<m (19)

ee={y=M_, :0<A<oo}
Stad dostajemy nastgpujacy wzor okreslajacy warto$¢ (nieujemna) ilorazu y*/h_g:

—a

ol

¢ (20)
y0

z0_1+h_, e= a(y")

gdzie arg (z) oznacza argument glowny liczby z € C z przedziatu (=, xt].

Wykorzystujac wyprowadzong zalezno$¢ liczby y°/h_g od y0 (20), mozemy stwierdzié,
ze w przypadku a < 0, jesli y* € D, U W,, gdzie & okreslone jest rownaniem (18), to zacho-
dzi nieréwnos$¢

e n
y . 0%(0) —an
— < lim =——~= =ctgh——
n—soo & 2b 1)

—& —&

Warto tez wspomnieé, ze mozemy tatwo wyznaczy¢ liczbg przetaczen (k—1) w zalez-
nosci od warunkéw poczatkowych y® € D z nastepujacej nierownosci podwéjnej [15]

()
h,

2 _
h

—&

e
Y < (22)
n,

3. Sterowanie optymalne w systemie otwartym

Wyznaczanie sterowania optymalnego w systemie otwartym sprowadza si¢ do znale-
zienia takiego sterowania dopuszczalnego u, bedacego funkcja czasu u(¥), ze funkcjonat
jakosci, tu czas t;, osiaga przy nim warto$¢ minimalng. W poréwnaniu z zadaniem sterowa-
nia optymalnego w systemie regulacji zamknigtej, zadanie sterowania optymalnego w sys-
temie otwartym jest rozwiazywane przy danych ustalonych warunkach poczatkowych.
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Sterowanie optymalne # moze w przedziale ¢, < ¢ < t;, zmieni¢ znak skonczona liczbg
(k—1) razy i wobec tego ma posta¢ sterowania przekaznikowego

i) =t —19) = 2-1(t 1) +2-1(t = t5) —...+ (~)* 121t —1, ) +
(23)
+ (DM -1)]
gdzie:
t, by, ..., 41 — kolejne chwile przetaczania,
€ — znak sterowania optymalnego # w chwili ¢,
1(¢) — funkcja skoku jednostkowego: 1(f)=1dlar=0i1(#)=0dlaz<0.

W celu okreslenia optymalnego sterowania nalezy zatem wyznaczy¢ znak € (%), czasy
przelaczen ¢, t, ..., {;_; 1 minimalny czas koncowy sterowania ¢,.

Wyznaczenie znaku €, czyli poczatkowej wartosci sterowania u(t,), sprowadza si¢ do
omdéwionej syntezy regulatora optymalnego (optymalnego uktadu sterowania). Dla kazde-
go systemu Y (5) o réznych warunkach poczatkowych y0 nalezacych do obszaru sterowal-
nosci D, istnieje doktadnie jedno sterowanie optymalne & (17), ktore steruje y0 do poczatku
uktadu 0 i w konsekwencji znak / moze by¢ okreslony réwnoscia (18).

3.1. Trajektoria optymalna

Zat6zmy, ze warunki poczatkowe y0 = y(t,) wymuszaja poczatkowe sterowanie opty-
malne u(t;) réwne € (18).

Niech k oznacza liczbg przedzialow ciaglo$ci optymalnego sterowania potrzebna do
przeprowadzenia uktadu z dowolnego niezerowego stanu y0 do stanu koncowego yk =0.
Trajektoria optymalna y (spetniajaca zasad¢ maksimum) na ptaszczyznie stanow moze by¢
woOwczas opisana nastgpujaco [15].

Punkt y = y(?) porusza si¢ po trajektorii uktadu Y, (6) od punktu poczatkowego
y0 = Y(ty) do punktu przetaczenia y1 = Yy(t,) zakreslajac tuk yoyl, ktory wzgledem punktu
hg wyznacza kat B, (0 < B, = m); t; — ty = B,/b. Dalej sterowanie zmienia znak # () = —¢
i punkt y porusza si¢ po trajektorii uktadu Y_; (6) az do punktu przetaczenia y2 = y(t,),
zakres$lajac tuk ylyz, ktéry wzgledem punktu h_¢ wyznacza kat B, = T, po czym sterowanie
ponownie zmienia znak u (¢,) = €.

W ciagu jednakowych odcinkéw czasu t, —t; = ... = t;_; — t;_, = /b punkt y porusza
si¢ na przemian po trajektoriach uktadéw Y, i Y_ dla kolejnych u = +1 i u = —1, zakreslajac
tuki yYy?, ..., Y21 i odpowiadajace im katy B, = ... = Biy = T wzgledem punktéw h, i h_.

Ostatni etap optymalnego ruchu punktu y (konczacy sig w ¥k = ¥(t;) = 0) odbywa sig
po tuku yk‘lyk c (—l)k_] WSU, ktory wzgledem punktu (—1)/‘_]hs wyznacza kat B
(0 < By =m); t,— t,_; = Pi/b. W ostatnim przedziale czasu ,_; = ¢ < t; sterowanie optymalne
jestréwne u (4_y) = (—1)k_]£.
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Zgodnie z przedstawionym rozwazaniem trajektori¢ optymalna y mozemy zapisac jako:

k-1
y=U_ 7y

P : : : . ()
yl—lyl — {y — (_1)1—1h8 +[y i-1 _(_1)l—lh8]e(—(l+]b)(l—t,-_1) tt_l <t< tt}

gdzie b(t;—t, 1) =B;;i =1, 2, ..., k. Trajektoria y spetnia warunki y(¢) = Wi Yy = Y=o

Uwzgledniajac rownosci t,—t] = t3—tp = ... = t;_; —l}_, = T/b w rOwnaniu (24) moze-
my okresli¢ punkty yz, y3, ey yk'1 w zaleznos$ci od yl. Korzystajac z przeksztatcen @8_1
i Q_s_1 (10), kolejne punkty przetaczen mozemy zapisac: ¥ = —Q_s_l(yl), y = —Qs_l(yz)
itd., a wobec tozsamosci —Q, ' (y) = Q_. ' (-y), dostajemy wzor na kolejne y"

7(

L a(n-1)
Oy =D =t T (o - ctgh ) ctgh S, 25)

dlan=2, ..., k—1. Tak wigc punkty Ly (—1)I‘yk'1 leza na jednej prostej (rys. 3).

| ».

Rys. 3. Trajektoria optymalna y dla warunku poczatkowego y(#)) = y0 (e=-1,a>0,k=5)

Podobnie z réwnania (24), wyznaczamy zalezno$é y' od kata B, = b(t, — to)

—a

yl=n+p° —hg)JBleiBl (26)
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Posuwajac si¢ wstecz po trajektorii optymalnej y (24), mozemy rowniez znalez¢ za-
leznos$¢ wiazaca y1 z katem B = b(t;,—t;_,). Punkt yk = 0 otrzymujemy przez odpowiedni
,0brot” punktu yk_1 o kat B, wokot punktu (—l)k_] hg, a sam punkt yk_1 zalezy od y1 wedtug
wzoru (25) dla n = k—1. Stad otrzymujemy ostatecznie

(k=2)

a a a
y - Qfg_z[hg(ebﬁk e IR -1)]= hg[ebn (eka e IR —1-ctgh ;—Z) +ctgh %] 27)

Zatem do okreslenia wszystkich punktow przetaczania yl, y2, ooy yk_1 lub wyznaczenia
trajektorii optymalnej y wystarczy znalez¢ katy By i B (ewentualnie czasy ¢ i ;) oraz
liczbe k.

3.2. Wyznaczanie momentoéw przelaczania sterowania optymalnego

Zajmiemy si¢ teraz obliczeniem chwil przelaczania ¢, t,, ..., t; sterowania u (23)
w zaleznoséci od warunkdéw poczatkowych y0 oraz parametrOw rownania roézniczkowego.
Czasy przelaczen moga by¢ wyznaczone rownaniami (26) i (27) i zaleza posrednio od licz-
by przetaczen (k— 1), ktdra najprosciej moze by¢ wyznaczona z nierdéwnosci (22).

Z opisu trajektorii optymalnej y wynikaja nastgpujace wzory na czasy przelaczania:

t1:t0+% (0<B1STE)
ti=t1+(i—1)g (i=2,....k-1) (28)
=t + Dk (0<By <

S kST

Wobec zaleznosci (18) i (28) zagadnienie syntezy sterowania u (23) sprowadza si¢ do
wyznaczenia katow B; i B oraz liczby przetaczen (k — 1).
W przypadku y* € W{® (9), czyli k = 1, kat B, mozemy wyznaczy¢ z zaleznosci (26):

L _b 10 0 y’
Blzarg—z—ln‘z ‘, 2 =1--— (29)
2 a he
Zatoézmy dalej, ze y0 ¢ Wgo, czyli nie zachodza rownosci (29) i k > 1. Celem znalezie-
nia zalezno$ci migdzy katami B, i B, oraz liczba k, znajdzmy punkt y1 przecigcia trajektorii
Y(t"W(to + T/b) systemu Yj (6) z tukiem W_*2 = 0 #2(W_0) (11) (rys. 4):

¥t = ¥yt +n/b) AWE2

Yy Y@y +a/b) =y =h, +(3° —h)e b e 0<v<n) (30)

2 r(k-2) “o-m) .
W2 ={y=eb [h(1+e? eJ(P)—ctgh;—7bth8]+ctgh;—Zh8: 0<o<m}
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Zapiszmy tuk trajektorii 1 tuk krzywej przetaczania z zaleznosci (30) w postaci:

—a
—V .
y—h =y -h)et ¢ :0<v<n

. 31)
a —a —r(k=1)
Yatk-) Yo . e _
y—h =—h(ct e ef+2——): O0<g@<nm
egn—l
“ &),

Rys. 4. Punkt yl przecigcia trajektorii y(t0+)y(t0 +w/b) systemu Y,
z tukiem W F2 (a> 0, k=5)

Prawe strony rownan (31) definiuja dwa wektory [hg, y(0)] i [he, ()] (0 dlugosciach
zaleznych od katow v i @), ktére pokrywaja sig, tworzac wektor [k, yl] dla pewnych warto-
sciv =v"1¢ = ¢’, co mozemy zinterpretowac graficznie na ptaszczyznie standéw jako utwo-
rzenie przez uktad trzech wektorow trojkata (rys. 4)

hey' = Q"7 (h )+ 0% (h )y (32)

Zauwazmy nastgpnie, ze V' = 3 (26) 1 " =t — B (27).
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Uwzgledniajac te rownosci w (31), dostajemy nastepujace rOwnanie wiazace katy By,
By 1 liczbg k:

0 92 9 a
=2 ye b b P i o™ i) _ o
h,
L T4 k-2)
A, R =2(1+e b +..t+eb )= (33)
_an(k 1) an
- - —an : “r _
_ 21—6 b _ 2GE(IC—Z) sinh b (k=1)
ey sinh 2~
1-e?b 2b

gdzie0<B; Smi0<PB <.
Z réwnania (33) dostajemy réwnanie podwojne:

0
Bi=fiBO= B 2 =1-2-
he
5
fi@)=arg( by rarcetg AT TG po oLy 9y
z s o z
0
Z
fo(@)=21n ! k-

\/ a a
—20 —o )
eb —2Aeb cos o+ A

gdzie funkcje fi(ar) i fo(o0) sa zdefiniowane dla 0 < oo =7 oraz A dane jest wzorem (33).
Mozna sig¢ spodziewal, ze rownanie (34) jednoznacznie okre$la katy 8, i B, oraz liczbg k.
Aby to wykaza¢, rozwazmy w dziedzinie 0 < o <t funkcje

g(0) = fi(0) = f> (V) (3%

Oczywiscie miejsce zerowe funkcji g(o) (35) jest réwne B dla pewnego k (34). Po-
chodna
2o
dg A(%-l—%)e b sin o
do N ;aza ;aa
A“eb —2Aeb cosa+1

(36)

ma staty znak sgn g (o) = sgn o0 w przedziale 0 < o < 7.
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Whynika stad, ze funkcja g(o) jest monotoniczna w przedziale 0 < o0 < 7, a poniewaz
jest rowniez ciagta, wigc rownanie g(o) = 0 ma doktadnie jeden pierwiastek w przedziale
0 < o < 7 (oczywiscie réwny By), jezeli zachodza nierdwnosci:

a-g0")<0 i a g(m=0 (37

Nieréwnosci te prowadza do nierownosci podwadjnej

—-a 1

g L
k-1 <1+31n[1+(‘z°‘eb 2 1) teh Ly <k (38)
an 2b

gdzie 2 = 1-y"/h,.
Stad liczba przelaczen jest wyznaczona jednoznacznie i wynosi

2b / y° an
k-1=|—In |I+—1tgh—
an h_ £ 2b (39)

gdzie y°/h_g > 0 dane jest wzorem (20), a [l 1 oznacza najmniejsza liczbg catkowita, ktora
jest wigksza badz rowna [ (/ € R). Zauwazmy, ze wzor (39) jest rowniez stuszny dla punktu
poczatkowego y0 € WSO (9), w ktérym zachodzi rownos$¢ (29) (y’/h_¢ = 0), czyli dla k = 1.

3.3. Przypadek systemu oscylacyjnego bez ttumienia

Jezeli wspolczynnik thumienia a = 0, odpowiednie wzory wyprowadzone dla a # 0 na-
lezy zmodyfikowa¢. Wszystkie wzory znalezione dla a # 0 sa rowniez prawdziwe w grani-
cy, gdy parametr a — 0. W szczeg6lnosci rownanie (33), gdy a — 0, przyjmie postac:

0 . .
(1—2—) elbr_eimB) — 4 A= lim A5 k) =2(k=1) (40)

€

W przypadku k > 1 z réwnania (40) mozemy znalezé jawne wzory na katy B i By

2 2
A? —1+‘z0‘ A? +1—‘z0‘

1
B, =arg —p Tarccos , Py =arccos (41)
Z

2A‘z°‘

gdzie 2* = 1-y'/hg i A = 2(k— 1) (40).
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Liczbe k mozemy wyznaczy¢ ze wzoru (39) dla a — 0 lub z réwnania (41) na kat
0 < By £, ktére przepiszmy w postaci:

2 2
‘z“‘ —(A-1)? (A+1)2—‘z0‘
24 - 24

cosf, =1- -1 (42)

Poniewaz —1 < cos B < 1, wiec z (42) widaé, 7e A—1<[t*| <A+ 1. Stad i z (40)
mamy:

k—1<%(l+‘z0‘)sk (43)

gdzie 7% = 1 —yo/he.

Ostatecznie w przypadku parametru a = 0 liczba przetaczen

_| 1y
k—1_{2 h_g] (44)

gdzie y*/h_g = |1 —y°/he| — 1 (20). Wz6r (43) pozostaje stuszny dla warunku poczatkowego
¥ e W, (9), w ktérym zachodzi rownosé |1 —y*/hg| = 1 (y/h_¢ = 0), czyli dla k = 1.

Na koniec odnotujmy, ze minimalny czas T potrzebny do przeprowadzenia uktadu do
stanu koncowego 0 jest rowny (28)

T=tk _to=w (45)

gdzie katy B, i B, sa okreslone przez (34) lub (41), a liczba k — przez (39) lub (44).

4. Podsumowanie

W artykule przedstawiono syntezg¢ czasooptymalnego regulatora i sterowania dla sys-
temu oscylacyjnego liniowego drugiego rzedu. Wyznaczono wzor na liczbg przelaczen
w funkcji warunkéw poczatkowych oraz parametrow réwnania rézniczkowego. Podano za-
leznosci analityczne pozwalajace na obliczenie czaséw przetaczen sterowania czasoopty-
malnego.

Zawarte w pracy rozwazania mozna bezposrednio uogolni¢ na uktady oscylacyjne li-
niowe drugiego rzgdu przy sterowaniu dwu- 1 wigcejwymiarowym. Jednak liczba przypad-
kow, gdzie dynamika obiektu moze by¢ modelowana rownaniem (1), jest bardzo ograniczo-
na. Jednym ze znanych zastosowan jest sterowanie silnikow odrzutowych [1].
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