
����������	
	���
	
	���	��	
	������	�

� �������	�����������	��������	� �!�"��#$��!�"��	%	�����%��

&'

����	()����"���

�������	
��
��
	�����������������
	
���	����������

�������
���
�	
����
��������
	
��
�������
���������

������������	
�

Problem sterowania minimalnoczasowego *���+�	 ��	 ����,���	
	 �����
��	��	 �����

	��jkrótszym czasie realizuje dany cel. Synteza regulatora czasooptymalnego 
	
�-���	�
���y����.���	��
+	�+�	��/�
	0�-�	
	��������	�	����
��
���	
	�	�����
���1 B/��	���	����

�2�3	*���*����	��������� (system liniowy stacjonarny), gdy dynamika obiektu sterowa-
nego opisana jest równaniem

1 2( ) ( ) ( ) ( )x t a x t a x t u t+ + =�� � (1)

gdzie ���-�	 1 2,a a ∈R 	�*�-�	�.4	�	���
��,3	 2
1 24 0,a a− <  a obszar sterowania U: ( ) 1.u t ≤

Problem minimalnoczasowy obiektu sterowanego (1) 0/��	�	���
�	���	.���	przepro-
wadzenie systemu z dowolnego	����
	*���4���
�+� 2

0 0( ,  )x x= ∈0
�x R  (w chwili t0) ��

����
	��5��
�+�	 2( ,  )k kx x= ∈�
kx R 	(w chwili tk) w minimalnym czasie 0 .kT t t= − < ∞

Dla prostoty roz
�2�5	���-������	2� stan ko5cowy jest dany i równy 0 = (0, 0).
Przyjmijmy a1 = 2a, a2 = ω2 i zapiszmy dane równanie (1) w znormalizowanej postaci

22x ax x u+ + ω =�� � (2)

gdzie ω > 0, a2 < ω2.

System (2) .���	��
��
�2�y systemowi (3) w postaci kanonicznej

1 1 1
2

2 2 2

0 1 0
,

2

x x x x

x x xu xa

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−ω −⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

�

� �
(3)

gdzie x1, x2 to nowe zmienne.
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Transformujemy system X (3) do systemu podobnego Y:

1 1 1 1

2 2 2 2

0
1 0

,1
y y x ya b

y y x yb a a bu
b

⎡ ⎤− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥= + =−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

�

�
(4)

gdzie y1, y2 to nowe zmienne i 2 2 0.b a= ω − >
Procesy optymalne w systemach X i Y ��*�
	���.4	��0	�	 .����������	�, przy czym

macierz stanu dla Y (4) jest prostszej postaci.
Celem uproszczenia zapisu op����.		�0���
�	�	 *�����	
������	�	�
	/�����	�	 *���.�

��y���,�		�	�������7	
����
�	 0/��	���	dalej 
��2���	�3	��������	y = (y1, y2) przestrze-
ni R2 z punktami y = y1 + jy2	��	*-������8�	�	���*�����.	C. Zatem ��
���	�	96:	*���.�	�
*����3

1
( j ) ja b u

b
= − + −�y y (5)

Sterowanie optymalne û	*���.�
.�	
����,�		��	brzegu ∂U obszaru dopuszczalnego U.
Dla u = ±1 odcinek trajektorii 
�-��
	Y (5) jest odcin�	��	���.�����			
�-adu Y±

1
( j ) ja b

b
= − +� �y y (6)

gdzie bierzemy odpowiednio albo górne,	��0�	�����	����	1	;�	*��������-���	
	9�:	�� postaci:

2 2

1 j
( j )( ),

a b
a b

a b
± ±

−= − + − = ±
+

�y y h h (7)

��2��	-��
�	
�
�	����
�3�	2�	���
	4���	��	�+�����	��
���	�	9�:	.���<

j ,Ce e �

a

b bt
− ϕ ϕ

±= + ϕ = +y h (8)

gdzie C			γ	=	��
����	���-�1
Zatem dla u = ±1 trajektorie 
�-��
	Y (5) �4	 �*	�����		 ��+���tmicznymi o biegunie

w punkcie h±, przy czym dla a = 0	���
�
.4	�	/	��	���/gów.
>���.	0/��	���	���-���3�	2�	*�������	a ≠ 0�	�	
	�����+�����	*���*���
	������
	0��

�-
�	enia, tj. gdy a = 0,?*�������
���	
����	����2�	���
�	�3	
	����	�	+���	�����	a → 0.

����������	
�����
���	�����
����
������	
��
�

W systemie Y opisanym równaniemi (4) lub (5) sterowanie optymalne û .���	@
���.4
����
	y. Szukamy takiej	����2��,ci sterowania od stanu û(y:�	�����	��*�
�		����	���./	����
��
��	�	�*�������+�	
	
�-���	�	�����	/���1	A������	��+
������	��	�*��/2��	��	�
����
���	û(y)	
�������	 .���	��	������	*��

��	�	�	/	
������	 ��	 .���	��	����
	��5��
�+�	��
*���4���
ego, czyli przeciwnie do kierunku bieg
	����
	
��-
2	 ���.�����			���
	4���	��
		*����	����aczenie, gdzie û	��	��	�	����	��	*-������8�	�	stanów [7]. Miejsce geometrycz-
ne punktów prze-4���5	��	*-������8�	�	�����
	�
����	���	�
��4	krzyw������ ���ania.
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�

����
�	*���-4����	�	W	��-���	�	/	�	*
����
�	
	������7	�*�������	���.�����	�	*���-4�
���.4	�	/	�	����	��	���
	4��5	Y+ do Y– (6) i na odwrót. K���
4	*���-4���5	(rys. 1) wyzna-
czamy,		�4�	��	*
���
	��5��
�+�	0 w kierunku przeciwnym do biegu czasu [2, 7, 15].

"
�����	������	����	
����
�	�	��?C?��

Niech W±
0	����
�		��
��	�������������	����

���
�	�������	Y± zbiega�
�ego do 0

(� �0 j{ (1 e e ) : 0 ��

a

bW
−ϕ ϕ

± ±= = + ≤ ϕ <y h (9)

gdzie h± ���������	����	���������

 (7). Oznaczmy przez Q±  jed���	������

� � � � �
( ) e (1 e ) e ( ctgh ) ctgh

2 2

a a a

b b b a a
Q

b b± ± ± ±= + + = + −y y h y h h (10)

Wówczas k����
	����	
����
�	W ������	���
��� [15] jak�	����	�������
��
 

0
0

{ }, , ( ) ( 1,  2,  )n n n
n

W W W W W W Q W n∞
+ − ± ± ± ± ±== ∪ ∪ = = =0 �� (11)

gdzie zbiory W±
0 �
 zdefiniowane przez (9)	����	���������	���
�

� � �
( ) e ( ctgh ) ctgh

2 2

a
nn b a a

Q
b b± ± ±= + −y y h h (12)

jest n!�������	�	o���
��	���������	���
�	Q± (10), przy czym Q±
0 = I (I	"	
������������.

#��������$	��	� przypadku systemów niestabilnych obszar D	��	�	������%�
�	��anów$
�	��&���	�������	����	����
��	��	�������
�$	����	�����
�����'



() *���	+���������

Krzywa ����	
����
�	W jest dla a = 0 jednowarto��
���	��	��	��	��
	y1, a dla a < 0 –
w przedziale

1 2 2

� � �
Re[ lim ( )] Re[ ctgh ] ctgh

2 2
n

n

a a
y Q

b ba b
+ +→∞

−< = − =
+

0 h (13)

,��������
�	�	���������
	�D�"�-.�$	�����	���
���	/������	y2 = W( y1�	�	������
	��
!
�	����	[15].

�����#	����������$�����

Synteza regulatora optymalnego polega na wyznaczeniu sterowania optymalnego
w funkcji stanu û(y). Dla a =?�	�������	��	��2�	0�3	*���*��
������	��	��-�.	*-������8�	�
D = R

2 (C).

"
�����	E���
��	���������

	����������0	��	�	������%�
�	/������	�	��?F?��



1�������
�	
	�������	����������	�
�
��������������''' ((

G����
	a < 0, to ro��
���		��&�	W±
0, W±

1, W±
2$	H	�����
	�	������
�	�������������


	 �	 ��n��������
	 �������	 ��������
�	 �����������	 ����	 ���	 ��������������	 �����
�	�����
��o���	�����	��	���
���	�	���������	D (rys. 2), którego brzeg ∂D .���	�
�4
-
��
	(8):

j

�

2
, { (1 e e ) : 0 ��

e 1

a

b
a

b

D D D D

− ϕ ϕ
+ − ± ± −∂ = ∂ ∪ ∂ ∂ = = + ≤ ϕ <

−

y h (14)

Dla stanów y ∈ ∂D (14) system Y (5) przy sterowaniu optymalnym û(∂D±) = ±1 jest
warunkowo stabilny i oscyluje z okresem T = 2τ/b.

;-��������/ fazow4	D ��2���	��*	��3	.���	�
�/	���+�,�	�
4:

arg

{ }

�
{ ( 1) : e 1 ctgh ,  0 arg ��

2

{ : 0 1}

a

b

D D D h h

a
D

b

h

+ − + −

±
±

±
±

= ∪ ∪ ∪ ∪

−= = + + < ≤ <

= λ < λ ≤

0

z
y h z z z

h

(15)

��%��������������������������������

Niech obszary D+ i D– 0/�4 zbiorami 
��	��.4��mi	�	*���	�-
	*����	����
4	*���-4�
���5	W (11) *-���������	@���
�.	D (15):

1 2 2 1, { j : ( )}D D D W D y y D y W y+ − ±= ∪ ∪ = = + ∈ ± > ±y (16)

W przypadku gdy a < 0, obszary D+ i D–	�+���	�����	�4	����
4	W (11) oraz odpo-

	���	�	 -
���		∂D+ i ∂D– (14) (rys. 2). >�	��2��+�	����
	����24��+�	albo ��	+�-/�		W±
����
�.	 *���-4���5�	 ��0�	 do zbioru D±,	 *���*���4���
���	 .���	 �����
��	�	 �*�ymalne
û(D± ∪ W±) = ±1 i prawo sterowania optymalnego m�2���	zapi��3 w postaci

2 1
1 2

sgn[ ( )] \ ( )
ˆ( j )

1

y W y D W W
u y y

W
+ −

±

− ∈ ∪⎧
= + = ⎨± ∈⎩

y
y

y
(17)

��

�2���	2�	
���	9�7) dla y = 0 daje	*��
	�-�
4	
����,3	û(0) = 0.
Niech ε	�������	
����,3	(±1) sterowania optymalnego u

�
 w chwili *���4���
�.	t0 lub

sam znak (±)	
	*���*���
	 	������
��	�	 9��	*����-�� W–ε dla ε = –1 to naturalnie W+).
2��
�2��	*
���	ye = y(te:	��*�
	���.4��	�������
�	@
���.		y1 ( y1 = x) w przedziale cza-
su –π/b < t – t0 = π/b (rys. 3). ��������.4�	�	@
���.		û	9��:�	��2���	
�������3	���k

ˆ( )uε = 0y (18)



�I ����	��
�������

J�2��		ε = –1, to w chwili te ����	����	�
��	�	.�2��		ε = +1 – minimum funkcji y1.
Punkt ye	.���	*
�����	*����	/�	�	���.�����			
�-��
	Yε (6) �	*�-*����4	e–ε wyzna����4	*����
h–εεεεε:

0 0

j
0 0

ˆ( � � � � � � � �

( � � � � � 	 � �
 
 � � ��

{ : 0 }

a

b

t b t b e u

t b t b

e

+
−ε

− υ+ υ
ε ε

−ε −

= − + ∩ ε =

⊂ − + = = + − − < υ ≤

= = λ ≤ λ < ∞

0

0 1 0

e

�

y y y y

y y y y y h y h

y h

(19)

S�4�	�����.���	����/*
.4��	
���	����,��.4��	
����,3	(�	�
.���4) ilorazu ye/h–εεεεε:

1
arg

e 1,

ˆ1 ,  ( )

a

b

u

−

−ε

−ε

= −

= + ε =

00

0
0 0

e
zy

z
h

y
z y

h

(20)

gdzie arg (z)	�������	��+
����	+-�
��	liczby z ∈ C	�	*�����	�-
	9=π, π].
Wykorzy��
.4�	
�*��
�����4	����2��,3	�	��0�	ye/h–εεεεε od y0 (20:�	��2���	��
	����	3�

2�	w przypadku a < 0, je,�	 y0 ∈ Dε ∪ Wε, gdzie ε ����,����	.���	��
���	��	(18), to zacho-
dzi nie��
��,3

( ) �
lim ctgh

2

n

n

Q a

b
−ε

→∞− −

−< =
0e

� �

y

h h
(21)

Warto t�2	
�*���	�3�	2�	��2���	-��
�	
�������3	�	��0/	*���-4���5	9k – 1) w ����2�
��,�	 od 
��
���
	*���4��owych y0 ∈ D z ����/*
.4��.	�	���
��,�	 podwójnej [15]

2 1( ) ( )k kQ Q− −
−ε −ε

− − −
< ≤

0 0e

� � �

y

h h h
(22)

����������	
�����
���	�����
����
��������
�

J��������	�	�����
��	�	�*�������+�	
	������	�	��
�����	�*��
����	�	/	��	������
�	enia takiego sterowania dopuszczalnego u

�
�	0/�4��+�	@
���.4	����
 u

�
(t)�	2�	@
���.���-

.���,�	, tu czas tk, ��	4+�	*���	�	�	
����,3	�	�	����4. W porównaniu z zadaniem sterowa-
nia opty�����+�	
	������	�	��+
���.		�����	/��., �����	�	�����
��	�	�*�������+�	
	����
���	�	��
�����	.���	���
	4��
���	*���	�����7	
��������7	
��
����7	*o��4���
��71
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������	�	�	����������
�+�111 �3

Sterowanie optymalne u
�
	��2�	w przedziale t0 < t < tk ��	��	3	����	���5����4	�	��0/

(k – 1) razy 		
�0��	��+�	��	*����3	�����
��	�	*�����8�	��
�+�

1
0 1 2 1( ) [1( ) 2 1( ) 2 1( ) ( 1) 2 1( )

( 1) 1( )]

k
k

k
k

u t t t t t t t t t

t t

−
−= ε − − ⋅ − + ⋅ − − + − ⋅ − +

+ − −

�
�

(23)

gdzie: 
t1, t2, …, tk–1  – kolejne chwile *���-4����	�,

ε – znak sterowania optymalnego u
�
 w chwili t0,

1(t: = @
���.�	����
 jednostkowego: 1(t) = 1 dla t = 0 i 1(t) = 0 dla t < 0.

J	���
	����,���	�	optymalnego �����
��	�	����2�	zatem wyznaczy3 znak ε (±), czasy
*���-4���5 t1, t2, …, tk–1 		�	�	�����	����	��5��
�	�����
��	�	tk.

Wyznaczenie znaku ε, czyli *���4���
ej	
����,ci sterowania u
�
(t0), �*��
����	�	/ do

omówionej syntezy regulato��	�*�������+�	9�*�������+�	
�-��
	�����
��	�:. D��	��2���
+�	������
	Y (5) o ró2���7	
��
����7	*���4���
��7	y0 ����24���7	��	�0����
	�����
���
��,�	 D�		���	�.�	���-���	�	.����	�����
��	�	�*�������	û (17), które steruje y0 ��	*���4��


�-adu 0 i w konsekwencji znak � ��2�	0�3	����,���y	��
��,�	4	9�I:1

%����&��������
�����������

��-�2���	2�	
��
��		*���4���
�	y0 = y(t0)	
��
���.4	*���4���
�	�����
��	�	�*���

�����	u(t0) równe ε (18).
Niech k oznacza �	��0/	*�����	�-�
	�	4+-�,�		�*�������+�	�����
��	�	*�����0�4	��

*���*��
�����	�	
�-��
	�	��
����+�	�	�����
�+�	����
	y0	��	����
	��5�owego yk = 0.
Trajektoria optymalna y 9�*�-�	�.4��	�����/	����	�
�:	��	*-������8�	�	��a��
	��2�	0�3


�
����	�*	����	����/*
.4�� [15].
Punkt 

�
y = 

�
y(t) *��
���	 �	/	 *�	 ���.���o�			 
�-��
	 Yε	 9�:	 ��	 *
���
	 *���4���
�+�

y0 = 
�
y(t0:	��	*
���
	*���-4����	�	y

1 = 
�
y(t1) zakre,�a.4�	-
� y0y1�	�����	
�+�/���	*
���


hεεεεε 
�������	�4� β1 (0 < β1 = π); t1 – t0 = β1/b. Dalej sterowanie zmienia znak u
�

(t1) = –ε
i punkt 

�
y	*��
���	�	/	*�	 ���.�����			
�-��
	Y–ε (6) �2	��	*
���
	*���-4����	�	y2 = 

�
y(t2),

�����,��.4�	-
� y1y2, który wzgl/dem punktu h–εεεεε wy������	�4� β2?K?π, po czym sterowanie
ponownie zmienia znak u

�
(t2) = ε.

W	�	4+
	jednakowych odcinków czasu t2 – t1 = … = tk–1 – tk–2 = πLb punkt 
�
y	*��
���

�	/	na przemian po trajektoriach	
�-��ów Y+ i Y– dla kolejnych u = +1 i u = –1,	�����,��.4�
-
�		y1y2, …, yk–2yk–1 i od*�
	���.4��		�	�4��	β2 = … = βk–1 = π 
�+�/���	*
���ów h+ i h–.

Ostatni etap optymalnego ruchu punktu 
�
y (��5��4��	�	/	
	yk = 

�
y(tk) = 0) ��0�
�	�	/

*�	 -
�
	 yk–1yk ⊂ (–1)k–1Wε
0, �����	 
�+�/���	 *
���
	 (–1)k–1hεεεεε	 
�������	 �4� βk

(0 < βk = π); tk – tk–1 = βk/b. W ostatnim przedziale czasu tk–1 = t < tk sterowanie optymalne
jest równe u

�
(tk–1) = (–1)k–1ε.



4� ����	���	�
��
�

�������	�	�
���	������
�	
����������	�
������
��	���
�����	
�
y �����
	����	��	����:

1

1

( j )( )1 1
1{ ( 1) [ ( 1) ]e }i

k
i

a b t ti i
t tt t t−

−
=

− + −− − − −
−

=

= = − + − − ≤ <

1

1 1

�
�

i i

i i i
� �

y y y

y y y h y h
(24)

gdzie b(ti – ti–1) = βi; i = 1, 2, …, k. Trajektoria 
�
y �*�-�	�	
��
��i y(t0) = y0 i 

�
y(tk

–) = yk = 0.

�
�+�/��	�.4�	��
��,�		t2 – t1 = t3 – t2 = … = tk–1 – tk–2 = π/b 
	��
���	
	9�6:	��2e-
��	����,�	3	punkty y2, y3, …, yk–1 
	����2��,�		��	y1.  �������.4�	�	*��������-��5	=Qε

–1

i Q–ε
–1 (10), ����.��	 *
����	 *���-4���5	��2���	 ��*	��3< y2 = –Q�ε

–1(y1), y3 = –Qε
–1(y2)

itd., a wobec ��2����,ci –Qε
–1(y) = Q–ε

–1(–y), dostajemy wzór na kolejne yn

�� ��1 ( 1) � �
( 1) ( ) e ( ctgh ) ctgh

2 2

a
nn n b a a

Q
b b

− −− − −
−ε− = = − +1 1n

� �
y y y h h (25)

dla n = 2, …, k – 1. !��	
	/�	punkty y1, –y2, y3, …, (–1)kyk–1	��24	��	.����.	*�ostej (rys. 3).

"
�����	5��������
�	���������	�	���	�������	����
�������	
�
y"�#$?%��

'	"ε?%?&'(	�?C?#(	�?%?)$

Podobnie z równania (24$(	����������	�������*�	y1	��	�
��	β1 = b(t1 – t0)

1
1j( )e e

a

b

− β β= + −1 0
� �

y h y h (26)



+��
������	�		
�����	
�������
�	������������	�����,,, -�

.�	������		��	�	tecz po trajektorii optymalnej 
�
y (24 �	������	�	
����	
������	
��

�������	
������	y1	
	�����	βk = b(tk – tk–1). Punkt yk = 0 otrzymujemy przez odpowiedni
„obrót” punktu yk–1 �	�4�	βk	
���-	*�����	(–1)k–1hεεεεε, a sam punkt yk–1 ����2�	od y1 
��-�+

�oru (25) dla n = k – �1	A�4�	otrzymujemy ostatecznie

�� ��j j2 � �
[ (e e 1)] [e (e e 1 ctgh ) ctgh ]

2 2

k k
k k

a a a
kk b b b a a

Q
b b

β − β− β − β−
−ε= − = − − +1

� �
y h h (27)

�����	��	����,���	�	
������	�7	*�����
	*���-4����	� y1, y2, …, yk–1 lub wyznaczenia
trajektorii optymalnej 

�
y  
��������	�����83	�4��	β1 i βk (ewentualnie czasy t1 i tk:	����

�	��0/	k.

%�������������
���������������	
����
����������
�������������

��.�	���	 �	/	 �����	 obliczeniem	 �7
	�	 *���-4��ania t1, t2, …, tk sterowania u (23)
w zale2��,�		��	
������
	*���4���
��7	y0	����	*��������
	 ��
���	�	 ��2�	����
�+�1
Czasy prze-4���5	��+4	0�3	
���������	��
���	��		9��:			9��:			����24	*�,����	�	��	�	��/
0�	*���-4���5	9k – 1), która ��.*��,�	�.	��2�	0�3	
y��������	�	�	���
��,�		9��:1

Z opisu trajektorii optymalnej 
�
y 
��	��.4	����/*�.4��	wzory ��	�����	*���-4��ania:

1
1 0 1

1

1

(0 ��

�
( 1) ( 2, , 1)

(0 ��

i

k
k k k

t t
b

t t i i k
b

t t
b−

β= + < β ≤

= + − = −

β
= + < β ≤

� (28)

W�0��	����2��,�		(18) i (28) zagadnienie syntezy sterowania u (23) �*��
����	�	/	��
wyznaczenia	�4��
	β1 i βk	����	�	��0�	*���-4���5	(k – 1).

W przypadku y0 ∈ WM
0 (9), czyli k = 1,	�4�	β1?��2���	
�������3	�	�a��2��,�	 (26):

1
1

arg ln , 1
b

a ε
β = = = −

0
0 0

0
y

z z
hz

(29)

��-�2��	����.�	2�	y0 ∉ Wε
0, czyli nie zachodz4	��
��,ci (29) i k > 1. N����	������	�/

�	�	����2��,�		�	/���	�4���		β1 i βk ����	�	��04	k, ���.�8��	*����	y1	*����	/�	�	���.���orii
y(t0

+)y(t0 + π/b) systemu YM (6) z	-��	��	W–ε
k–2 = Q–M

k–2(W–ε
0) (11) (rys. 4):

2
0 0

j
0 0

�� �� � ��2 j

( ) ( � �

\{ } ( ) ( � � 	 � � 
 
 � 
 ��

� �
{ e [ (1 e e ) ctgh ] ctgh : 0 ��

2 2

k

a

b

a a
kk b b

t t b W

t t b

a a
W

b b

+ −
−ε

− υ+ υ
ε ε

−− ϕ−− ϕ
−ε ε ε ε

= + ∩

⊂ + = = + − < υ ≤

= = − + − + ≤ ϕ <

1

0 1 0 0

y y y

y y y y y y h y h

y h h h

(30)



 ! !���	"��	���
��

Zapiszmy #��	���$�������	�	#��	��
�
�$	%�
�#��
����	
	
���������	&30) w postaci:

j

�� ��
�� �� j

�

( ) e e : 0 �

e 1
(e e e 2 ) : 0 �

e 1

a

b

a
ka a

bk
b b

a

b

− υ υ
ε ε

−−− ϕ ϕ
ε ε

− = − < υ ≤

−− = − + ≤ ϕ <

−

0y h y h

y h h

(31)

"
���(�	'����	��	�����
(�
�	���������

	�"�)
O*�"�)?O?π+	*	�������	
ε

�	0��
��	��ε
�,.	"�?C?)(	�?-?.*

Prawe strony �&���/ (31) ��0
�
��
	���	wektory [hεεεεε, y(υ)] i [hεεεεε, y(ϕ)] (o �-�+�,�	��7
����2���7	��	�4��
	υ i ϕ),	�����	*����
�.4	�	/�	�
���4�	
����� [hεεεεε, y

1] dla pew���7	
����/
,�		υ = υ′ i ϕ = ϕ′�	��	��2���	�	����*����
�3	+��@	���	�	��	*-������8�	�	stanów jako utwo-
rze�	�	*����	��-��	�����7	
������
 ���.�4�� (rys. 4)

2 2( ) ( )k kQ Q− −
ε ε −ε −ε −ε −ε= +1 1h y h h h y (32)

���
�2��	����/*�	��	2�	υ′ = β1 (26) i ϕ′ = π – βk (27).
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5

2������$��	��	�	
�����	
	&31), ��	��$���	��	��%�$���	�	
�����	
������	��ty β1,
βk			�	��0/	k:

1
1

�� ��
j(� �j

� �� ���

2

��� �� �
( 2)

22
�

�
2

(1 ) e e e e e

( , ) 2(1 e e )

sinh ( 1)1 e
2 2 e

sinh
1 e

k
k

a a a
k

b b b

a a
ka b b

b

a
ak a

b k
bb

a a

b b

A

A k

k

− −− β β −ββ

ε

− − −

− − −
−

−

− − =

= + + + =

−−= =

−

0

�

y

h

(33)

gdzie 0 < β1?≤?π			�?6?βk?≤?π.
Z równania (33) dostajemy równanie podwójne:

1 1 2

1 1

2
2 2

( ) ( ), 1

1 e cos 1
( ) arg( ) arcctg , (�� ���� �

sin

( ) ln ( 2)�

e 2 e cos

k k

a

b

a a

b b

f f

A
f f

b
f k

a
A A

ε

− α

α α

β = β = β = −

− αα = + =
α

α = − −

− α+

0
0

0 0

0

y
z

h

z z

z

(34)

gdzie funkcje f1(α) i f2(α:	�4	���@	�	�
���	���	� < α = π	oraz A dane jest wzorem (33).
7�2��	�	/	�*���	�
�3�	2�	��
���	�	934) jednoznacznie okre,��	�4��	β1 i βk oraz	�	��0/	k1
�0�	��	
�����3�	���
�2��	w dziedzinie 0 < α ≤ π	@����./

1 2( ) ( ) ( )g f fα = α − α (35)

8���
	,�	�	�iejsce zerowe funkcji g(α) (35) jest równe βk dla pewnego k (34). Po-
chodna

2
2

( ) e sin

e 2 e cos 1

a
a b b
b a

a a

b b

Adg

d
A A

− α

− −α α

+ α
=

α
− α +

(36)

��	���-�	����	�+� g� (α) = sgn α w przedziale 0 < α < π1



I6 ����	����������

J��	��	��4��	2�	@��kcja g(α) jest monotoniczna w przedziale 0 < α ≤ π�	�	*��	�
�2
.���	��
�	�2	�	4+-��	
	/�	��wnanie g(α) = �	��	���-���	�	.����	*	��
	�����	w przedziale
0 < α ≤ π (����
	,�	e równy βk), je2eli	���7���4	�	���
��,�	<

(0 ) 0 i (�� 
a g a g+⋅ < ⋅ ≥ (37)

P	���
��,�		��	*��
���4	��	�	���
��,�		*odwójnej

1
arg �

1 1 ln[1 ( e 1) tgh ]
� �

a

bb a
k k

a b

−

− < + + − ≤
00 zz (38)

gdzie z0 = 1 – y
0/hεεεεε1

A�4�	�	��0�	*���-4���5	.���	
yznaczona jednoznacznie i wynosi

2 �
1 ln 1 tgh

� �

b a
k

a b−ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥− = +
⎢ ⎥⎢ ⎥

ey

h
(39)

gdzie ye/h–εεεεε ≥ 0 dane jest wzorem (20), a  l⎡ ⎤⎢ ⎥ 	�������	��.��	�.��4	�	��0/	��-��
	�4�	�����

.���	
	/k���	04�8	��
��	l (l ∈ R). ���
�2���	2�	wzór (39) .���	��
�	�2	�-����y	���	*�����
*���4���
�+� y0 ∈ Wε

0 (9), w którym za�7���		��
��,3	929) (ye/h–εεεεε = 0), czyli dla k = 1.

%�%��#�����	
�����

�������������
���)
��
����
���

9�2��		
�*�-�����	�	�-��	��	�	a = 0, odpowiednie wzory wyprowadzone dla a ≠ 0 na-
le2�	�����@	��
�31	Wszystkie wzory znalezione dla a ≠ �	�4	��
�	�2	*��wdziwe w grani-
cy, gdy parametr a → 0.	J	�����+����,�		��
���	�	933), gdy a → 0,	*���.�	�	*����3:

1
�j(� �j

20
(1 ) e e , lim ( , ) 2( 1)k a

ba
A A A k k−ββ

→ε
− − = = = −

0y

h
(40)

W przypadku k > 1 z równania (40:	��2���	�����83	.�
��	
����	��	�4��	β1 i βk:

2 22 2

1

1 11
arg arccos , arccos

22
k

A A

AA

− + + −
β = + β =

0 0

0 0

z z

z z
(41)

gdzie z0 = 1 – y
0/hεεεεε i A = 2(k – 1) (40).
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Q��
:�	k	������	
�
���
��	 ze wzoru (39) dla a → 0 lub z równania (41) na	�4�
0 < βk ≤ π, które przepiszmy w postaci:

2 22 2( 1) ( 1)
cos 1 1

2 2k

A A

A A

− − + −
β = − = −

0 0z z
(42)

Ponie
�2	 =� ≤ cos βk < 1, 
	/�	 �	 96�:	
	��3�	 2�	 A – 1 < |z0| ≤ A + 1. St4� i z (40)
mamy:

1
1 (1 )

2
k k− < + ≤0z (43)

gdzie z0 = 1 – y
0/hεεεεε.

Ostatecznie w przypadku parametru a = 0	�	��0�	*���-4���5

1
1

2
k

−ε

⎡ ⎤
− = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥

ey

h
(44)

gdzie ye/h–εεεεε = |1 – y
0/hεεεεε| – 1 (20). Wzór (43) pozostaje	�-����y dla warunku *���4tkowego

y0 ∈ Wε
0 (9), w którym zacho��		��
��,3	R� – y

0/hεεεεε| = 1 (ye/h–εεεεε = 0), czyli dla k = 1.
P�	���	��	������.���	2�	�	�	�����	����	T?*�����0��	��	*���*��
�����	�	��-���	��

�����	��5��
�+�	0 jest równy (28)

1
0

( 2)� k
k

k
T t t

b

β + − + β
= − = (45)

+��	�	�4��	β1 i βk	�4	����,����	*����	916:	��0	96�:�	�	�	��0�	k – przez (39) lub (44).

(�����������	
�

W artykule przedstawiono ������/	czasooptymalnego regulatora i sterowania dla sys-
temu oscylacyjnego liniowego	 ���+	�+�	 ��/��. Wyznaczono wzór na �	��0/	 *���-4���5

	funkcji 
������
	*���4���
��7	����	parametrów	��
���	�	��2�	����
�+�. Podano ��/
��2��,�		����	������	*��
���.4��	na obliczenie	�����
	*���-4���5 sterowania czasoopty-
malnego.

Zawarte w pra��	���
�2��	�	��2��	0��*�,����	�	��+���	3	��	��-���	oscylacyjne li-
niowe ���+	�+�	��/��	*���	�����
��	�	�
�-			
	/��.wymiarowym. Jednak licz0�	*���*��/
��
�	+��	�	�����	��	�0	����	��2�	0�3	������
���	��
���	��	9�:�	.���	0�����	�+���	���/
��1	Jednym ze ������7	�������
�5	.���	�����
��	�	�	��	��
	odrzutowych [1].
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