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Oznaczenia

I	��"	 �	 �8��	�	 �����������	 		 ������	�	 ��������	 ���	����	 ���	���	 n�	 J������

�������K����K����8K������K�K�
�
K��������� , ,T

Hx y x Hy= 	 || || .T
Hx x Hx= 	��	!�	 �	���

�������	����"K�	��7�����"K���������	 0 { ; 0}.R t R t+ = ∈ ≥ 	 6�����	 ([0, ], )mPC T R 	 9���

([0, ), )∞ mPC R :	�������	
��������>	 ����7		
�����	����		�	�����"	��	���	��	 B)�	�D	 9���

B)�	∞::	�	�������	��"	�	���		6�!�	(�	�������	��������	
������7���	6�����	�		�������


��������>	����7		�	��������"		�����	�	�����	������"	��	���	��	B)�	�D	9���	B)�	∞::�	L�=��	

�	∈ �	�	��	�����	�	��7	
���������		7���	����	����=��	��	
[0, ]

|| || esssup || ( ) ||∞
∈

=
t T

u u t �

���������������� �������
!���	
���"��#

���������	 =�	��	��	���������	 7���	�
	����	������	 �!���>	 �!=�	������"	����

���7���"

0 0 0( ) ( ( ), ( ), ), (0) ,x t f x t u t p x x t R+= = ∈� (1.1)

Funkcja : n m l nf R R R R× × →   jest klasy C1
	����8���	������	�"	��������!�	����

0(0, 0, ) 0.f p = 	E���7�	��	7���	����=��	��	l parametrów danych wektorem 0 .lp R∈  Ponad-
to  f  �
���	�K�	 nR 	������K@	
��"	���	 1 0 2 0 1 2|| ( , , ) ( , , ) || || ||− ≤ −f x u p f x u p L x x 		��	�����

0>L 	�	�����=��	��	 1 2 0, , , .x x u p 	�����	����	�	�������		�"�	�����"	��������	�	��7�	
���� 

( ) ∈u t U

min max min max{ ; , 0, 0}mU u R u u u u u= ∈ ≤ ≤ < > 9&�':

Stan systemu (1.1) w chwili t	�8��	���	 ��=�	������� 	��������	 �	�	 ����	�	
M	�9	:.
Niech δ > 0 oznacza okres próbkowania. W chwilach  ti = iδ, i = 0, 1, 2, .... dokonujemy
estymacji stanu obiektu oraz wyznaczamy sterowanie. Sterowanie to jest stosowane do
obiektu w przedziale czasu 1[ , ].i it t +  Horyzont predykcji oznaczamy T�	���������	=�

T ≥ δ (1.3)

*��7����	8	
����	������	�	
�����	���	�����		[ , ]i it t T+ 	���	������	����	���7��	�!��

���	�	9&�&:	�	�����	��	
���������	 ( ) .
ii tx t x= 	;���	����	�	�!����	�	9&�&:	��	��������
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�	��	��	������7���	�	
����	�	�	�8��	���	������� 	��������	 	 ( ; ; ( )).tx s x u ⋅ 	<	
�����"


���
����"	���	���	 ( ; ; ( ))tx s x u ⋅ 	�8��	���	
	�� 	�!��	�9�:�	I	��"		Ω ⊂ nR 	�8��	�	��	��

���	����	8����	�����	������			7�����
!7���	����	�	��"	0 .∈Ω 	P��	�	�7���	��������	�

��
����������

$�%��������	�

I	��"	�9�:	�8��	�	����	����	��	�!����	�	9&�&:	��	��������	��	�9�:	����	�����	��


���������	�	�	6�������	�	 :[ , ]+ → mu t t T R 	7���	��
���������	�	
���	�		�	�	7�=��	+

&: ([ , ], ),mu PC t t T R∈ + ��':&� ( ) , [ , ],u s U s t t T∈ ∈ + �%:		 ( ) .x t T+ ∈ Ω �

$�%��������	'

L�=��		���	�������7	�	����	 0ε > 			���	���������	������	
����������	 0 ∈ nx R 		���

�	�7�	��������	�	��
���������	 : [0, ] →D
Du T U �	 < +∞DT 	��	��	=�	 0|| ( ; ; ( )) ||⋅ < εD

Dx T x u �

��	������	9&�&:	����	���	����
�������	�	������������ �

���������	=�	������	9&�&:	7���	����
�������	�	�����������

$�%��������	(		9E���7�	����	���:

L�=��		����7�	 0 0: + +ϕ →R R 	 7���	�	�����	��	���	�������	����	 (0) 0ϕ = �	��	�!�	���	=�

����7�	��	7���	����	�		���	
	�����		ϕ ∈ ��

$�%��������	)

I	��"	����7�	 ∈h 	�		�8��	�	
���	�	���8��	�	�!=�	��������	��	 0
+R �	���"����	����7		�′

7���	�����	�	�����	�����	7�=��		7���	�����	�����	��	�=���	�������	��	����	�	 0
+⊂ R �

*�
����	�		9,��������:

L�=��		 0 0: + +ω →R R 	 7���	 ����7�	 �	����	 �
���	�7���	 �	��!���� 	

0

( ) ( )ω ≤ + ω∫
t

t a b s ds
, 0>a b 	��	���"���		���������	�	 ( )ω ≤ btt ae �

+�����������	�

I	��"	 :[ , ] mu t t T R+ → 	�8��	�	��������	��	��
�����������	����	�����"��������"

����=��	��"	����	����	�	 ( ; ; ( ))tx s x u ⋅ 	�!����	�	9&�&:	�
���	�	���������	�

L
1 2|| ( ) || ( ) ,Tx s M M T e≤ +

���	�+	 [ , ],s t t T∈ + 	

0

1 0sup || ||,
z

M z
∈Ω

= 	

0 0

2 0 0 0
( , )

L sup || || sup || ( , , ) || .
z z w U

M z f z w p
∈Ω ∈Ω×

= +
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���	��������	�	����������	��	���	��	B0, TD�	I	��"	�����	 :[0, ] mu T R→ 	�8��	�	������

���	��	��
�����������	�	�9	:	��
��	���7���	��	 ���7����	�	�	�����	��	
���������

0(0)x x= 	����	�>�����	 ( ) .x T ∈ Ω ;����=��	�!����	�	9&�&:	�	����!�����		����	��

�����

0 0( ) ( ( ), ( ), ), [0, ], (0) ( )z f z w p T z z x Tτ = − τ τ τ ∈ = = ∈ Ω� (1.4)

L�=��		 ( ) ( ),w u Tτ = − τ 	��	 ( ) ( )z x Tτ = − τ 	7���	����	����	��	�!����	�	9&�G:�

���"���		���������	�

0 0 0 0
0 0

0 0 0 0 0 0
0

0 0 0 0 0 0
0 0

|| ( ) || || ( ( ), ( ), ) || || || || ( ( ), ( ), ) ||

|| || || ( ( ), ( ), ) ( , ( ), ) ( , ( ), ) ||

|| || || ( ( ), ( ), ) ( , ( ), ) || || ( , ( ), ) || .

τ τ

τ

τ τ

τ ≤ + ≤ + ≤

≤ + − + ≤

≤ + − +

∫ ∫

∫

∫ ∫

z z f z s w s p ds z f z s w s p ds

z f z s w s p f z w s p f z w s p ds

z f z s w s p f z w s p ds f z w s p ds

Z warunku Lipschitza otrzymujemy

0 0 0 0
0 0

0 0 0 0
0 0 0

|| ( ) || || || || ( ) || || ( , ( ), ) ||

|| || || || || ( , ( ), ) || || ( ) || .

τ τ

τ τ τ

τ ≤ + − + ≤

≤ + + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫

z z L z s z ds f z w s p ds

z L z ds f z w s p ds L z s ds

�	������	�����	����	����7�	
��������	�	����=��	�	����	�			�����	�	��	�����	����

���	-�������7��	�	���	�	�7		������"	M1, M2 otrzymujemy

1 2
0

|| ( ) || || ( ) || .
τ

τ ≤ + τ + ∫z M M L z s ds

���	���=		 [0, ],Tτ ∈ 	��

1 2
0

|| ( ) || || ( ) || .z M M T L z s ds
τ

τ ≤ + + ∫
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6����7��	�����	,��������	��	������		 1 2 ,= + =a M M T b L 	����		 ( ) || ( ) ||,t z tω = 	������

��7���	 1 2|| ( ) || ( ) ,τ ≤ + LTz M M T e 	��	�>���	���!d. �

���������	��	�����		��	���"�	�����"	�����!��	�!��	�8��	�=�������	�	�������"	����

��=��	��"�

*�
����	'

����=��	�+

&: ����7�	 : [0, ] , 0g T R T→ > 	7���	�	����	�	[0, ];T

': 
��"����	����7				���	�7�	�	�=���	
���	�	
�����	���	[0, ]T 	����	7���	�����	������

����		���	�7�	�����	 0M > 	����	=�	 | ( ) |g t M<� 	���	 [0, ];t T∈

%: ���"���		�	��!���� 	

0

| ( ) | , 0.
T

g t dt v v< >∫

*���+	
[0, ]
sup | ( ) | ( ; ; ),

t T
g t v M T

∈
< β 	���	�

21
2

1 2 21 1
2 2

2 dla [0, ]
( ; ; )

( ) 2 dla−

⎧ ∈⎪β = ⎨
⎪ + + >⎩

Mv v MT
v M T

vT MT Mv v MT

(1.5)

$����

�	����=��	�	':	���	�	�	��!���� 

max(0,| (0) | ) | ( ) | .g Mt g t− ≤

N���7��	��	�	�������	�������7���

0 0

max(0,| (0) | ) | ( ) |
T T

g M d g d v− τ τ ≤ τ τ <∫ ∫ 9&�$)

���!=��	���	������	 | (0) | .s g= 	N���	
�	����7	�����	�	9&�$) wynosi

2

0 21
2

dla [0, ];
2( ) max(0, )

dla .

⎧
∈⎪⎪= − τ τ = ⎨

⎪
− >⎪⎩

∫
T

s
s MT

MI s s M d

Ts MT s MT
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Funkcja I(s)	7���	�	�����	��	���	�������	����	��	�	����	
��"����	����8���	s�	���	����

7��	 1( )I v− 	�������7���

21
2

1

1 21 1
2 2

2 dla [0, ]

( )

dla

Mv v MT

I v

vT MT v MT

−

−

⎧ ∈
⎪

= ⎨
⎪ + >⎩

	9&�C)

Z (1.6) mamy ( )I s v<  zatem

1

0
| (0) | ( ) 0

v
g I v−

→
< → (1.8)

���"���		�	��!���� 	
2[ ( )] 2 ( ) ( ) 2 | ( ) || ( ) | 2 | ( ) | .

d
g t g t g t g t g t M g t

dt
= ≤ ≤� � 	N���7��	��	�

������			�������7��	�	����=��	�	%:	�������7���

2 2

0 0

( ) (0) 2 | ( ) | 2 | ( ) | 2
t T

g t g M g d M g d Mv− ≤ τ τ ≤ τ τ <∫ ∫ (1.9)

Na mocy (1.8) i (1.9)	����

2 2 1 2( ) (0) 2 [ ( )] 2 .g t g Mv I v Mv−< + < +

<	8�

1 2| ( ) | [ ( )] 2 .g t I v Mv−< +

�������	�7��	��	����	�����	9&�C),	�������7���	���8	������� �

����=���	���		��=��	�����	��������� 	��	����7�	�	�������	��"	�	Rn.

*�
����	(

���!=���	=�	����7�	 	 : [0, ] → nx T R 	7���	�	�����	
��"����	 	 x� 		���	�7�	�	 [0, ]T 	����

|| ( ) || .x t M<� 		L�=��		����7�	 h ∈ ��		��	
��"����	�����	�	�����	������	��

1

[0, ]0

(|| ( ) ||) sup || ( ) || ( ( ; ; ))
T

h
t T

h x t dt v x t h v MM T−

∈
< ⇒ < β∫ (1.10)
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gdzie funkcja β	7���	��������	������	9&�F:	����

0

0
[0, ] [0, ]
sup ( ), gdzie sup || ( ) || .h

z M t T
M h z M x t

∈ ∈
′> >

$����

���=����	=�	����7�	 (|| ( ) ||)h x t 	�
���	�	����=��	�	������	&�'�	���	���=	x	7���	�	�����	��

0|| ( ) || ,x t M< 			���	�		 0
[0, ]
sup || ( ) || .

t T
M x t

∈
>

�	����=��	�	����7� h ∈�		��	
��"����	�����	�	�����	������	�����

0[0, ]
sup ( ) .h

z M
h z M

∈
′ < < ∞

���	���7��	
��"����	����7		 (|| ( ) ||)h x t �������7���

(|| ( ) ||) (|| ( ) ||) || ( ) || ( ) ( ).T
h

d d d
h x t h x t x t M x t x t

dt dt dt
′= ≤

������		�����	�
���	�	���������	�

2 ( ) ( ) | ( ) ( ) | || ( ) |||| ( ) ||
( ) ( ) ,

|| ( ) || || ( ) ||2 ( ) ( )

T T
T

T

d x t x t x t x t x t x t
x t x t M

dt x t x tx t x t
= ≤ ≤ <

� � �

�	8�	 (|| ( ) ||) < h
d

h x t M M
dt

�����		 (|| ( ) ||) ( ; ; ).hh x t v MM T< β 	���	���=	 h ∈ � , to h jest odwracalna. �

P��	����������	�	�����������	���	�	��	������	&	
������	����78	 , , )v M Tβ( ���

�	M	&�	'�	�	M	&�
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�������	/������	 ( ; ; )v M Tβ 	�	�	 1,2, 1M T= =

Na koniec przedstawimy pewne uogólnienie znanego lematu Barbalata [8].

*�
����	)

Niech funkcja Lα ∈�	 	
���	����	 ( )x t∗
	�8���	 ����7�	���
�����	�����	��	 0 .R+

L�=��

1)

0

|| ( ) || , || ( ) || , lim (|| ( ) ||) ,∗ ∗ ∗
∞ ∞

→∞
⋅ < ∞ ⋅ < ∞ α < ∞∫�

T

L
T

x x x t dt

to ( ) 0,x t∗ →  gdy .t → ∞  Dowód lematu zob. [8, 10].

���,��
	�����	������������	��-��.
"�
�����������"

I���	 : [ , ]+ →i n
i i ix t t T R 	�8���	�
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�"

|| ( ) ( ) || ,ix t x t∗− < ε
to

 
1

1 1

[ , ]
( ) inf || ( ) || || ( ) ( ) || || ( ) || || ( ) || .

i i

i i i
L

t t t
x t x t x t x t x t

+

− − ∗ ∗
∈

α εδ + ε < ≤ − + < ε+
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<���	����$	=�	���7��
��	�����������	������	������
�"

1 1|| ( ) || ( )i
Lx t − −> α εδ  dla 1[ , ]i it t t +∈ (3.12)

!�	��
���	98�Q:R98��#:	����	�
�=���	��
���

��������(	�

L�=��	
1 1|| ( ) || ( )Lx t∗ − −> α εδ + ε  w przedziale czasu 1[ , ],i it t +  �
	 ����7�	horyzont 1iT +

oraz sterowanie dopuszczalne 1iu + 	���$K=�

1
1 1ˆ ˆ( , , ( )) ( , , ( )).i i

i i i iJ u T x t J u T x t+
+ + <

!����	���?�	7�
��	�
=�	����"	�	�
�	��	�
$	7�=��	�	���������	���su 1[ , ]i it t +
stan ( )x t∗ 	�������	�����������
	���7��7�	�8	�
��	�����	���	 1 1(0, ( ) ) .n

LK R− −α εδ + ε ⊂
<	�
�
�������	����������	���?�	7�
��	�
=�	����"	���?	�
���"	�����	�����$	���

���7�����	 ���8	 1
1, i

iT u +
+ 	�������7���	 1

1 1ˆ( , , ( )).i
i iJ u T x t+
+ + 	 ,�
��>	 ��	 K	����7�

����	����7�����	�
�
��	������>�	9����	��	���
	������>$	�
	ε = 0, kula K	�����7�
�8	�
	�����		�	
�������7	
������7���	���
����	�	�
��������
	�
�������	:����

�����	���
	��
��;
��"	�������	#��$	=���7��$	���	���?�	7�
��	�����	�
��	���	K�
,
����=	��	
���	��	�����	�����	ε$	�
	�����	�
����"	���
��	���?��	7�
��	
	����

��	�	����	������	����8	 0.rΔ > 	;
���=��	�8�	����8��7���	�
��
��ony schemat sterowania.

1�2�
���(	�

<� ,
�����	 0, , , 0ii t i r r= = δ = ∞ Δ > 	97���	7���	�
	�
=���$	�
	 ).Δ = εr

�� <������	�������8	�����	����	
����	 ˆ .
it

x

#� 6�����7	�
�����"	 ˆ( , , ).
i

I
i tP t x r

8� L�=��	�
�������	��	����7�$	�
�����	 r r r= + Δ 		�?	�
	#�

G� ,
�����	 ˆ( , , ).=
i

i
i tr J u T x

F� !���
��7	�
����
��	��8�"	����
����	�
�
	�	���������	�����	 [ , ).∈ + δi it t t

=� ,
�����	 1, ,← + = δii i t i 		�?	�
	��

>��	�����"$	=�	���7��
��	 x∗ 	�
�
���7�	�	������	
�
�����	����$	�����	����7�"

�
���
��	���
=����

0��������&0'

Istnieje funkcja ϕ ∈�� 	 ���$	 =�	������	 min( , , ) , 0,− < >
i

i
i i tJ u T x T v v 	�
����	��

�
��	 || ( ) || ( )ix t v≤ ϕ  w przedziale czasu [ , ],i it t + δ  gdzie min: [ , ] ,i n
i i i ix t t T R T T+ → ≥ 	7���

�
��������	 �������	 9���:	�	�������	�
����
���	 ( )i n
ix t R∈  i sterowaniem do-

puszczalnym ([ , ), ).i m
i i iu PC t t T R∈ +

7���7�	�8$	=�	�	�������	����������	!#	7���	
�������7�	!��
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L�=��	 ;���7�	 Lα ∈ �	 	��	�
��
���	 �
����	
������
��$	 �
	 ����7�	�
	��7���7

7����	;���7�	ϕ∈��	������7���	!#�

$����

<��=���$	 =�	 �����
��	 ��	 ���
=���	 ������	��8�	,
����=	 ;���7�	 �
�
	 7���	 �
����

�����	 �������	 9���:	 ��	 ����
�����	�
�����������$	 �
	 7���	
��	 �����	 	
������
��

�	�rzedziale [ , ]i i it t T+ . !	���������	���	����$	=� 1 2|| ( ) || ( ) .iTi
ix t M M T e≤ + L  K

!K���
=���K!#K����

min( , , ( )) ,< < +i i
i i i iT J u T x t v T

zatem 0|| ( ) || ( ),ix t M v<  gdzie min( )
0 1 2 min( ) ( ( )) .T vM v M M T v e += + + L

I
���	�
��
���7	������	
����
����?

|| || ( ),ix M v≤� 	

0

0
|| || ( )

( ) sup || ( , , ) || .
z M v

y U

M v f z y p
≤

∈

=

!�	��
��K9#�=:KK�K���
=���K!#K
������7���

min(|| ( ) ||) ( , , ( )) ,
i

i

t
i i i

L i i i
t

x t dt J u T x t T v
+δ

α ≤ − <∫

�8� (|| ( ) ||) .
i

i

t
i

L
t

x t dt v
+δ

α <∫

Funkcja Lα ∈ � �	 	 ��	 �
��
���	 �
����	 
������
��$	 �����	 ����7�	 �������

7���	 ;���7�	 �����	 ( ),M vα 	 ������7���	������	 ( ) ( ).L v M vα′α <  Na mocy lematu 1.3
mamy 1( ) ( ( ; ( ) ( ); )),−

αϕ = α β δLv v M v M v  gdzie β	 7���	 
����
��	 ��
���	 9��F:�	 @����
0( ), ( )M v M v 	����=�	�	��
���	�����	
�	���������	v. Iloczyn ( ) ( )M v M vα 	7���	������7��

���	E���7�	β	7���	�����	����8���	���������	�����	����������$	�����	�
�����	����8�
���	 v oraz (0, (0) (0), ) 0.M M αβ δ = 	 ,
����=	 Lα ∈ � $	 �
	 �����=	

1
L
−α ∈� , zatem

ϕ∈��. �

!���
��	����8��7���	����������

+����������(	�

Dla dowolnych liczb , , ,a w p eη η η η 	 
���	 �
�
����
	 ������	 �
����
���


(0) nx R∗ ∈  istnieje liczba 0,ε >  funkcja ( )R ε ∈ ��  oraz kula (0, ( )) nK R Rε ⊂ 	 ���$	 =�

���7��
��	 x∗   generowana prze�	�������	8��	
����	 (0, ( ))K R ε 	�	�
>��
���	�����	
���

�
�
���7�	�	 (0, ( ))K R ε 	�	�������	��?��7������	,
����
	���	�
�
���7	�����	 0ε >  ���
��7�	���	���������	�
�
��	������>	 , , , ,a w p eη η η η =�	���7��
��	
����	 (0, ( ))K R ε
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�	�
>��
���	�����	
���	�
�
���7�	�	 (0, ( )),K R ε 	�	�������	��?��7������	P
���
�


����
��	������	
0

, , , 0.a w p e
ε→

η η η η →

!���	����7�����	�
	�
�
��	���������	8��$	���=���	�����	�=�������	����t.

*�
���(	'

Niech V	 
������	 ;���78	 ����
��	 ���	 ��
�����	 ˆ( , ( ))i iP t x t  9�
��	 ��;�	 #��:�	 L��
=��	 ˆ( ) ,n

ix t B R∈ ⊂  gdzie B	 7���	 ���	 �
��8��	 
	 ��
��	�	 �����	 	 ��
����	 R$	 �

�
=��	 �����?"	 �
���
��	 iT  oraz sterowanie dopuszczalne iu 	 ������7���	 ������

ˆ( , , ( )) ,i
i iJ u T x t C<  gdzie sup ( ).C V B>

$����

E���7�	����
��	���	��
�����	 ( , )tP t x 	7���	�����$	�8�	
����	��	��	B swoje kresy.
Zatem ˆ( ( )) sup ( ).iV x t V B≤ 	<���	����$	=�	����7�	�
	��7���7	7���
	����
����	�������

7���	���8	������� �

$����������������(	�

Oznaczmy minˆ( , , ( )) .i
i i ir J u T x t T= − 	!	 ���
=���	!#	����$	 =�	 ���7��
��	 ������

������	�����	 ������"	������ || ( ) || ( ).i
ix t r≤ ϕ 	 ,
����=	 ���7��
��	 , ix x∗

	 ������7�

�	���������	�����	 1[ , ]i it t + 	������
�"	 || ( ) ( ) || ,ix t x t∗− < ε 	�
K�
=���K�����"

|| ( ) || || ( ) ( ) ( ) || || ( ) ( ) || || ( ) || || ( ) || ( ).i i i i i
ix t x t x t x t x t x t x t x t r∗ ∗ ∗= − + ≤ − + < ε+ ≤ ε + ϕ

L�=��	
1 1|| ( ) || ( )Lx t∗ − −> α εδ + ε  w przedziale czasu 1[ , ],i it t +  to (zob. wniosek 3.1) ist-

nieje horyzont 1iT +  oraz sterowanie dopuszczalne 1iu + 	���$	=�	 1 .i ir r+ <
Zatem 1|| ( ) || ( ) ( )i ix t r r∗

+≤ ε + ϕ < ε + ϕ  dla 1 2[ , ].i it t t+ +∈
L�=��	 x∗ 	�����	������	������	 1 1|| ( ) || ( )Lx t∗ − −> α εδ + ε  dla 1 2[ , ],i it t t+ +∈ 	�
	��
��

�
=���	�����"	�
���
��	 2iT +  oraz sterowanie dopuszczalne 2iu +  	���$	=�	 2 1.i ir r+ +< 	,


�
>��
��7	 �����	 �
ków w pewnej chwili 1[ , ],k kt t t +∈  trajektoria x∗ 	 
�����	 ��8
1 1(0, ( ) ).LK − −α εδ + ε 	<������	�
=�	�8	������"$	=�	��	�8���	�
=���	���������	����
�

����	 1ku + 	������7����
	������	 1 ,k kr r+ < 	���	��	����
	����7�	����
����	�
���������

��	������7���	������	 1 .k kr r+ < + ε  Zachodzi alternatywa 1k kr r+ <  lub 1 .k k kr r r+≤ < + ε
<	 ���	�����	��������	���?�	 7�
��	�
=�	 �
���"�	7���7�	�8	 7����$	=�	�
��

�rajektoria x∗  nie opuszcza K, to kolejne estymaty stanu ˆ( ), 0, 1, 2, ...k jx t j+ = 	�
�
���7�

�	�����7	��	
1 1

1(0, ( ) 2 )L eK − −α εδ + ε + η 	9�
��	����	98�#::�	<������	�	������	8�#	����$

=�	�
=��	�����?"	�
���
��	 k jT +  oraz sterowanie dopuszczalne k ju +
	������7���	������

ˆ( , , ( )) ,k j
k j k jJ u T x t C+

+ + <    gdzie   1sup ( ) .C V K= + ε

<	
�������7	�8���	�	�������	#		8	��������	8��	��������	�8	�
	�
>��
��7	����

��	�
��$	���	 .C r C r≤ ≤ + Δ
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Na mocy Z2 mamy:

|| ( ) || ( )k jx t C r+ ≤ ϕ + Δ    dla    1[ , ].k j k jt t t+ + +∈

Ale || ( ) ( ) || ,k jx t x t+ ∗− < ε  	���	 || ( ) || ( ) ,x t C r∗ < ϕ + Δ + ε  dla 1[ , ].k j k jt t t+ + +∈
,������"��	 �����$	=�	�	����	�������	������>	 ���7��
��	 x∗ 	
�������	��8	K.

Oznacza to$	 =�	�	 �����7	 ����	 ,kt 	 ���
	 ( )kx t K∗ ∈  oraz 1( ) .kx t K∗
+ ∉ 	 !���=��$	 =�

�	����	�������	������>	���7��
��	 x∗ 	������	�	���������	�����	 1 2[ , ]k kt t+ +  warunek
1 1|| ( ) || ( ) .Lx t∗ − −> α εδ + ε 	,
����=	 1 1|| ( ) || ( )Lx t∗ − −> α εδ + ε  w przedziale czasu 1 2[ , ],k kt t+ +

�
	���	��"	�
=���	9�
��	��
��	8��:	���������	����
����	 2ku + 	������7����
	�����

��	 2 1.k kr r+ +< 	!����	�
	�
>��
��7	�����	�
��	���jektoria x∗  znowu powraca do K�
<��?�	7�
��	������	�	�������	 kt  i 1kt +  oszacowania 1, .k kr C r r C r+< + Δ < + Δ + ε
Na mocy Z2 mamy:

|| ( ) || ( ),kx t C r< ϕ + Δ dla 1[ , ],k kt t t +∈

1|| ( ) || ( )kx t C r+ < ϕ + Δ + ε dla 1 2[ , ]k kt t t+ +∈

2|| ( ) || ( )kx t C r+ < ϕ + Δ + ε dla 2 3[ , ].k kt t t+ +∈

Ale || ( ) ( ) || ,k jx t x t+ ∗− < ε 	���	 || ( ) || ( ) ,x t C r∗ < ϕ + Δ + ε + ε  dla .kt t≥

L�=��	 0,ε → to , , , 0,a w p eη η η η →  kule K i K1	 �����7�	 �8	 �
	 �����	 <$	 �����

1sup ( ) sup (0) 0C V K V= + ε → = 		���?�	7�
��	�
=�	��"	����7�����	���8���	�
��

�
������	�������8������	L�=��	����7�"	 ,rΔ = ε  to

1( ) (sup ( ) 3 )R V Kε = ϕ + ε + ε   i ( )R ε ∈ �	$

�
	
>���	�
���� �

@��������	8��	��	��
���	
�������7��	<���	�	���
$	=�	�������	�
��������

���	
��
���7	������
��	���
������	�������7����	7���	�
=��
�"	��������	����
��>

�������7�����	����7�����	���?��	7�
��	�	
��7����	�
���	����
�����	7�����

���	��������	 	����
��>	��������	�����	�8	�	
���������7�$	7����=�	��	�����	�
	��"

����
����	
���������	:
=���	7���	�8�	�������	�����7�	������	
�����>	����	�
����

������	!67�	7����
�"	������>	�
�
��7�$	=�	����	
����	������	�
	��	 (0, ( ))K R ε
	�
�
���7�	�	��7�	,�
��>	��7	��	����7�	�
�
�
�����	����	��	����7������	�8	���

������	������>�	>�����7��	����=�
�"	 1( ) (sup ( ) 3 ) ,R V Kε = ϕ + ε + ε 	�����$	=�	������7��

���	;���78	 1ϕ < ϕ	
��������	 1( ) ( )R Rε < ε �	,
�
���$	�
����=	��
��>	��	��	7���	����
��	

1 1( ) 2L e
− −α εδ + ε + η $	 	 �
	������7��	 ���	 ;���78	 ,1 ,L Lα > α 	
��������	 1( ) ( )R Rε < ε �

:
=��
�"	���
��	����	S��������T	;���7	7���	7����	
������
��$	����	����7�	�����

;���7�	 Lα $	 ϕ 	��7���	�������	����
�"	 ( )R ε �
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A���	�������	��	����	7���	������		�
����	��������	���������	�����	����
�

���
	B�#$	�8D�	<	�����	@������	B�#D	����
����
�
	����8��7���	�������	�����	�������?

1 3,x x=�    2 4 ,x x=�    1 2 2
3

( , ) ( ) cos
,

( )

v x u v x x
x

d x

+
=�    1 2 4 2

4
( , ) cos ( )

,
( )

v x u x c v x
x

d x

+
=�

2
4 2( ) cos ,d x c x= −     2

1 4 2 2 3( , ) sin ,v x u u x x b x= − −     2 2 3 4( ) sin ,v x x b x= −

gdzie:

1x  R	�
�
=���	����$	 2x  R	��	�������$	 3x  R	��8�
�"	����$	 4x  R	��8�
�"	��������

Parametry �
����?	 2b = 0,4256, 3b = 3,1564 · 10-4, 4c = 11,2135, maxu = 3,9351,

minu = R3,9351, 1maxx = 0,2971, 1minx = R0,2971, 2maxx = 1, 2 minx = R1.

!�����	�����$	����	
���	����
����	�
�����	�������
����	�	����	���
�������	����

��	�����>�	6��
����	���
	����8��7���	�
���"?	 0 ,t a t′ =  ,i i ix a x′ = 	 1, ..., 4,i = 	 0 ,u u′ = γ
����	����	���	���	
������	������	�	�������	������������

<���������	���
����	���
���?	 0a = 0,185219, 1a = 3,3654449, 2a = 1,0, a3 =

= 1,81700,  a4 = 5,398999, 0γ = 2,5412.

N����	����
����	����	��������7�	�������	�	������$	����������	�����	����
�

���	 rx =  B<$	<$	<$	<D�	<��?�	 7�
��	���	�
���"	 9#��:$	�	 ;���7�	L, q	����	 �����?

( , ) ,T TL x u x Wx u Ru= +  0,TW W= > 	 0,TR R= > 	 ( ) .Tq x x Hx= ρ
6�������	 ������	 ( )i

i ix t T+ ∈Ω 	 ���������
���
$	 ������7��	 ����������

680.ρ = 	,���78�
	�
���
��	�������	 minT = 2,28. :������	���
��	���� równe R = 6,46,

W = diag[1132, 100, 1, 1]. Macierz H oraz zbiór  4{ ; 0,076}Ω = ∈ ≤Tx R x Hx 	�������
�


���
��	
�����	�	�����	���
��	B�D�

6������
�
$	=�	��	
����
��	���?�	7�
��	������	���
=���	!�$	!#�	<�����	�
�

����
��	���	�����	 0x = B<$<C	<	<	<D�	7���	��������	����
����	���
��	 0, 2.δ = 	:�

�������7�	���?��	 7�
��	 
�������	 �8	 ����	 �=���	 ��
��;
����7	 �����	 ���
��

����7	���
�����	:6U	B��D�	7���������7�	����
����	����	��������	������=
��		����

����������	���	�����	���?��	7�
��	���	�8���	�=	�<V	7��
	�
�������7	����
���

,�
���	
���������7	���������
	��=$	���	�
���	��������	
����8��	����
�"	���7���	�=

<$�V	����
��	�
����
��7	�	�����	�
�	����
����	!�������	���
����
�
$	�
��7��

�
	�����	
����	�����
�����
	�	�=���	�
�	���
����	���
�	�
�
��	
	�
������

�
�������$	������7	<		
��������	��������
���	8·10–4. Wyniki symulacji przedstawio-

no na rysunkach 4–6.
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