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Piotr Bania*

Czy sterowanie predykcyjne
wymaga dokladnej optymalizacji?**

Wstep

Sterowanie predykcyjne opiera si¢ na cyklicznym rozwiazywaniu odpowiednio sfor-
mulowanego zadania sterowania optymalnego (ZSO). Rozwiazania ZSO poszukuje si¢
zwykle metodami numerycznymi, opierajac si¢ na modelu obiektu. Po rozwiazaniu zadania
poczatkowa cz¢$¢ znalezionego sterowania jest podawana na wejscia obiektu. W nastep-
nym cyklu dokonuje sig¢ estymacji stanu obiektu i ponownie rozwiazuje ZSO. Rozwiazanie
ZS0 wymaga zwykle duzego naktadu obliczen, a w przypadku systeméw nieliniowych na
0g6t nie mozna zagwarantowac zbieznos$ci algorytméw optymalizacji do rozwiazan global-
nie optymalnych. Podstawowym wymaganiem stawianym w regulacji predykcyjnej jest
stabilnos$¢ uktadu regulacji oraz jego odpornos¢ na btedy modelowania i zaktocenia. Wigk-
szo$¢ dowodow stabilnosci algorytmow predykceyjnych opiera si¢ na zatozeniu, ze algorytm
optymalizacji znajduje globalne minimum (maksimum) w zadaniu sterowania optymalne-
go. Powstaje zatem pytanie, czy ograniczajac si¢ do rozwigzan suboptymalnych, mozna
rowniez udowodni¢ stabilno$¢ uktadu sterowania. Okazuje si¢, ze przy pewnych zatoze-
niach o wskazniku jako$ci odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca i pozwala wysnu¢ wnio-
ski o odpornosci uktadu regulacji na zaklocenia, blgdy modelowania i estymacji stanu. Za-
uwazmy bowiem, ze rozwigzanie ZSO (optimum globalne) uzyskane na podstawie btedne;j
estymaty stanu oraz przy bledach modelowania i zakldceniach jest na ogét suboptymalne
dla obiektu rzeczywistego.

W artykule zaproponowano algorytm regulacji predykcyjnej dla systemoéw opisywa-
nych réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. Wykazano, ze algorytm ten nie wymaga
znajdowania rozwiazan optymalnych oraz udowodniono jego stabilnos¢. Udowodniono
tez, ze warunkiem wystarczajacym stabilnoéci omawianego algorytmu jest mozliwos¢
zmniejszania wskaznika jakosci w kolejnych chwilach czasu. Ponadto wykazano odporna
stabilno$¢ proponowanego algorytmu przy zatozeniu suboptymalnych rozwiazan ZSO.
Pewne idee dotyczace odpornej stabilno$ci algorytmow zostaty zaczerpnigte z prac Ledaye-
va [7], Fontesa [5, 6] i Findeisena [3, 4].
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W rozdziale pierwszym niniejszego artykutu podano podstawowe definicje i twierdze-
nia. Rozdzial drugi pokazuje, ze przy pewnych zatozeniach o wskazniku jakosci mozna
zaproponowac stabilny algorytm predykcyjny, niewymagajacy doktadnej optymalizacji.
Rozdziat trzeci zawiera analiz¢ odpornosci. W rozdziale czwartym przedstawiono przyktad
sterowania uktadem wahadta na wozku, przy zaktdceniach.

Artykut konczy si¢ wnioskami.

Oznaczenia
Niech H begdzie symetryczna i dodatnio okreslona macierza wymiaru n. Iloczyn

skalarny oraz norme wektora w R oznaczamy (x, y) y= xI Hy, || x|l =~x" Hx. Zbiér liczb
rzeczywistych nieujemnych oznaczamy Rg ={te R;t>0}. Symbol PC([0,T],R™) (lub
PC([0,),R™)) oznacza przestrzen funkcji przedziatami ciaglych na odcinku [0, 7] (lub
[0, «)) o warto$ciach w R™. Skrét AP oznacza algorytm predykcyjny. Symbol %/ oznacza
przestrzen funkcji mierzalnych istotnie ograniczonych na odcinku [0, 77 (lub [0, e0)). Jezeli

u e 9,to norma w tej przestrzeni jest dana wyrazeniem || u ||..= esssup ||u(?)||.
t€[0,T]

1. Rownania systemu i wlasnoS$ci rozwigzan

Zaktadamy, ze obiekt sterowany jest opisany ukladem réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych

(0= F0.u(0).po). x(O0)=x, t€R] (1.1)

Funkcja f:R"xR" xR > R" jest klasy C' wzgledem wszystkich argumentow oraz
£(0,0, py) =0. Funkcja ta jest zalezna od / parametréw danych wektorem p, € R'. Ponad-
to f spetniaw R" warunek Lipschitza || f (x;, u, pg)— f (X2, u, po) ||SL || x;—x, || ze stala
L >0 niezalezna od x;,x,,u, py. Ograniczenia warto$ci chwilowych sterowania maja posta¢
u(t)eU

U={ue R";u;, <u<u < 0,up,, >0} (1.2)

max > “min >“max

Stan systemu (1.1) w chwili ¢ bedziemy takze oznacza¢ symbolem x,, tzn. x, = x(?).
Niech & > 0 oznacza okres prébkowania. W chwilach ¢ =id,i =0, 1, 2, .... dokonujemy
estymacji stanu obiektu oraz wyznaczamy sterowanie. Sterowanie to jest stosowane do
obiektu w przedziale czasu [t;,t,]. Horyzont predykcji oznaczamy 7. Zaktadamy, ze

T>5 (1.3)

Trajektorig przewidywana w przedziale czasu [¢;, ; +T] obliczamy, rozwiazujac row-
nanie (1.1) z warunkiem poczatkowym x(z;) = X, Rozwiazanie rownania (1.1) ze sterowa-
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niem u, startujace z punktu x,, bedziemy oznacza¢ symbolem x(s;x,;u(-)). W pewnych
przypadkach zamiast x(s;x,;u()) bedziemy pisa¢ krotko x(s). Niech Q < R" bedzie zbio-
rem domknigtym, ograniczonym i jednospojnym oraz niech Qe Q. Definiujemy sterowanie
dopuszczalne.

Definicja 1.1

Niech x(s) bgdzie rozwigzaniem réwnania (1.1) ze sterowaniem u(s) oraz warunkiem
poczatkowym x,. Sterowanie u :[t,t +T]—> R™ jest dopuszczalne w punkcie x,, jezeli:

1) ue PC([t,t+T],R™), 2) u(s)eU,se[t,t+T], 3) x(t+T)e Q. ]

Definicja 1.2

Jezeli dla dowolnej liczby € >0 i dla dowolnego warunku poczatkowego x; € R" ist-
nieje sterowanie dopuszezalne u® :[0,Tp | = U , Tp <+eo takie, Ze || x(Tp; xp;u” () <&,
to system (1.1) nazwiemy asymptotycznie sterowalnym. O

Zaktadamy, ze system (1.1) jest asymptotycznie sterowalny.

Definicja 1.3. (Funkcje klasy c#7)

Jezeli funkcja @:Rj — Rj jest ciagla, Scisle rosnaca oraz @(0) =0, to méwimy, ze
funkcja ta jest klasy c%" lub piszemy @€ <A

Definicja 1.4

Niech funkcja i € A bedzie prawie wszedzie rézniczkowalna na Rar . Pochodna funkcji 2’
jest lokalnie ograniczona jezeli jest ograniczona na kazdym zwartym zbiorze X Rar m|

Lemat 1.1. (Gronwalla)

t

Jezeli ®:Rj — Ry jest funkcja ciagla spetniajaca nieréwno$¢ (r) < a+_[b(x)(s)ds
a,b >0 to zachodzi oszacowanie w(t) < ae”. 0

Twierdzenie 1.1

Niech u:t,t+T]— R™ bedzie sterowaniem dopuszczalnym. Przy dotychczasowych
zalozeniach rozwiazanie x(s;x;;u(-)) réwnania (1.1) spelnia oszacowanie

| x(s) lI< (M +M,T)e T

gdzie: se[t,t+T], My=sup ||z, My=Lsup ||z ||+ sup || f(z,w, pp) -
zpeQ zpeQ (zg,w)eXU
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Dowod

Poniewaz prawa strona (1.1) nie zalezy jawnie od czasu, to wystarczy rozpatrzy¢ przy-
padek sterowania okreslonego na odcinku [0, T]. Niech zatem y :[0, T] — R™ bedzie stero-
waniem dopuszczalnym, a x(f) odpowiadajaca mu trajektoria z warunkiem poczatkowym
x(0) = x oraz koncowym x(T) € . Rozwazmy rownanie (1.1) z odwroconym kierunkiem
czasu

2(t) == f(z(),m(1), py), T€[0,T], 2z(0)=zy=x(T)e Q (1.4)

Jezeli w(t) =u(T —71), to z(t) = x(T — 1) jest rozwiazaniem rownania (1.4).
Zachodzi oszacowanie

Iz 1l <[l 20 + | £(2(), w(s), po)ds [ <l zo [|+]1l £(z(5),w(s), po) Il ds <
0 0
< “ 2 “ +J.” f(Z(S), W(S)7 pO)_ f(ZO,W(S), p0)+ f(ZO,W(S), pO) “ ds <
0

<Nl zo lI+]1l £ (2(),w(5), po) = £ (20> w(s)s o)l ds + [ 1| £ (29 w(s), py) I .
0 0

Z warunku Lipschitza otrzymujemy

1z l1<ll 20 1+ 211 2() = zo | ds+ Il £ (z0,w(5). po) ll ds <
0 0

T T T
<l zo I+ L Nl 2o llds+ Il £ (zo- w(s). po) Il ds+ [ L1 2(s) | ds.
0 0 0

Pierwszy wyraz oraz funkcje podcatkowe w wyrazeniu drugim i trzecim sa ograniczo-
ne. Korzystajac z definicji statych M, M, otrzymujemy

T
Il 2(x) < My + Moyt+ [ L|| 2(s) || ds.
0

Poniewaz t€][0,T], to

T
Il 2(v) s My + M T + [L]| 2(s) || ds.
0
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Stosujac lemat Gronwalla ze statymi a = M|+ M,T, b=L oraz o(t) = z(?) ||, otrzy-
mujemy || z(7) [I€ (M + M,T)e"T, co konczy dowdd. O

Przedstawimy teraz kilka technicznych lematow, ktore beda uzyteczne w dalszych roz-
wazaniach.

Lemat 1.2
Zatozenia:

1) funkcja g:[0,T] >R, T >0 jest ciagtaw [0,T];

2) pochodna funkcji g istnieje w kazdym punkcie przedziatu [0, T] oraz jest ograniczona,
tzn. istnieje stata M >0 taka, ze | g(t)|< M dla t€[0,T7];

T
3) zachodzi nieréwno$¢ _“ g(®)|dt<v,v>0.
0
Teza: sup |g(t)|<PB(v;M;T), gdzie
te[0,T]
2/My dla ve[0,1MT?]
B(v;M;T) = (1.5)
\/(VT_l +1iMry’ +2My dla v>1mr?
Dowdd

Z zalozenia 2) wynika nierownos$¢

max(0,| g(0) [-Mr)<| g(1) ]

Calkujac obie strony, otrzymujemy

T T
[ max(0,] g(0)|[-M)dt < [| g(r)|dT<v (1.6)
0 0

Potozmy dla wygody s =| g(0)|. Catka po lewej stronie (1.6) wynosi

2
T 2 dla se[0,MT];
I(s)= Jmax(O,s—M’C)d’Cz M

0 Ts—1MT? dla s>MT.
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Funkcja I(s) jest ciagta, Scisle rosnaca oraz ma ciagta pochodng wzgledem s. Oblicza-
jac 171 (v) otrzymujemy

2My dla ve[0,1MT?]
I"'v)= (1.7)
I +IMT dla v>1mr?

Z (1.6) mamy I(s)<v zatem

|g(0)|<17'(v) 20 (1.8)

Zachodzi nieréwno$¢ %[ g2 (O]=2g)g()<2]| g®)|| £(t)|< 2M | g(¢)|. Catkujac obie

strony i korzystajac z zatozenia 3) otrzymujemy

t T
g2 (-g* () <2M [| g(v) | dv<2M [| g(v)|dT< 2My (1.9)
0 0

Na mocy (1.8) i (1.9) mamy

22 ()< g% 0)+2My <[ ()] +2Mv.

Wiec
| g(0) |<~/ I )PP +2Mv.
Podstawiajac do tego wzoru (1.7), otrzymujemy tezg lematu. m|

Powyzszy wynik mozna fatwo rozszerzy¢ na funkcje o warto$ciach w R".

Lemat 1.3
Zatozmy, ze funkcja x:[0,7]— R" jest ciagta, pochodna x istnieje w [0, T] oraz
|| x(¢)||< M. Jezeli funkcja he =X ma pochodna lokalnie ograniczona, to

T
[h(lx@) Ddr <v= sup || x()ll<h™" B(:MM,;T)) (1.10)
0 te[0,T]
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gdzie funkcja B jest okreslona wzorem (1.5) oraz

M, > sup Hh'(z), gdzie My> sup |[x(t)].
ze[0,M ] te[0,T']

Dowod

Pokazemy, ze funkcja (]| x(t) ||) spetnia zatozenia lematu 1.2. Poniewaz x jest ciagta, to

| x()|l< My, gdzie My> sup [[x(@)|.
te[0,T]

Z zalozenia funkcja he %" ma pochodna lokalnie ograniczona, zatem

sup h'(z2) <M < oo,
ze[0,M ]

Obliczajac pochodng funkcji A(]| x(¢) ||) otrzymujemy

d , d d
= h(llx(0) ) = (2@ =[x [l M, 20 x(0).
dt dt dt

Ostatni wyraz spelnia oszacowanie

27 00 _|x" @3] [l N0l _,,

ST (@)xt0) =

o oxry  1EO1 IO ’
. d
wice (| x(0) ) < My
Zatem h(|| x(2)|]) <B(v; MM ,;T). Poniewaz he <, to h jest odwracalna. m|

Dla zobrazowania otrzymanego wyniku na rysunku 1 pokazano funkcje B(v,M,T) dla
M=1,2,T=1.
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5
B(v,M,T)
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Rys. 1. Funkcja B(v;M;T) dla M =1,2,T =1

Na koniec przedstawimy pewne uogdlnienie znanego lematu Barbalata [8].

Lemat 1.4

Niech funkcja o, € o4 oraz niech x"(f) bedzie funkcja absolutnie ciagla na Rj.
Jezeli

T
I Olle<o, N5 Olo<o,  tim [ou (1" () Dt <o,
T—><>o0

to x" (1) >0, gdy ¢ = 0. Dowdd lematu zob. [8, 10].

2. Algorytm predykcyjny z przyblizona optymalizacja

Niech X' [t;,t; +T;,] > R" “bedzie rozwigzaniem rownania (1.1) z warunkiem poczat-
kowym x'(t;) isterowaniem u' € PC([t;,t; +T;),R™).
Definiujemy wskaznik jakosci

L+T; _
J@ Tx @) =T+ | LG ubyde+q( (4 +T7) @1

L

1 * *
15O |l= esssup || * @)
=20
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Zakladamy, 7¢ Le CHR"XR™,R}), L(0,0)=0, L(x,u)>0 dla (x,u)# (0,0), oraz
ze funkcja ge C (R" R}), q(O) 0, g(x)>0 dla x#0. Wskaznik (2.1) jest nieujemny
i zalezy w sposéb ciagly od u',

Niech T, =9, oznacza mlnnnalnq warto$¢ horyzontu predykcji. Formutlujemy zada-
nie sterowania optymalnego.

Problem P(t;,x; )
Znalez¢ sterowanie dopuszczalne oraz horyzont T; > T,,;,,, minimalizujace wskaznik
jakoscei (2.1). m|

Rozw1qzan1e problemu P (tl,xt ) oraz odpowiadajaca mu trajektori¢ oznaczamy
u (s X, ), T,, X'(s; X U '(s, X, ). Zakladamy, Ze rozwiazanie powyzszego problemu ist-
nieje w ca%e] przestrzem lub w odpow1edn10 obszernym zbiorze X zawierajacym zbior Q.
Dla problemu P(%;,%,) definiujemy funkcj¢ wartosci.

Definicja 2.1
Niech i#,T beda rozwiazaniem P(t,x,). Funkcja wartoéci (value function) V (x,) na-
zywamy optymalng warto$¢ wskaznika jakosci (2.1) pomniejszona o liczbg T,;,, tzn.

V(x)=J(@,T,%)~Tyin- o
Whiosek 2.1

Funkcja wartosci jest ciagta oraz V(0) =0.
Przyjmujemy nastgpujace zatozenie

Zalozenie Z.1

Istnieje funkcja QL | € oX taka, ze dla dowolnego sterowania u’ € PC ([t;,t; +T;1,R™),
T; 28 idowolnego x'(f;)e R", mozna znalez¢ horyzont T,y > & oraz sterowanie dopusz-
czalne u'™l e PC([t; +8,t; +8+T;,; ], R™) spetniajace warunek

;+9 )
T T, X (4 +8) STl T X (1)) - _[ oy (%" @) [hde 22)
t.

Zatozenie Z1 jest typowe dla AP. Gwarantuje ono mozliwos¢ zmniejszania wskaznika
jakosci w kolejnych krokach czasowych i stanowi kluczowy warunek stabilnosci regulato-
row predykcyjnych. Wigkszos¢ dowodow stabilnosci AP polega na wykazaniu Z1. Zacho-
dzi nastgpujace stwierdzenie

Stwierdzenie 2.1

Jezeli oy (|| x||) £ L(x,u), zbidér Q oraz funkcja ¢ sa tak wybrane, ze dla kazdego
Xp € Q istnieje przedziatami ciagle sterowanie ug :[0,8] - U takie, Ze trajektoria x; syste-
mu (1.1) wygenerowana przez to sterowanie pozostaje w zbiorze € oraz speinia warunek
G(x, (1)) + L(x (1), us (1)) £0, t€[0,8], to zatozenie Z1 bedzie spelnione. m|
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Dowdd stwierdzenia 2.1 mozna znalez¢ w pracy Fontesa [6]. Jezeli funkcja L jest kwa-
dratowa, to zbior Q oraz funkcj¢ ¢ mozna wyznaczyé metoda opisana w pracach Chena [2]
oraz autora [1]. Formutujemy zadanie sterowania suboptymalnego.

Problem P’ (tl-,xti ,1)

Dla zadanej liczby r>0 i warunku poczatkowego Xy, nalezy znalez¢ horyzont
T, 2T, oraz sterowanie dopuszczalne u':[f;,t; +T;]—> R™ spelniajace nierownos¢
JW T, x )<r.

Rozv&l/ia(zanie problemu jest na ogoét niejednoznaczne. Jezeli liczba r jest zbyt mata, to
rozwigzanie moze nie istnie¢. Jezeli rozw1qzan1e istnieje, to oznaczamy je u' (s, X, ).

Trajektori¢ oznaczamy x'(s; X, 5u ‘(s, x;,)). Obliczenia sa powtarzane co czas 9, dla
nowego wyznaczonego aktualnie stanu o_blektu W pewnych przypadkach bedziemy pomi-
ja¢ argumenty piszac np. ', x' zamiast u' (s,%,), X' (55 50" (5,%,).

Podamy teraz schemat regulacji predykcyjne;j.

Schemat 2.1
0. Podstaw i=0,f =id, r =-oo.
1. Wyznacz stan obiektu x; .
2. Rozwiaz P! (ti>x;,57)
3. Podstaw r—J(u T X, ).
4. Zastosuj poczatkowa cze$é sterowania u' w przedziale czasu ¢ € [t;,¢; +90).
5. Podstaw i «i+1, ; =id, iidz do I.
Trajektorig oraz sterowanie'w systemie zamknigtym otrzymujemy poprzez konkatena-
cj¢ trajektorii x' oraz sterowan u' zastosowanych do obiektu w przedziatach czasu [¢;,;4),

i=0,1,2,... Trajektori¢ t¢ oraz odpowiadajace jej sterowanie bedziemy oznaczaé¢ x*,u”.
Trajektoria x* jest funkcja ciagta, natomiast sterowanie u” jest funkcja przedziatami ciagla.

Definicja 2.2

Schemat 2.1 bedziemy nazywac stabilnym, jezeli dla kazdego x,e€ X zachodzi waru-
nek lim x"(¢) = 0. mi

t—>o0

Twierdzenie 2.1

Przy poczynionych zatozeniach trajektoria x* generowana przez schemat 2.1 zmierza
asymptotycznie do zera.

Dowod

W chwili poczatkowej musimy znalez¢ jakiekolwiek sterowanie dopuszczalne gwa-
rantujace skonczona warto$¢ wskaznika jakosci, tzn. J (u0 .1y, Xp) < eo. ZaloZenie Z2 gwa-
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rantuje, ze takie sterowanie istnieje. Korzystajac z zatozenia Z1 i stosujac rozumowanie in-
dukcyjne widzimy, ze

) . i tk+5
T @)+ Y| [ ap (I @lhde <T@, Ty, xp) <.
k=0 ty

Poniewaz trajektoria x* jest konkatenacja trajektorii x', dla i =0,1,2, ..., to
I
lim JOLL (Il x* @ Dde < To WO, Ty, x0) < oo
[—o0
0

Na mocy twierdzenia 1.1 mamy

| X' @ | <My +M,T)exp(LT;), dla  te[t;,t;+T).

Zatem
1" @ <y +MT)exp (LT, dla t€ [1,+9).

Ale T; < J (uO,T 0» %) < °°, skad wynika ograniczono$¢ x*. Poniewaz fjest ciagla, to
pochodna x* = f(x",u”) jest takze ograniczona. Stosujac lemat 1.4, otrzymujemy tezg
twierdzenia. m|

Istnicja zatem schematy sterowania predykcyjnego niewymagajace doktadnej optyma-
lizacji.

3. Odpornos¢ algorytmu na zaklécenia i bledy modelowania

Aby analizowa¢ odporno$¢ uktadu regulacji, musimy dokona¢ rozréznienia pomigdzy
systemem rzeczywistym a jego modelem. Niech model obiektu bedzie opisany jak dotych-
czas rownaniem (1.1) oraz niech system rzeczywisty bgdzie opisany rownaniem

()= f(@,u)+a(), py+ p) +w(@), x(0)=xq (3.1)

Funkcje a, w, p reprezentuja zaklocenia sterowania, zaktdcenia zewngtrzne oraz bie-
dy estymacji parametrow obiektu. Niech X(¢) oznacza estymatg stanu obiektu oraz niech
e(t)=%(t)—x"(¢) bedzie bledem estymacji stanu. Funkcje a, w, p, e bedziemy nazywaé za-
ktdceniami.
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Zaktadamy, ze zaktocenia sa przedziatami ciagle na R oraz ograniczone, tzn.?):
lall<n?, Iwlho<n,, lplk<ng Jell.<n,.

Prawa strona rownania (3.1) spetnia zatozenia twierdzenia o ciaglej zaleznos$ci rozwia-
zania od parametru i warunku poczatkowego. Zatem dla dowolnej liczby €5 >0 istnieja
liczby Mg, My, Mps M, takie, ze rozwiazanie x':[t;,4; +T]— R" rownania (1.1) z warun-
kiem poczatkowym x(t;) = x" (t;)+e(t;) isterowaniem u' :[t;,t; +T] — R™ oraz rozwiaza-
nie réwnania (3.1) z warunkiem poczatkowym x” (t;) 1tym samym sterowaniem, spetniaja
na odcinku [f;,,,1] warunek || x'(£)—x*(¢)|| <&y- W chwili £, (rys. 2 i 3) stan obiektu
wynosi x* (t;41), natomiast estymata tego stanu jest rowna x(¢;;1) ijest ona na ogot rozna
od stanu x* (t;11) przewidzianego na podstawie rozwigzania rownania (1.1) z warunkiem
poczatkowym x(t;) i sterowaniem u'.

— Yy

ti ti+1 J[‘i+2

Rys. 2. Trajektoria przewidywana x; trajektoria w systemie rzeczywistym x*
oraz estymata stanu x(t;)

t, t

Rys. 3. Sterowanie

2
) llall=esssup || a(t) |

t=20
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Odlegtos¢ pomigdzy estymata stanu i stanem przewidywanym speinia oszacowanie

| %(ti1) - X () ISR = G I+ X () - X (ti1) kM, 29 (3-2)

Widzimy zatem, Ze estymata stanu i stan przewidywany leza w pewnej kuli o srodku
w punkcie x” (t;41) 1promieniu M, +€&y. Promien tej kuli mozna uczyni¢ dowolnie matym
wybierajac odpowiednio matq liczbg €, > 0. Na mocy zatozenia Z1 wiemy, Ze istnieje ste-
rowanie dopuszczalne u'*! takie, ze

T o 1 e (33)
t.

L

t
J(u”l,Tm,xl (o)) ST W' T x(8)) -

Liczbe

Toglaihae G4
t

L

t
o; =J (', T;,x(t)) _J(quaTHlsxl (t41)) 2

nazwiemy przewidywana poprawa wskaznika jakosci.
Zachodzi nierdéwnos$é

ti +1

" . — — .

T T, x () ST (T, 5(5) - 0; <T@ T, 5() — [ oy (| (e (3-5)
L

~ Poniewaz J (um,Ti X (t;41)) zalezy w sposob ciagty od X' (t;41), to zastepujac stan

x'(t;4;) estymata stanu %(#;,;) wnioskujemy, ze dla dowolnej liczby €; > 0 istnieje liczba

oy >0 taka, ze warunek

| 2(ts1) = (141 1< 0 (3.6)
implikuje nierownos¢
- . - )
J@ T 3(t) <T@ Ty, X (6 + (3.7)

Korzystajac z (3.5), otrzymujemy

T @™ T, 3(t0)) < T (@ T;,3(t)) + & — o
, lig , (3.8)
<T@ T R) +e - [ oy (1 (e

I
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Potézmy €, <e, € <€, oy <7, +¢€ oraz £>0. Na mocy ciaglej zaleznosci rozwia-
zania rownan (1.1) 1 (3.1) od parametru i warunku poczatkowego wnioskujemy, ze dla do-
wolnej liczby €>0 istnieja liczby Mg, My, My, M, takie, ze zachodzi nierdwnos¢

J(ui+laTi+17)%(ti+l )) < J(uiaTia)%(ti ))+8_Gi (39)

Wzér (3.9) okresla zachowanie wskaznika jako$ci w nastgpnym kroku czasowym.
Liczba € reprezentuje wptyw zaklocef na zmiany wskaznika jakosci. Jezeli € < o;, to prze-
widywana poprawa wskaznika jako$ci przekracza wptyw zaktocen i wskaznik jako$ci zma-
leje. Wida¢ tu rowniez wyraznie, jaka jest rola optymalizacji. Wybierajac bowiem rozwia-
zania optymalne, zapewniamy minimalna warto$¢ réznicy €-—6;. Zatem optymalizacja po-
prawia wiasnosci odpornos$ciowe algorytmu.

Liczby Mg, My Nps N zaleza na 0godt od punktow x*(t,-), x(t;) oraz od sterowania.
Jezeli chcemy, aby dla zadanego € >0 warunek (3.9) byl spetniony wszgdzie, to musimy
zatozy¢ jednostajng ciaglo$¢ rozwiazan rownan (1.1) i (3.1) wzgledem warunkdéw poczat-
kowych, sterowania i zaktocen oraz jednostajna ciagto$¢é wskaznika jakosci (2.1) wzgledem
warunku poczatkowego i sterowania.

Uwaga 3.1

Jednostajna ciagto$¢ mozna zagwarantowaé, zakladajac, zeae A, we W, pe P,
ueUyy, X (£),%(t)e Xy, gdzie A, P, W, U,y, X4~ sa zbiorami zwartymi w odpowiednich
przestrzeniach. Wowczas z ciaglosci wskaznika jakosci oraz z ciaglej zaleznos$ci rozwiazan
rownan (1.1) i (3.1) od danych poczatkowych i parametrow wynika jednostajna ciagtosc
wszystkich rozwazanych odwzorowan.

Niech zatem liczby €My, My, Mps Ne beda ustalone w taki sposob, aby wzor (3.9) byt
zawsze prawdziwy. Bedziemy bada¢ zachowanie ciagu (3.9). Zauwazmy, ze przewidywana
poprawa wskaznika jako$ci speinia oszacowanie

lin . .
o; 2 [ oy (2 )dr =80y (m), gdzie m= inf |[x'(®)[| (3.10)

e(t. .t
i2%i+1
L

Wskaznik jakosci zmaleje, gdy ©; >€ lub gdy o (m) > €. Funkcja o ma odwrot-
nos$¢, zatem m > Ocil(SS_l). Niech trajektoria x* spelnia w przedziale czasu [t;,2;,1] osza-
cowanie

" @) ||> o' (e57") +& (3.11)
Poniewaz trajektorie x*, Xt [%, t;41] spetniaja w przedziale nierowno$é

|+ (1) -x" ()| <&,
to

o' @ +e< it [[X"@) <X @) -x" @O I+ O ll<e+ | X @)l

i2"i+1
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Wynika stad, ze trajektoria przewidywana spetnia nierdwnosé
12" @ 11> o' (e87") dla 1€ [f:1;] (3.12)

Ze wzorow (3.9)—(3.12) wynika ponizszy wniosek.

Whiosek 3.1
Jezeli | x" () ||> 07 (€5 +e w przedziale czasu [t;,%;,4], to istnieja horyzont T4
oraz sterowanie dopuszczalne u'™ takie, ze

- . A
J@ T, X(t4) < T (T X(8)).

Zatem wskaznik jako$ci moze male¢ z kroku na krok, jezeli w przedziale czasu [¢;,¢4]
stan x"(f) systemu rzeczywistego znajduje si¢ poza pewna kula K (O,OLZ1 (85_1) +¢g)c R".
W pozostatych przypadkach wskaznik jakosci moze male¢ badz rosna¢ nawet wtedy, gdy
znajdziemy parg T.,;,u’"" minimalizujaca J(u'™,T,,,%(t;,,)). Promien kuli K maleje
przy zmniejszaniu poziomu zaktocen. Gdyby nie byto zaktocen, to € = 0, kula K redukuje
si¢ do punktu i w konsekwencji otrzymujemy algorytm z poprzedniego rozdziatu. Musimy
teraz nieco zmodyfikowac schemat 2.1, zadajac, aby wskaznik jako$ci malat poza kula K.
Poniewaz na og6t nie znamy liczby &, to musimy dopusci¢ wzrost wskaznika jakosci o pew-
na z gory zadana liczbe Ar > 0. Rozwazmy wigc nastgpujacy uodporniony schemat sterowania.

Schemat 3.1
0. Podstaw i=0,; =id, r =0, Ar >0 (jesli jest to mozliwe, to Ar =¢€).
1. Wyznacz estymate stanu stan obiektu fctl_.
Sprobuj rozwiazaé P! (ti,fc,i ,F).
Jezeli rozwiazanie nie istnieje, podstaw r =r+Ar iidz do 2.
Podstaw r = J(ui,Ti,fc,i ).

Zastosuj poczatkowa cze$é sterowania u' w przedziale czasu ¢ € [4;,5; +9).

A O

Podstaw i «—i+1, t; =id, iidz do 1.

Aby wykazag¢, ze trajektoria x* pozostaje w pewnym otoczeniu zera, musimy przyjaé
dodatkowe zatozenie.

Zalozenie 72

Istnieje funkcja @€ oX” taka, ze warunek J i(ui,Ti,x,,)—Tmin <v,v>0, pociaga za
soba || x'(£) |I< @(v) w przedziale czasu [1;,t; +8], gdzie x' :l[ti,ti +T 1> R", T, 2T, jest
rozwigzaniem rownania (1.1) z warunkiem poczatkowym X (t;)e R" i sterowaniem do-
puszczalnym u' € PC([t;,; +T;),R™).

Okazuje sig, ze w pewnych przypadkach Z2 jest konsekwencja Z1.
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Lemat 3.1

Jezeli funkcja o; € o4 ma pochodna lokalnie ograniczona, to istnieje co najmniej
jedna funkcja @€ X spehiajaca Z2.

Dowod

Wykazemy, Ze spetnione sa zalozenia lematu 1.3. Poniewaz funkcja x' jest rozwia-
zaniem rownania (1.1) ze sterowaniem dopuszczalnym, to jest ona ciagla i ograniczona
w przedziale [t;,1; +T;]. Z twierdzenia 1.1 wynika, ze || x' () || < (M, + M,T;)e™%.

Z zatozenia Z2 mamy

T; <Ji(ul,Tiaxl(ti)) <V+Thin»

zatem || x' (1) ||[<My(v), gdzie My(v)= (M, +My(T,;, +v))eTmnt¥),

in

Norma pochodnej spetnia oszacowanie:

I# 1<M@E), MO)= sup |1 f(z,p)ll-
<M ()
yeU

Ze wzoru (2.6) 1 z zalozenia Z2 otrzymujemy

£;+0 _ ) )
[ o Q1 @ Dde< T, T2 (1)) = Togin <,
t.

L

t;+8

wice [ oy (Ix'(0) [Hde<v.
t.

Funkcja oy € <X ma pochodna lokalnie ograniczona, zatem istnieje niemale-
jaca funkcja ciagta M (v), spelniajaca warunek o (v)<M,(v). Na mocy lematu 1.3
mamy () = B(v; M (M 0 ();9)), gdzie B jest okreslona wzorem (1.5). Liczby
M (v), My(v) zaleza w sposob ciagly od parametru v. Iloczyn M (v)M y(v) jest niemaleja-
cy. Funkcja P jest ciagta wzgledem pierwszych dwdch argumentow, $cidle rosnaca wzgle-
dem v oraz B(0,M (0)M ,(0),8) =0. Poniewaz o, € X/, to rowniez aZl € A, zatem
¢e oK. O

Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1

Dla dowolnych liczb Mg, My, MNp>MNe oraz dowolnego warunku poczatkowego
x*(0)e R" istnicje liczba &>0, funkcja R(e)e oX oraz kula K(0,R(e))c R" taka, ze
trajektoria x* generowana przez schemat 3.1 osiaga K(0,R(g)) w skoficzonym czasie oraz
pozostaje w K(0,R(g)) w chwilach p6zniejszych. Ponadto dla dowolnej liczby €>0 ist-
nieja takie maksymalne poziomy zaklocen m,, 1,,, N p>MNe» 28 trajektoria osiaga K(0,R(€))
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w skoficzonym czasie oraz pozostaje w K(0,R(€)), w chwilach p6zniejszych. Dodatkowo
zachodzi warunek M,,1M,,,M,,M, — 0.
e—0

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia 3.1, wykazemy pewien uzyteczny lemat.

Lemat 3.2

Niech V oznacza funkcjg wartosci dla problemu P(z;,x(¢;)) (zob. def. 2.1). Je-
zeli x(t;)e BC R", gdzie B jest kulag domknigta o $rodku w zerze i promieniu R, to
mozna znalez¢ horyzont 7T; oraz sterowanie dopuszczalne u' spehiajace warunek
J (@', T, %(t;)) < C, gdzie C >supV (B).

Dowod

Funkcja wartoéci dla problemu P(t,x,) jest ciagla, wigc osiaga na kuli B swoje kresy.
Zatem V (X(t;)) < supV(B). Wynika stad, ze istnieje co najmniej jedno sterowanie spetnia-
jace tezg¢ lematu. O

Dowdd twierdzenia 3.1

Oznaczmy r, =J W',T, i X(t;))=Tipin- Z zalozenia Z2 wiemy, ze trajektorie przewi-
dywane musza spetniaé warunek Il x* (&) ||< o(r;). Poniewaz trajektorie x ,x' speniaja
w przedziale czasu [f;,1,,,] nierowno$é || x'(£)—x"(t)|| <&, to mozemy napisa¢

2" (@) 1=l %" (6) = x* () + 2 () |<]| " (6) = X (@) |+ ]| £ () i< e+ [| ' (1) [|[< €+ 9(r;).

Jezeli || X*(0)||> a7 (e8 ) +& w przedziale czasu [t;,t;11], to (zob. wniosek 3.1) ist-
nieje horyzont T, oraz sterowanie dopuszczalne u'™ takie, ze 1y <.

Zatem [|x" (0 |< £+ 0(r7.1) <& + () dia 1€ [f1 12

Jezeli * nadal spetnia warunek [|x“(7)[|> o7 (€87) +e dla € [t;41,t;42], to znowu
mozemy wybrac¢ horyzont T;,, oraz sterowanie dopuszczalne u' 2 takie, ze Fiip <1y Po
skoﬁczonej liczbie krokéw w pewnej chwili € [t;,t41], trajektoria x* osiagnie kulg
K(0,0; (86 1+¢). Wowcezas moze si¢ zdarzyé, ze nie bedzie mozliwe znalezienie stero-
wania uk spetniajacego warunek 7, < 7, ale na pewno istniejg sterowania dopuszczal-
ne spetniajace warunek r,; <r, +€. Zachodzi alternatywa r . <r, lub r, < <n +e
W tym drugim przypadku wskaznik jakosci moze rosnaé. Okazuje si¢ jednak, ze dopoki
trajektoria x~ nie opuszcza K to kolejne estymaty stanu x(z; j) j=0,1,2,... pozostaja
w pewnej kuli K; (0,0, (86 )+ 2e+m,) (zob. wzor (3.2)). Wowczas z lematu 3 2 wynika,
ze mozna znalez¢ horyzont Ty, ; oraz sterowanie dopuszczalne uk+i spetiajace warunek

J @ Ty 3y ) <€, gdzie € =supV (Kp)+e.

W konsekwencji petla w punktach 2 1 3 schematu 3.1 zatrzyma si¢ po skonczonej licz-
bie krokow, gdy C <r <C+Ar.
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Na mocy Z2 mamy:
I @)l C+Ar) dla 1€ [try jotps jur -

Ale | () -x" (1) | <e, skad [ x" (1) < 9(C+Ar)+e, dla € [ty ity j1]-

Przypu$émy teraz, ze w wyniku dzialania zaktécen trajektoria x* opuszcza kule K.
Oznacza to, ze w pewnej chwili #;, bylo x"(t,)e K oraz x"(f,,)e K. Zatézmy, ze
w wyniku dzialania zaktocen trajektoria x* spetnia w przedziale czasu [f;,1,4;,,] warunek
|| x* @) ||> 0 (€8 !) +e. Poniewaz || x" (£)||> o' (e87") + & w przedziale czasu [t,1,41]s
to musi by¢ mozliwe (zob. wniosek 3.1) znalezienie sterowania uk*? spetniajacego waru-
nek 7,5 < 1p4q- Zatem po skonczonej liczbie krokow trajektoria ,* znowu powraca do K.
Wskaznik jako$ci spetnia w chwilach ¢, i ¢, oszacowania r, <C+Ar, 11 <C+Ar+e.
Na mocy Z2 mamy:

1 @) < o(C +Ar), dla 1€ [t
|5 @)k @(C+Ar+e)  dla 1€ [tyystisn]
IOl oC+ar+e)  dia re [t s )

Ale || XX (@0)—x*(0) || <&, skad || x"(¢) |k 9(C +Ar +€)+¢, dla £ >1;.

Jezeli € —0,to Ng>MysMpNe = 0, kule K i K, redukuja si¢ do punktu 0, stata
C =supV(K;)+e—supV(0)=0 i wskaznik jako$ci moze by¢ zmniejszany wszgdzie poza
poczatkiem wspotrzednych. Jezeli przyjaé Ar =€, to

R(e)=o@(supV (K )+3¢e)+¢€ i R(e)e X,
co konczy dowod. m|

Twierdzenie 3.1 ma istotne konsekwencje. Wynika z niego, ze warunkiem dostatecz-
nym odpornej stabilnosci algorytmow predykcyjnych jest mozliwos¢é wybierania sterowan
zapewniajacych zmniejszanie wskaznika jakosci w kolejnych krokach czasowych. Oczywi-
Scie wybieranie sterowan lepszych taczy si¢ z optymalizacja, jednakze nie musza to by¢
sterowania optymalne. Mozliwa jest wigc znaczna redukcja naktadu obliczen przy rozwia-
zywaniu ZSO. Obecno$¢ zaktocen powoduje, ze stan obiektu zmierza do kuli K(0, R(g))
i pozostaje w niej. Promien tej kuli maleje monotonicznie wraz ze zmniejszaniem si¢ am-
plitudy zaklocen. Analizujac zalezno$¢ R(€) = @(supV (K;) + 3€) + €, widzimy, ze wybierajac
inng funkcj¢ @; < @ otrzymamy R, (€) < R(€). Podobnie, poniewaz promien kuli K jest row-
ny aZ1(85_1)+28+ne, to wybierajac inna funkcje oy | >0, otrzymamy R;(€) < R(g).
Mozliwos¢ wyboru takich ,,lepszych” funkcji jest jednak ograniczona, tzn. istnieja pewne
funkcje a;, @ dajace minimalng warto$¢ R(€) .
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4. Przyklad

Stabilizacja wahadla na wézku

Uktad wahadta na wozku jest znanym i dobrze zbadanym przyktadem uktadu nielinio-
wego [12, 13]. W pracy Turnaua [12] wyprowadzono nast¢pujace rownania stanu systemu:

_ v (x,u)+vy(x)cosx, . (x,u)cosx; +cyvy(x)
d(x) o d(x)

0 =X3, =Xy, X

d(x)=c4 —cos? Xy, vi(xu)=u —xf sinxy —byxz,  Vp(x)=sinx, —byxy,
gdzie:
X — polozenie wozka, x, — kat wahadta, x5 — predkos¢ wozka, x, — predkos¢ wahadta.

Parametry modelu: b, =0,4256, b3 =3,1564 - 104, ¢y =11,2135, u
Umin 273,9351, X max 20,2971, X! min 270,2971, X2 max — 1, X2 min =-1.
Zmienne stanu, czas oraz sterowanie zostaty przeskalowane w celu uproszczenia zapi-

=3,9351,

max

su rownan. Skalowanie mialo nastgpujaca postac: ¢’ =agt, x; =a;x;, i=1,..,4, u' =yqu,
przy czym znak prim oznacza zmienne w systemie rzeczywistym.

Wspotczynniki skalowania wynosity: ag =0,185219, a; =3,3654449, a, =1,0, a3 =
=1,81700, a4 =5,398999, vy =2,5412.

Celem sterowania byta stabilizacja wahadta w goérnym, niestabilnym punkcie réwno-
wagi x,. = [0, 0, 0, 0]. Wskaznik jakosci miat posta¢ (2.1), a funkcje L, g byly rowne:
L(x,u) = I Wx+u'Ru, wh =w > 0, R =R>0, q(x)= prHx.

Spelnienie warunku  x' (t; +T;)e Q zagwarantowano, wybierajac wspotczynnik
p = 680. Przyjgto horyzont minimalny T,,;, =2,28. Macierze wagowe byly réwne R = 6,46,
W = diag[1132, 100, 1, 1]. Macierz H oraz zbiér Q={xe R*;x" Hx < 0,076} wyznaczono
metoda opisana w pracy autora [1].

Sprawdzono, ze tak okreslony wskaznik jakosci spetnia zatozenia Z1, Z2. Warunek po-
czatkowy byt rowny x, =[0,07 0 0 0]. Okres wyliczania sterowania wynosit 6 =0,2. Mi-
nimalizacja wskaznika jako$ci odbywata si¢ przy uzyciu zmodyfikowanej przez autora
wersji algorytmu MSE [11]. Optymalizacja sterowania miata charakter przyblizony i byta
przerywana gdy spadek wskaznika jakosci byt wigkszy niz 10% jego poprzedniej wartosci.
Proces optymalizacji przerywano tez, gdy norma gradientu osiagngta warto$¢ mniejsza niz
0,1% wartosci poczatkowej w danym kroku czasowym. Zaktocenia wprowadzono, dodajac
do stanu obicktu symulowanego w kazdym kroku catkowania wektor losowy o rozkladzie
normalnym, $redniej 0 i odchyleniu standardowym 3-10~*. Wyniki symulacji przedstawio-
no na rysunkach 4-6.
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Rys. 6. Wskaznik jakoS$ci oraz horyzont w poszczego6lnych chwilach czasu, zmienne bezwymiarowe

5. Whioski

Z udowodnionych twierdzen wynikaja wazne wnioski dla praktycznej implementacji
algorytméw predykeyjnych. Po pierwsze — istnieje teoretyczna mozliwo$é konstruowania
stabilnych schematow sterowania predykcyjnego bez konieczno$ci doktadnej optymaliza-
cji, a nawet bez uzycia algorytméw optymalizacji dynamicznej. Schematy takie wymagaja
jedynie znajdowania odpowiednich dopuszczalnych rozwiazan suboptymalnych. Na ogot
jednak musimy do tego celu uzywac algorytméw optymalizacji dynamicznej. Po drugie —
algorytmy predykcyjne dopuszczaja suboptymalne rozwiazania ZSO bez utraty odpornosci
na zakldcenia, blgdy modelowania i estymacji stanu. Jak wiadomo, znajdowanie rozwiazan
suboptymalnych jest zwykle duzo tatwiejsze niz znajdowanie rozwiazan optymalnych. Po
trzecie — odpornos¢ algorytmu na biedy estymacji stanu umozliwia stosowanie obserwato-
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row stanu pod warunkiem, ze blad estymacji stanu jest ograniczony. Po czwarte — twierdze-
nia 2.1 1 3.1 oraz zatozenie Z1 pokazuja, ze warunkiem wystarczajacym stabilnosci jest
zmniejszanie wskaznika jakosci w kolejnych krokach czasowych. Wynika stad, ze optyma-
lizacj¢ mozna przerwac, jezeli uzyskato si¢ poprawe wskaznika jakosci. Ma to szczegdlne
znaczenie w przypadku stabej zbieznoS$ci algorytmu optymalizacji oraz przy istotnych ogra-
niczeniach czasowych. Po piate — wplyw zakldcen powoduje, ze trajektoria utrzymuje si¢
w pewnym otoczeniu punktu rownowagi. Wielko$¢ tego otoczenia rosnie przy zwigkszaniu
amplitudy zaktocen. Z zatozenia Z1 i wzoru (3.9) wynika, ze przewidywana poprawa
wskaznika jakos$ci ro$nie wraz ze wzrostem odlegto$ci od punktu rownowagi. Z drugiej
strony powigkszenie wskaznika jakosci spowodowane zaktdceniami jest ograniczone. Wy-
nika stad, ze wpltyw zaktocen maleje wraz ze wzrostem odlegtosci od punktu rownowagi.
Zatozenia poczynione w pracy sa znacznie stabsze niz zatozenia dostgpne w literaturze.
Findeisen dowodzi bardzo podobnych wtasnosci przy duzo silniejszych zatozeniach [4].
W szczegdlnosci zada on, aby prawo sterowania u(t,fc,l_ ) generowane w wyniku rozwiazy-
wania ZSO byto lokalnie (w otoczeniu zera) ciagte i lipschitzowskie wzglgdem fctl_ . Ponad-
to zaktada, ze funkcja wartosci spetnia lokalnie warunek Lipschitza. W podejsciu zapropo-
nowanym w tej pracy zatozenia sa znacznie stabsze. Zatozenia Z1 1 Z2 sa typowe w algoryt-
mach predykcyjnych. Nieco ostrzejszy jest warunek Z2. Zatozenie o jednostajnej ciagtosci
jest stosunkowo tatwe do spetnienia. Celem dalszych badan powinno by¢ precyzyjne okre-
Slenie zaleznos$ci pomigdzy poziomem zaklocen a wielkoscia otoczenia zera, do ktorego
zmierza trajektoria.
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