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Zastosowanie dyskretnej transformaty Laplace’a
do modelowania przebiegu procesow przejsciowych
w przemysle

1. Wstep

Przy analizie zjawisk dynamicznych zwiazanych z komputerowym sterowaniem proce-
sOw istnieje potrzeba opisu matematycznego procesdw z opdznieniami. Stosowane sa przy
tym rézne podejscia nie zawsze oddajace z dostateczna precyzja charakter tych opdznien.

W mechanice odzwierciedla si¢ praktyczne wlasnosci sterowanych obiektow wprowa-
dzajac do ich opisu tzw. czas martwy. Szczegolne miejsce w tym wzgledzie zajmuja procesy
transportu materialow sypkich lub ptyndw, a takze ogrzewanie. Naleza do nich wszelkiego
rodzaju podajniki, rurociagi i piece. Przyktadowo mozna wymieni¢ dhugie regulacyjne po-
dajniki wegla wystepujace w elektrowniach, pyloprzewody itp. instalacje. Zwykle po upty-
wie wielu minut (zwiazane jest to z pregdkoscia podajnika) nastgpuje zmiana strumienia pali-
wa do paleniska kotta po jej uprzedniej zmianie. Jest to nickiedy grozne zjawisko, gdyz
prowadzi do znacznego utrudnienia przy sterowaniu tego typu obicktow. Sytuacja kompliku-
je sig jeszcze bardziej w przypadku rurociagdéw z ptynami. W zakresie goracej wody dostar-
czanej do wezlow cieplnych niekiedy musza uplyna¢ godziny (przy rozlegtych sieciach
cieplnych), aby dokonana w elektrowni zmiana temperatury tej wody dotarta do odbiorcow.

Rowniez przy eksploatacji elektrycznych tzw. linii dlugich mozna moéwi¢ o opodznie-
niach. Wreszcie w innej skali w nowoczesnej elektronice cyfrowej, sieciach komputero-
wych i §rodkach telekomunikacyjnych wystepuja opdznienia w przesyle informacji [2].

2. Zarys podstaw teoretycznych

Dla cztondéw z opdznieniem mozna poda¢ zalezno$¢ taczaca sygnat wyjsciowy z wej-
sciowym

y(O) = ke(t=T,) M
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gdzie:
y(t) — sygnat wyjsciowy,
x(t-T,) — sygnal wejSciowy,
k — wspotczynnik wzmocnienia,
T, — czas op6znienia (martwy).

Dokonujac transformaty Laplace’a (1) mamy
Y (s)=keTo X (s) Q)

Transmitancja operatora cztonu op6zniajacego rozumiana jako stosunek transformaty
Laplace’a sygnatu na wyjsciu cztonu do sygnatu na jego wejsciu bedzie réwna

G(s) = )i((?) — kT 3)

Transformata Laplace’a odpowiedzi impulsowej bgdzie rowna
G(s) = ke *To )

Transformata Laplace’a odpowiedzi skokowej bedzie réwna

G(s) kel
H(s)=———=—— 5
(=77 =~ )
W dziedzinie r6znicowej opdznienie sygnalu mozna opisa¢ zaleznoscia
f(e=nTy) (6)

gdzie:
T, — czas impulsowania,
n — wskaznik 0+1.

Dyskretna transformata Laplace’a dla powyzszej zaleznoSci bedzie miata przy T, = 1 s
postaé

Z[ f(t-nTy)]=2""F(z) (7)

Zwykle w procesach przemystowych czyste opoznienie nie wystepuje samoistnie.
Zwiazane jest z bezwladnos$cia elementow mechanicznych lub elektrycznych. Wowczas
w modelu uwzglednié nalezy takze wlasciwoscei inercyjne, a niekiedy oscylacyjne obiektu
sterowanego.
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3. Przyklad okreslenia modelu dynamicznego podajnika

W celu pehiejszego zapoznania z proponowanym sposobem opisu dynamiki podajni-
ka podany zostanie przyktad. Niech dynamike podajnika opisuje transmitancja operatora

G(s)= )

Jest ona rozumiana nieco inaczej jak poprzednio i bedzie to stosunek transformaty
Laplace’a sygnatu na wyjsciu uktadu sktadajacego si¢ z cztonu inercyjnego i op6zniajacego
do transformaty Laplace’a sygnatu wejsciowego.

Przyjmujac k=5,n=10,T;=1s,T=100 s, mamy

Gs)= 15(;30_: i ©)
Transmitancj¢ ta mozna rozbi¢ na dwa cztony
G(s)=Gi(s)G,(s) (10)
gdzie:
G1 (s):1005s+1 (1)
Gy (s)=¢ ' (12)

Przechodzac do dyskretnej transformaty Laplace’a i stosujac oprogramowanic MA-
TLAB mamy dla G,(s):

I=[5] (13)
m=[100 1]
Dla okresu impulsowania réwnego 1 s mamy

[id,md] = c2dm(1,m,1,'zoh") (14)

stad:
ld = 0-0,0498

md = 1,0000 — 0,9900
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a dyskretna transmitancja operatorowa tego cztonu begdzie miata postaé

0,0498
z—0,99

Gi(2)= (15)

Na rysunku 1 przedstawiono odpowiedz cztonu inercyjnego na skok jednostkowy dla
uktadu opisowego transmitancja operatorowa (11), czyli step(l, m) oraz odpowiedz cztonu
na skok jednostkowy dla uktadu opisanego dyskretna transmitancja operatorowa (15), czyli
dstep(ld, md).

1] 100 200 300 400 200 =10

Rys. 1. Odpowiedz cztonu inercyjnego na skok jednostkowy step(/, m)
oraz dyskretnego cztonu inercyjnego na skok dstep(/d, md)

Dla G,(s) postgpuje sig inaczej. Nalezy dokona¢ dyskretnej transformaty Laplace’a
funkcji jej odpowiadajace;j

80 (n—10T; ) =8¢ (n—10%1) =&, (n—-10) (16)

Woéwczas mamy

G,(2)=Z [50 (n —10)] =710 (17)
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gdzie:
d, — funkcja Kroneckera [1],
Z — oznaczenie dyskretnej transformaty Laplace’a,
przy czym:
dy(kT) =1dlak=0 (18)
dy(kT) =0dlak#0
Ostatecznie
0,0498 _1g
G(2)=G1(2)Gr(2) =———z
(2) =G1(2)G(2) 70,99 (19)
lub
0,0498
G(z2)=—"—— 20
21 -0,9921° (20)
Transmitancja ta moze by¢ zapisana inaczej
0,0498
G = 10 ’ 1)
z —0,992z"+0+0+0+0+0+0+0+0+0
Wykorzystujac oprogramowanie MATLAB mamy:
Id =[0,0498] (22)

md=[1-0,99 0 0 0 0 0 0 0 0 0]

Odpowiedz na skok jednostkowy dla transmitancji (21) przedstawiono na rysunku 2

dstep(ld, md).

W oprogramowaniu MATLAB istnieje stosowna procedura w Control System Toolbox
— discretization pozwalajaca podda¢ analizie wptyw opdznienia na zachowanie si¢ uktadu

dynamicznego.
Dla transmitancji operatorowej (9) mamy:

h=tf (5,[100 1], inputdelay',10);

hd = c2d (h, 1).
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Transfer function

0,04975

M(-10)*
2 (-10) z—0,99

(23)

sampling time:1

step (h,'—=', hd,'-")
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Rys. 2. Odpowiedz dyskretnego uktadu inercyjnego z op6znieniem na skok jednostkowy dstep(ld, md)
oraz odpowiedz na skok jednostkowy dyskretnego uktadu inercyjnego z opdznieniem wyznaczonego
w Control System Toolbox, step(h, - -, hd, ’-*)

Odpowiedz uktadu na powyzszy skok jednostkowy jest identyczna jak dla poprzednio
rozwazonego przypadku i przedstawiono ja na rysunku 2.

Procedura zwiazana z opisem matematycznym uktadow z opdznieniem bgdzie polegaé
w oparciu o analizg:

— zdjetych charakterystyk dynamicznych na:
* oszacowaniu opdznienia w jednostkach czasu (w przyktadzie 10 s),
* okresleniu wspotczynnika wzmocnienia (w przyktadzie rowny 5),
* okresleniu statej czasowej (dla przypadku procesu inercyjnego, w przyktadzie 100 s);



Zastosowanie dyskretnej transformaty Laplace’a... 511

— statych czasowych i wspotczynnika thumienia (dla przypadku procesu oscylacyjnego) na:
* okresleniu czasu impulsowania T (w przyktadzie 1 s),
* okresleniu dyskretnej transformaty Laplace’a zarowno opo6znienia, jak i cztonu iner-
cyjnego,
* okresleniu finalnej dyskretnej transformaty Laplace’a uktadu sktadajacego si¢ z czto-
nu opo6zniajacego oraz inercyjnego (lub innego).

4. Whnioski

Dla obiektéw poddawanych sterowaniu lub automatycznej regulacji zwiazanych
z opb6znieniami transportowymi celowe jest wykorzystanie metod cyfrowej analizy ich
wlasciwosci w szczegolnosci dyskretnej transformaty Laplace’a. Uzyskuje si¢ w ten sposob
mozliwo$¢ precyzyjnego opisu w dziedzinie roznicowej zjawisk fizycznych, ktore ze swej
natury sa trudne do analizy w dziedzinie rézniczkowe;j.

Przedstawiona metodyka moze znalez¢ zastosowanie przy konstrukcji cyfrowych re-
gulatorow sterujacych obicktami z opdznieniami o wlasciwosciach opisanych zaleznoscia-
mi dyskretnymi lub przy analizie dynamicznych wtasciwosci konkretnych obiektow prze-
mystowych po poddaniu ich typowymi wymuszeniami.
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