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���	������	�#	��	������	$%&	'�������	anych z maszy-
nami transportowy�	(	����)��	�	�	
����	M t = {m p+1, m p+2, ..., m p + m t}, gdzie m t
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�������ementowy, tj. m t = 1. Czas przejazdu wózka v ∈	 M t 
���@���	 �����;

�<	 l	 �	������<	 l+1, 1 ≤ l < m p
�	�@������	�������C	����	 t(l, l+1) > 0. Podobnie, przez

t(m p,1) > 0	���������	����	��������	�����	���@���	�
���<	���������<	�	���������<?
F��������������	 
���	����	�����	 �	�����	 ����������e���	������	 �������������	����;
���	�����	��������	���@���	������<	��<	������	�����������+	l, k ∈	M p i dany jest
równaniem:
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����	����9�	������C	r, r > 2�	�����	��	������	J = {1, 2, ..., r}�	���:��<���+	��
���������aniu naprzemiennej sekwencji operacji produkcyjnych i transportowych. Detal
wykonywany w ramach zadania j ∈ J	
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v w kierunku maszyn 2, ..., m p
?	�	 �
����	�����������	��
��	�����
owany je�
	�	���
�

�	�������	���
��?	.�������	�����������	��9��	�������	j ∈ J podzielone jest na m p operacji
produkcyjnych i m p – 1 operacji transporto���+?	/�����@	���������<	l zadania j�	��
�;
���<	����	para (l, j)�	����9�	������C	��	��������	l ∈ M pw czasie p(l, j) > 0J	������@�	���
�
����	p(l, j) = 0	
���
�����	���	������@	�	p(l, j) = ε > 0	���	���������e���	�����	���
����	ε.

Operacja ta polega na:

(i> �������	���
�	�	��
����	�	��,���	���������:�	��������

=ii) przetworzeniu detalu na maszynie,
(iii> ���������	���
�	��	��,���	���������:�	�������?

�����	�����
���+	�������	�����������+	���������	����	O p = {(l,  j) : l ∈ M p, j ∈ J}?
-��
�����	�����9�C�	9�	�������C	������	O p wynosi n p = |O p|= m p· r.

0���@���	��9�<	��<	�������	�����������+	(l, j), (l+1, j), 1≤ l < m p, j ∈ J, wykony-
wana jest operacja transportowa, notowana jako (m p+l, j)�	���:��<�<	��K

=�> �������	����	�����	�	���
�	�	��
����	�	��,���	���������:�	�������	��

=��> ������������	���	���@���	���������	��	�L1	∈ � �	�	������	�=� �L����>	M	�=��	�L1>�

=���> ����
�������	���	�	��,����	����������	�������	�L1?
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�	����	����������	9�	����	�������	�	����
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���	����J	����9����	
�	���	���
	�:��������<���	������	�����	���	���
	���	��������	��a roz-
patry����:�	 ���
����	 ����������	 �����	 �������N����
�������	��:<	 ��C	 ������	 ��
�����	���������	�������	
������
����	�	���	������<	��	���������C	�������+	�����;

9��?	�����	�����tkich operacji transportowych, wykonywanych przez wózek v, oznaczymy
przez O t = {(m p+l, j) : 1 ≤ l < m p,  j ∈ J}?	O������C	������	O t wynosi n t = |O t|= (m p–1)·r?
G��	 �����
�����	 ���������	 ��,��������	 �����	�����
���+	 �������	 ����	O = O p ∪ O t,
gdzie n = |O| = n p+n t.
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���	���
���	����	
��+����	�������	�����	��������<	��������<	��;

������C	���j����	�����	����	��9��	��	�
��������	
��?	������	���������	����
����;

��?	G�����	����+	����
acja π = (π(1), π(2), ..., π(r))	�������	��������C	�����������	�����
��	���oru J	����	��9�<	�	������	�����������+�	���	����+	Π	�@����	�������	�����
���+

����
����?	G��	����
����	π ∈ Π	��������	��@	����
����<	��������C	�����������	�������
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����+	����	������	:��������<	��	�����	π w sposób opisany dalej (�
��	
��9�
�����:�����	����u���	�	���������	���
@���>?	�����	v wykonuje lc = m p+ r – 2 cykli,
gdzie cykl i pracy wózka, 1 ≤ i ≤ lc�	������:�	���
@��<��?	F����	i ≤ r�	
�	�����	�����	���
��������	1	��	�����������	��@	�������	�����������	(1, π(i))�	�	����	��������	������@


������
o�<	(m p+1, π(i)) w czasie p(m p+1, π(i)) = t(1,2)?	F�9���	��
�
���	�	�����	��	����;
�����	���
���	��9	����������	��	���
����	
��?	�����	i > r, �����	��������	�������	��
�
=�������	���	���������>	�	��������	�������	 	 =�	������	 t(1,2)>?	 F����	1 ≤ i 61	≤ r�	 
�
�����	��������	��	�������e���	��@	�������	(2, π(i – 1))�	�	����	��������	������@	
����;

��
��<	(m p+2, π(i – 1))?	�	���������	�����	�����	��������	�������	��
�	�	������;

��	�������	7?	0�����	��
����	��@	�9	��	�����
�	��������	�����	��	�������	m p?	��;

�������	��������	��
�:�	���@���	�
���<	���������<	 �	������w��<	�	������	 t(m p, 1)
������	����?

G���	�<	�������	
������
���	a = (l, i), b = (k, j), a, b ∈ O t)?	0��������	��
�	��:<
��C	�
�9�amiane z przezbroje�����	�������	
������
����	������������	���@���	��;

�������	a, b, w czasie s(a, b) = t(l – m p+1, k – m p).

-�	���
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����	�:����������	���:��<��	��	
���	9�K
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=��> ��9��	�������	 ����������	�	 ��9���	 �+����	��9�	��������C	 ��	 �����9��	 ����<

������@	���������<�

=���> �����	�	��9���	�+����	��9�	��������C	��	�����9��	����<	������@	
������
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=�P> ������@
�	�������	���	��9�	��C	��������?

8�����:������	�������	��@	����	�����	���
����	S(i) ≥ 0, i ∈ O, gdzie S(i) oznacza mo-
ment rozpocz@cia wykonywania operacji i?	8�����:������	���
	������������	:��	������
�����
���	�:����������	
��+����:�����	���������	��	���
��?	0������	���:�	��	������zie-
niu takiego uszerego�����	�����������:��	��	�����
	�����������	�����������	����;

��	
��+���ogicznego, równy S(m p, π(r)) + p(m p, π(r))�	����<�	���
��C	��������<?
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��+	����9��	��
���<���+	���
����	����
����	π ∈ Π	���	�������	���;

������znie kolej�����	���������	�������	 
���s��
����+	����	�����?	0����@
�	�	 ���;
������	  	 ����
�����	 ���
���	 ����������	 ����������	 �������	 
������
����+	 ���
	��������

������	��:���������	����
���	��������:�	�����	!AB	�	��sobem koordynacji re-
alizacji harmonogramu przez system produkcyj��?

�	����@
��	�������	��:���	�	����
����	���������	�����	���
	������	���
�K

1? ���Q	�	��
������	��@	���	��,����	����������	�������J

 ? ������	��	���������	=���9������	��@	��,���	���������:�	�������>J

7? �����	���	�
����	�����������	
�	�������	���
@	��	��,���	���������:�J

:? �����	���	�
����	�����������	
�	������	���
@	�	��,���	���������:�J

"? ��Q	��	�����	1?

F����	�������	������9	����������<	����@	��
���
������+	���������	�	����������

��@	 ��+	��,���	���������:��	 
�	 ����������	����������:�	+������:����	 ���������	 ��@

��
���
������	�	���
����e���	�����	��	�
����	������w����	�	��
������	����������?	�	
�;

���	���
����	��:�������	���
�����:�	����
����	���������<��:�	��	���9<��	���@	������

�	�����	���
	�	zasadzie nie potrzebna.
!�
����
�����	 �����<������	 ���
	�9����	����������	���������	�������	 
������
�;

���+	 ����	����
�����	��������	�
����<���?	����:�	���
��������	����
���	��	���9<��

���������<��:�	��@	�	R��,�����<��:�S	�����	�	�������+	�����������+�	�
���	����9�	����;

��C?	5����	�����<�����	���
	���9����	��������	������������	�	������	�+����
����
�����	���

���
����	�������a���+	��	����<	:�����owych problemów szeregowania.
;�9����	�	�,��
��+	���
��������	���������+	���
��	���+�	�����	��9��	���������C

��	���
���	����������?	;����9��	�����	r MH 	�����	����	���
��	��������<��	m pHMH7	�
�;

�������	 =�����������	�����������	����������>	����	 �����	�����	!AB?	3����	����;

�������	 �������	�������:�	��	 �
���������+	1??7	������<	����������	 =1J1�:>?	3����

����������� zadania drugiego na stanowi����+	1??7	������<	����������	=1J1�1>?	�����;
�����	9�	�����	��������	�����	���@���	��9�<	��<	�<�������+	������	�<	�����	�����;

���?	0���������	��������C	����a������	�����	��	���
���	πHMH=1� >?

;����9��	����	��������	��������	�trategie ruchu wózka AGV:
=�> �����	���������	�����
���	�������	
������
���	�������	�������:�	������<�	��9��;

������	���	 �
��������	��	�����������	���
��������	��������	�	����	�����:���

�	����
�����	�����	
������
	�������	���:��:�J

=�> �����	���������	�������	
������
���	�	�����	�����
����	���	�������	�������:��

���	���:��:��	�:�����	�	�������<	����<	�	���������	 ?

5�����	�����������	���
��������	���	�����	�����:	��
��������	�������������	�
��
�;

:��	=�>	������	<�	������	:��	�����:	�
��
�:��	=�>	������	11?	9�9��	���C	����	��������

�	�
����	�������	
�	���
	�����
��?	4
<�	��������	9�	��������C	�����:�	�������	
������
�;

���+	����	�����	����9�	��	�����+	��������	�	��9�	��C	�
�����������	�������	���
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������	!���	5�����

���������	���������	 �����	 ��	 ���
���?	 F��	����������	 ���<:�	 
�	 ��	 ���<	 �������

�������������	�������	��:���
��	�
����������	�	����������	�
��������	�������?	G��
�:�

������	
�:�	
��	���	�@����	
�
��	�����9���?

&�������������
	�����'(�	)���

0���9��	�����
�����	�����	����
������;:��,���	��������	��:����	��	�������;

�����	��a�������	���	�	����
������	��
���	�����<�������?	-���+	G(π) = (O, E)	�@����	����;
�������	:��,��	�������
��<���	������<	����
���@	π ∈ Π	��	�������	������+�����	O
�	�������	�uków E = ET ∪ EK ∪ EV ∪ ES, gdzie:
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−

∈ =
= + + +� � (3)

1

1

{(( , ), ( , 1))}
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−

=∈
= +� � (4)
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2 1
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pr m
V p p

j l

E m l j m l j
−

= =
= + + + −� � (5)

Zbiór ES
	�
�����	���@	������� ES = ES1 ∪ ES2 ∪ ES3

�	����������+	���
@u�<��K

1
1

1

{(( , 1), ( 1, 1))}
k

S p p

z

E m z m z
−

=
= + + +� (6)

2
2

1

{((2 1, ), (2 , ))}
k

S p p

z

E m r z m z r
−

=
= ⋅ − − ⋅ −� (7)

3

{(( , 1), ( 2, )) : },

{((2 1, ), ( 1, 1)) :1 1},

,

p p p p

S p p p

p

m z m z k r k z m r m

E m z m z k z r k r m

r m

⎧ + + − + ≤ < <
⎪⎪= ⋅ − + + − < ≤ − + >⎨
⎪ ∅ =⎪⎩

(8)

gdzie k = min{m p, r}?

=�9��	������+����	(l, j) ∈ O	��	����<9����	p(l, π(j))?	U���	��	�������	ET, EK, EV
	���<

������	����<9enie. Reprezentu�<	����������	��������C	���������	�������	�	��������
��������C	���������	�������	�����������+	����	�������	����k�����	�	��������C	��;
�������	�������	
������
����+	����	�����?	=�9��	���	(i, j) ∈ ES	��	����<9����	s(i, j)?



9����������	�������	�����	�	����
������	���
����	�����������???   <

U���	
�	�������
u�<	��������	�����	���	���������?	G�,������	������	�����	E	:�����
���
�����������C	:��,�	���	��9���	����
����	π ∈ Π. Oznaczmy przez rπ(i), qπ(i)	������9��<
����9�@	����������	���+���<�<	�	���+���<�<	�	����z�+����	 i ∈ O	���	��:�	����<9����

p(i) w grafie G(π)?	-��	 
�����	�����9�C�	9�	���
��C	rπ(i)	 ���
	�����	��������������e��
��9���e��	�����
���	������@���	�������	i, tj. rπ(i) = S(i)?	��
��	�����9���	�	����

������	 ��������	 ��@	 ��	 ������������	 
�����	 ����
����	π ∈ Π�	 9�	 ������9���	 ����9��

=�����	����9�<	���
����<>	�	:��,��	G(π), równa Cmax(π) = rπ(m p, r) + p(m p, π(r))�	����;
����	���
��C	��������<?

G��@��	�������������	��������	����
������;:��,�����	��9��	�	 ��
��	��;

���	�����,i����C	����
���	��
����<��	��:���
��	�������:�	�����������	����������	���;
��������	���������	�����������	�	���
�����C	��	������9���:�	��z��<�����	���
��;
���	����
������:�	�������?	F�����	�	�����
��������	
��	:���	��:���
���	���
	��:���
�

�����������	�	����������ami, prezentowany w pracy [7].

*��%����	������
�	�����

0���9��	 ��������	 ��@	 �����:����<	 ������<	 �����������	 ���
�����	 ����
������:�

�������?	G���	�<	m p = 4(M p = {1, 2, ..., 4})	�������	����������	���:���������	�	�����

��	@
��	����	m t = 1 wózek AGV (m t = {5}>?	�������	��@	 ������
����	����	przejazdu
wózka v ∈ M t

	���@���	���
@��<cymi po sobie maszynami produkcyjnymi, tj. t(l, l+1) = 1,
1 ≤ � < m p oraz t(m p,1) = 1?	�	���
����	����9�	������C	r = 5	�����	=J = {1, 2, ..., 5}>?
=�9��	�������	j ∈ J	������	��@	�	��������nnej sekwencji m p = 4 operacji produkcyjnych
i m p – 1 = 3 operacji transpor
����+�	�
���	����9�	������C	�	����������	(1, j), (5, j), (2, j),
(6, j), (3, j), (7, j), (4, j). Czasy wykonania wszystkich np = 20 operacji produkcyj���+
���
���	�����	�	
�����	1?	3����	���������	�����
���+	n′ = 15	�������	 
������
����+
�������<	 �	 ������	 ��������	�����	 v	 ���@���	���������	 ������������	 �	������<

p( j) = 1, j ∈ O t.

+�������

#	��
	���������	�	
����		�����������

Przyjmujem��	 �
	 	
�������	 ���
������	 ���
����	 ���������	 �����	 �
	 ������	 J
w systemie jest permutacja π = (1, 2, 3, 4, 5)?	������:������	�:����	�	����
���<	π	����;
�
������	 ���
	��	�������	�?	�����
	�����������	�����������	������	 
��+���ogiczne-
go wynosi S(4,5) + p(4,5) = 33?	 ������	��
�������<��	���
��C	!������	���
��������	���
�"�

���#9�����?	A��!	G(π)	��	�������	����<9����+	������+�"�#�	O	�	�������	"��#�	E	���
�"
�����
���ony na rysunku 3.

Zadanie 
 

1 2 3 4 5 

p(1, j) 1 5 1 1 1 

p(2, j) 1 1 1 5 1 

p(3, j) 5 1 1 1 1 

p(4, j) 1 1 5 4 1 
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Zbiory ET, EK
	��������<	����������	��������C	���������	�������	�	��������+�	��;

������C	���������	�������	����	�������	����������	�	���	����:��<	�����
����?	U���

����9<��	��	
��+	�����#�	���������	�<	����<	��<:"<?	*�����	"��#�	EV, ES
	��������<	�����;

���C	�����������	�������	
������
o���+	����	�#���?	U���	����9<��	��	
��+	�����#�
���������	�<	��	����<	�����	����������?

#����������
�
+�����
	�+���
	�		
�������	π

#�������,��$	,-π./	0��
���1	�1����	������			
����	����������	�	��	�����

������	��	��		��������	����������	����	����		���
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���	�����	�	���� ������	��� ��	�	
����!��������� "#$

%�!		��	�#	���	EV
	�!��&����	!������&'	��!����	�	�
�����		�	
��������lnych	��!���%


����	���!��	(�	!�����	��!�����		�!��	��	�#	���	EV
	��������	�	�	�����	�#�	�����	�!	��

�#	���	ES
	��
����� �����	�����	
���������	#��	������!��	)	�#	����%	EV, ES ��������	�	�

��
��	���	�	*			+	������ ���

Wózek wykonuje lc = 4 + 5 – 2 = 7	��!�	�	)	
	�������	��!��	
����"	����!	��!�����

 ��!�	�����	�
������	 ����
�� ���	(5,1). Polega na przetransp�� ����	�	
��� �	�	�����	��	$


��	����	��������		
����!��j���		$			"�	,�� �
�	�	����!	��!�����	
�������	
�� �	
�-

�	����	��������		"			$	�	����	�	s((5,1), (5,2)) = t(5 – 4 + 1,5 – 4) = t(2,1) = 3 i rozpoczyna
wykonanie operacji transportowej (5,2). Przejazd pusty jest reprezentowany w grafie G(π)
����	����<9���	"��	((5,1), (5,2)) ∈ ��. W drugim cyklu pracy wózka, po wykonaniu opera-
cji (5,2) wykonywana jest operacja (6,1)?	2�������C	
<	�������	"��	((5,2), (6,1)) ∈ ��

?	3�

�����������	�������	(6,1)	�	����	������@����	�������	(5,3)	���
@���	��������	�����<��
����	�	����	�#����	�������	���	��"������	�������
��a��	����	"��	((6,1), (5,3)) ∈ ��

�	����<9����	s((6,1), (5,3)) = t(56 – 4 + 1,5 – 4) = t(3,1) = 2?	4	
������	�����	����	�#���

����������	�<	�������	�������	(5,3), (6,2), (7,1)?	2�������C	
�	����
�����	���
	����	"���
((5,3), (6,2)), ((6,2), (7,1)) ∈ ��

?	3�	�����������	�����	$	�#���	��������	�������	�����	�9

��	�����
�	���������	��
�
����	�eracji transportowej (7,5).
Graf G(π)	�����
�������	���
	�	
��	���#��	9�	��9��	�	������+�"�#�	������	��	���;

��9��	���	�����������	���������	�	���
@�����	���@��	�����	�
��������	"�
��	��9��

��������C	���
����	rπ(i), qπ(i)	�����	�	�������������	�"�:��C	����9��	���
������?	G"�:��C
����9��	���
������	�	:��.��	=�#���	���
����	.������	���
��������>	������	Cmax(π) = 33. Na
rysun��	$	"���	�	������+�"��	����9<��	��	����9��	���
������	���
�"�	���#9�����?

/����9��	����
���@	δ	M	=5�	��	0�	1�	$>	���
�"<	�	����
����	π po zamianie miejsca-
mi elementów π(3) i π(5)?	2��	�����C	��	:��.�	G(δ) z grafu G(π) wy�
�����	�������	������C
����<9����	��@���	����zcho"�#�?	3���<9����	������+�"�#�	(l,3), (l,5), 1 ≤ l ≤ 7, w grafie
G(δ) wyniesie odpowiednio p(l, π(5)) i p(l, π(3))?	4��
�	�����9�C�	9�	���	������:#����+
����.��a����+	:��.�	���	��	������������	�����������	�����	�	�������	"��#�	E.

,��%�������	���

4	����������	����	 �����9���	����
�����	���
��	����������	�	�
���
����	���"�;

�����	���u
��������	�	�
#���	�������	���:���������	���
�"�	�	��"��	 
��	@
��?	G�


������
�	�����	���@���	���������	������ystano jeden jednokierunko��	�#���	2AB?
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:�����:�?

G��	�������	�����
�������	�����	��
���
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���j��;:��.��<�	 ���
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��;

����	����
���	���.���o����:�	:��.�	���
	��:�	�����������C	����	"�
���C	����.�������	
�;
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�#����9	�
��������	�������	�	R��:����S	�����������	���
����	.������	���
��������?	G��@;

��	�������
a���	����
������;:��.����	��9����	���
	"�
��	�����
������	����
#���+	��:�;
��
�#�	�����������+	�����������	���������	���"�������	�	���
��������	��	���;

���9���:�	�����<�����	������:#l���+	���
�����	�����9���go problemu.

-���������

8&9 :�����������	'�	V�

	0�	(�������������	#�;	�����������
������
����������������� ����������� 

!�	��������"������	������	��		
�������	���������	���	�����	���

��� V�����	 ���	 ���	!�"	���������������#���
�� !
�� !�
� �$
����
%��������$� ������
�����
�� �����

��������������
%
��	#������	�

���$	%���&�����	����	�����	���

�'� !���	���	#�����(�	��"	���!
����	������"����
!�!���%�������!�	��������"���������$�������������	�� 

��� �������� $�������� ����	��	)��	 *����������	 �������	 ��	 W��X�+��	%����������,	!-��&��	 ��

�����	��'

�.� V���	/��	!������$���(��	0��	1��������(��	)�"	&������
������	���
��������� �������!�
��$
���
 


��'��	$��������	������	��		
�������	���������	����	�����	���

�2� 3�4��	5����	!����6����	%�%�"	(������	
�!�������
���!
�����
���������������$�	����"���������

�$������"����
!����������$�	����

���	**Y	)�����������	�'�	�����	��

��� 3�4��	5����	!����6����	%�%�"	(�����������"�����'����������
��������
���$���������!
����	�

	
������
�� ���$� 	
������
���� ���� �"������	 Y���
���	 �������	 ��		
��������	 ���������	 �'�

�����	��'

��� /�7����	Y��	!&������	0�"	��!������%������	$����
���$��!
���$�����������
��!�
� �$
����
%����

Y���
���	�������	��		
��������	���������	��	�����	���


