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Problemy sterowania pewnej klasy systemow liniowych
o niepewnych parametrach**

1. Uwagi wstepne

Przedzialowy system dynamiczny stanowi rozszerzenie i uogoélnienie systemu dyna-
micznego o znanych parametrach. Jego definicja jest podana np. w pracy [6]. W pracy jest
rozwazany liniowy stacjonarny system dynamiczny o niepewnych parametrach, opisany
nastgpujacym roéwnaniem stanu:

{)'c(t) = A(q)x(t)+Bu(t)
y(1) =Cx(t)

gdzie: x(f) € R", u(f) e R, y(¢) € R.

ey

Oznaczmy wektor niepewnych parametrow systemu przez g. Moze on by¢ zapisany
nastgpujaco: ¢ = [q,, qz]T, q € Q, gdzie Q oznacza caly obszar niepewnych parametrow.
Elementy wektora ¢ sa nastgpujacymi liczbami przedziatowymi:

q =la a1l (2)

b =9, 9] 3)

Wierzcholki obszaru niepewnych parametrow Q sa zdefiniowane nast¢pujaco:

qn =la1> 41
qn =laq1> 951
_ “)
qn =laq 5_12]
qwn =115 921
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Nastepnie zalozmy, ze elementy a;(g) macierzy stanu A(g) sa liniowymi funkcjami
niepewnych parametrow systemu ¢, i ¢,. Mozna to zapisa¢ nastgpujaco

a;(q) = (v | ) (%)
gdzie:
(.].) — standardowy iloczyn skalarny,
_ T
Vi = [Vlija Vaijs v3ij] 5
~ T
q = l91,92 11
Z kolei elementy macierzy sterowan B i macierzy wyjscia C systemu sa doktadnie zna-
ne 1 mozemy je oznaczy¢ odpowiednio przez b; i ¢;, gdzie i =1, ..., n. Zaktadamy, ze wszyst-
kie te elementy sa niezerowe:

b #0,i=1,.,n
(6)

¢;#0,i=1,..,n

2. Widmo rozwazanego systemu i jego geometryczna interpretacja

Oznaczmy widmo rozwazanego systemu o niepewnych parametrach przez A(A(q)).
Zatdzmy, ze rozwazany system Vge~ Q posiada wylacznie pojedyncze izolowane warto-
$ci wihasne. Jest to zbidr warto$ci wlasnych systemu, ktore sa otrzymywane jako zbior roz-
wiazan przedzialowego rdwnania charakterystycznego systemu

det(AI—A(g)) =0 (7)

Widmo moze by¢ zapisane nastgpujaco

AA() = (A1), Ax(@) - A(@)} ®)

Przedzialowe warto$ci wlasne A;(¢) sa w ogdlnym przypadku nieliniowymi funkcjami
niepewnych parametréw q. Ze wzgledu na wymiar przestrzeni niepewnych parametrow Q
rowny 2, widmo rozwazanego systemu o niepewnych parametrach opisane przez (8) posia-
da prosta interpretacj¢ geometryczna (zob. [14]). Moze ono by¢ interpretowane jako zbior
powierzchni w przestrzeni R3. Przyktadowa geometryczna interpretacja widma podana jest
na rysunku 1.

Teraz oznaczmy ekstremalne wartosci kazdej z przedziatowych wartosci wlasnych:

A =supA;(q). g€ Q
, €))
A =inf A;(q), g€ Q
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Interval eigenvales

Rys. 1. Widmo systemu przedzialowego w przestrzeni IR3

Wartosci ekstremalne (9) moga, ale nie musza by¢ zlokalizowane na brzegu obszaru Q.
Nastgpnie zauwazmy, ze kazda z warto$ci wlasnych A; moze by¢ interpretowana jako nastg-
pujaca liczba przedziatowa

Ai — [Almin’ Almax] (10)

3. Uwagi o transformacji rownania stanu systemu
do postaci kanonicznej Jordana

W przypadku rozwazanego systemu dynamicznego o niepewnych parametrach opisa-
nego réwnaniem stanu (1) mozna od razu zauwazy¢, ze w obrgbie obszaru niepewnych
parametrow Q rownanie stanu po transformacji uktadu wspotrzednych moze przybraé roz-
na posta¢ w zaleznosci od wzajemnej lokalizacji wartosci wlasnych:

— w podobszarach, gdzie wartosci wlasne maja czgsci wspdlne, macierz stanu moze by¢
macierza blokowo diagonalna, gdyz w tych podobszarach system ma wielokrotne war-
tosci wlasne i moga wystapi¢ nieliniowe dzielniki elementarne;

— w podobszarach, gdzie warto$ci wlasne nie maja cz¢éci wspolnych, macierz stanu sys-
temu jest macierza diagonalna, gdyz w tych podobszarach system ma jednokrotne war-
tosci wlasne (dzielniki elementarne sa liniowe).

W tym miejscu warto przypomniec, ze posta¢ kanoniczna Jordana macierzy stanu jest
okreslona poprzez dzielniki elementarne tej macierzy. Kazdemu dzielnikowi odpowiada
jedna , klatka” jordanowska.
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Z tego wzgledu kluczowym problemem podczas diagonalizacji macierzy stanu dla roz-
wazanego systemu jest sprawdzenie na poczatku (np. symulacyjne) ewentualnego istnienia
i lokalizacji obszarow, w ktorych wartosci wlasne maja czgsci wspolne. Do oszacowania
wzajemnej lokalizacji warto$ci wlasnych systemu zostanie wykorzystana geometryczna in-
terpretacja widma systemu, omoéwiona w poprzednim podrozdziale. W przypadku rozwaza-
nego systemu mozna sformutowac nast¢pujace uwagi.

Uwaga 1

Zatozmy, ze:
— rozwazamy system liniowy o niepewnych parametrach, opisany przez (1)—(5)
— warto$ci wlasne systemu sa powierzchniami w przestrzeni R
— dla kazdej pary przedziatlowych wartosci wlasnych zachodzi nastgpujaca relacja

i, j=l (1)
i

Nastepujace sformutowania sg sobie rownowazne:

1. Rozwazany system o niepewnych parametrach ma wylacznie jednokrotne wartosci
wlasne A(g),

2. Macierz stanu w postaci kanoniczna Jordana J = diag{A(q), A»(q), ..., A,(q)} zawiera
wylacznie klatki jordanowskie o wymiarze 1 x 1.

Powyzsza uwage mozna uzasadni¢ bezposrednio geometryczna interpretacja widma
systemu, omoéwiona w poprzednim podrozdziale. Jej praktyczne wykorzystanie wymaga
znajomosci przedziatowych warto$ci wiasnych, (wyznaczonych analitycznie lub nume-
rycznie), co moze by¢ dos¢ ktopotliwe. Prostszy do sprawdzenia jest warunek sformutowa-
ny ponizej.

Uwaga 2

Zatdézmy, ze:

— rozwazamy system liniowy o niepewnych parametrach, opisany przez (1)—(5),
— warto$ci wlasne systemu A; sa liczbami przedzialowymi opisanymi przez (10).

Jezeli dla kazdej pary przedziatowych wartosci wlasnych zachodzi nastgpujaca rela-
cja

min max min maxj _

i, j=1

Fy s

to nastgpujace sformutowania sg sobie rownowazne:
1. Macierz A(g) o wymiarze n x n ma n réznych pojedynczych warto$ci wlasnych A(g),
i=1,2,..,n
2. Posta¢ kanoniczna Jordana jest macierza digonalna: J = diag{A(q) ... A,(¢)}.
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Zwroéémy uwage, ze warunek sformulowany w uwadze 2 jest stabszy, niz waru-
nek z uwagi 1, gdyz mozna wskaza¢ przypadki, kiedy warunek z uwagi 1 jest spetniony,
a warunek z uwagi 2 nie zachodzi.

Ogodlna posta¢ przedzialowego réwnania stanu po transformacji moze by¢ zapisana
nastgpujaco:

2(t) = P(q) "' A(q)P(q)z(t) + P(q) ' Bu(r)
y(6) = CP(q)z(2)

(13)

gdzie P(q) oznacza macierz transformujaca, ktorej kolumny sa wektorami gtéwnymi ma-
cierzy A(q), a gdy istnieje n liniowo niezaleznych wektoréw gtdwnych, to sa wektorami
wlasnymi

P@)=[P(q) Pxq) - Py9)] (14)

przy czym przedzialowe wektory wlasne P(q) sa nietrywialnymi rozwigzaniami rownania:
[A(@) - ADIP(g) =0, i=1,....n (15)

Macierz przedziatlowa P(q) moze by¢é wyznaczona numerycznie lub dla pewnych
szczegolnych przypadkow analitycznie.
Do dalszych rozwazan mozemy wprowadzi¢ nast¢pujace oznaczenia:

J(q) =P (9)A@)P(q)
By (9)=P  (@)B=[by1(q) - by, (@] (16)

C; (@) =CP(q)=[cs1(q) - cjn(q)]

4. Uwagi o sterowalnosci i obserwowalnosci systemu

Zagadnienia sterowalnosci systemu liniowego o niepewnych parametrach rozwazane
byly m.in. w pracach: [15, 16 i 18]. W pracach [15, 16] rozwazano sterowalnos$¢ systemu
o niepewnych parametrach z diagonalng macierza stanu. W pracach tych udowodniono, ze
wlasnosc¢ sterowalnosci systemu liniowego o niepewnych parametrach z diagonalng macie-
rza stanu jest zdeterminowana poprzez geometri¢ przedzialowych warto$ci wtasnych syste-
mu. Obszary niesterowalno$ci w obrebie zbioru niepewnych parametréw systemu Q sa ge-
nerowane przez cz¢$ci wspolne przedzialowych wartosci wiasnych.

Nastgpnie mozna zauwazyc¢, ze wlasnos$¢ sterowalnosci systemu nie zalezy od postaci
roOwnania stanu i w zwiazku z tym sterowalnos¢ moze by¢ badana po diagonalizacji, z wy-
korzystaniem metod opracowanych dla systemow z diagonalna macierza stanu [15].
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W przypadku rozwazanego systemu o niepewnych parametrach nalezy rozwazy¢ jesz-
cze dodatkowy problem podczas analizy sterowalnosci systemu po diagonalizacji macierzy
stanu. Otdz macierz sterowan systemu po transformacji B (¢) jest macierza przedzialowa,
ktorej elementy sa funkcjami niepewnych parametrow modelu. Mozna wige oczekiwac,
ze w obrgbie obszaru Q moga istnie¢ obszary, dla ktorych elementy macierzy B q) beda
rowne zero. W zwiazku z tym technikg omdéwiona w pracy [15] do badania sterowalnosci
rozwazanego systemu mozna zastosowac po przyjeciu dodatkowego zatozenia, ze zaden
z elementéw macierzy sterowan systemu po transformacji nie zawiera zera. W przypad-
ku gdy ktorys z elementéw zawiera zero, to generuje on pewien podzbidr obszaru niestero-
walnosci.

Na poczatku przypomnijmy pojgcia obszarow sterowalnos$ci i niesterowalnosci (zob.
definicje 3 1 4 w pracy [15]). Przez obszar sterowalno$ci rozumiemy taki podzbior Q.. zbio-
ru O, w ktorym system jest sterowalny, a poprzez obszar niesterowalnosci Q,,. rozumiemy
taki podobszar zbioru O, w ktérym system jest niesterowalny. Przypomnijmy tez, ze obszary
niesterowalno$ci sa generowane przez czegsci wspolne przedziatowych wartosci wiasnych,
a ponadto — w przypadku rozwazanego systemu obszary niesterowalnosci sa generowane
dodatkowo przez te podzbiory zbioru Q, dla ktorych elementy przedziatlowej macierzy stero-
wah B(q) sa rowne zero.

W rozwazanym wypadku obszar niesterowalnos$ci moze by¢ zdefiniowany nast¢pujaco

One =Udne (17)
gdzie:

dne=19€ Q:A(@) — M) =0V by(q) =0
(18)
ij=1, . n, i/}

PowyzZsze rozwazania mozna podsumowaé nastgpujaco:

— jezeli zaden z elementoéw macierzy B, (q) nie zawiera zera: {0} ¢ b, (q9) Vge QO
oraz zadna z przedzialowych warto$ci wlasnych nie ma cze¢éci wspolnej z inna:
A(q) N A(q) = # Yq e O, to system jest sterowalny w catym obszarze niepewnych
parametrow Q, czyli obszar niesterowalnosci Q,,. jest zbiorem pustym;

— jezeli istniejq takie wektory ¢,,. € O, dla ktérych co najmniej jeden z elementow ma-
cierzy sterowan systemu po diagonalizacji jest rOwny zero, to system dla tych wekto-
row nie jest sterowalny, a wektory te generuja obszar niesterowalnosci;

— jezeli istnieja takie wektory g € Q, dla ktorych co najmniej dwie rozne warto$ci wlasne
mayja cz¢$¢ wspolna, to dla tych wektoréw system rowniez nie jest sterowalny i wekto-
ry te rOwniez generuja obszar niesterowalnosci.

Problem obserwowalnosci systemu liniowego o niepewnych parametrach z diagonalna
macierza stanu byt rozwazany w pracy [17]. Ze wzgledu na dualnos¢ obu witasnosci, analiza
obserwowalnosci moze by¢ przeprowadzona z zachowaniem petnej analogii do poprzed-
niego podrozdziatu.
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W rozwazanym wypadku wtasno$¢ obserwowalnos$ci jest zdeterminowana nie tylko
przez wzajemna lokalizacjq¢ warto$ci wlasnych, lecz takze przez elementy cj(g) macierzy
wyj$cia uktadu po transformacji uktadu wspolrzednych Cj(g). Dla rozwazanego systemu
mozna takze zdefiniowaé pojgcia obszarow obserwowalnosci O, oraz nieobserwowalno-
$ci Q,, (zob. praca [17]). Obszarem obserwowalnosci jest taki podzbior obszaru Q, w kto-
rym system jest obserwowalny, a obszarem nicobserwowalnosci jest taki podzbidr obsza-
ru Q, w ktorym system nie jest obserwowalny.

Obszary nieobserwowalnos$ci Q,,, w obrgbie zbioru Q sa generowane przez wektory
G € O, dla ktorych dwie rézne warto$ci wlasne maja czg¢$ci wspolne lub element macierzy
C; (g) jest rtowny zero. Formalnie obszar nieobserwowalno$ci mozna zapisa¢ w rozwaza-
nym wypadku nastgpujaco:

Ono = U no (19)
gdzie:

dno=19€ O: M@~ M@ =0V cplg)=0
(20)
ki1=1,.,nk#l}

Powyzsze rozwazania mozna podsumowaé nastgpujaco:

— jezeli zaden z elementéw macierzy C,q) nie zawiera zera: {0} ¢ c;(q) Vge QO
oraz zadna z przedzialowych warto$ci wilasnych nie ma czg¢éci wspolnej z inna:
A(g) N Af(q) = A Yq e Q, to system jest obserwowalny w calym obszarze niepew-
nych parametréw Q, czyli obszar nieobserwowalnosci Q,,, jest zbiorem pustym;

— jezeli istniejg takie wektory ¢ € Q, dla ktérych co najmniej jeden z elementéw macie-
rzy wyj$cia systemu po diagonalizacji C [g) jest rowny zero, to system dla tych wekto-
row nie jest sterowalny, a wektory te generuja obszar nicobserwowalnosci;

— jezeli istnieja takie wektory g € O, dla ktorych co najmniej dwie rézne wartosci wta-
sne maja cz¢$¢ wspodlna, to dla tych wektoréow system rowniez nie jest sterowalny i
wektory te rowniez generuja obszar nicobserwowalnosci.

W przypadku tacznej analizy sterowalnosci i obserwowalnos$ci rozwazanego systemu
mozna sformutowac nast¢pujaca uwage.

Uwaga 3

Rozwazmy system omawiany powyzej i zat6zmy dodatkowo, ze:

b(q@)#0 Vq € Q,i=1,..,n,

ci(g)#0 Vg € Q,i=1,..,n,

dlai=1, .., n.
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Jezeli przedstawione zalozenia sa spetnione, to mozna stwierdzi¢, ze:

an = Qna,
0c =0,

5. Przyklady

Przyklad 1

Jako pierwszy przyktad rozwazmy uktad liniowy o niepewnych parametrach o wymia-
rze przestrzeni stanu rownym 2. Wektory niepewnych parametrow sa odpowiednio réwne:
q; = [0,1; 0,51, g, = [0,2; 0,7]. Elementy macierzy stanu sa nast¢pujacymi funkcjami nie-
pewnych parametrow modelu:

a;; =0,1g; +0,2g, + 0,3,

a;; =0,8¢; —0,2¢, - 0,1,

a,; =0,15g; — 0,2¢, - 0,5,

ay, =-0,5¢; +0,2¢, - 0,1,
a macierze sterowania i wyjscia sg rowne:

B=[1,0 0,7]",

C=[1,0 0,5].

Nastepnie dokonujemy transformacji réwnania stanu rozwazanego uktadu do postaci
kanonicznej Jordana. Uktad po transformacji jest opisany roéwnaniem (13), przy czym geo-
metryczna interpretacja elementow macierzy B (q) oraz C)(q) pokazana jest na rysunkach 2 i 3.

Dla systemu dokonujemy sprawdzenia warunku z uwagi 2. Przedzialowe warto$ci
wlasne systemu sg rowne:

A, =1[0,08;0,611]
A, =1[-0,171; 0,0]
Teraz dokonujemy sprawdzenia warunkow na istnienie jednokrotnych wartosci wia-

snych oraz na sterowalno$¢ systemu w catym obszarze niepewnych parametrow.

Natychmiast mozna zauwazy¢, ze:

— w rozwazanym przypadku A, N A, = #;

— zardéwno przedzialowe elementy macierzy sterowan systemu po transformacji uktadu
wspolrzednych B(g), jak 1 przedzialowe elementy macierzy wyjs$¢ systemu po trans-
formacji uktadu wspotrzednych C,(q) nie zawieraja zera (zob. rys. 2 1 3).
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0.1

0.2

9,

Rys. 2. Geometryczna interpretacja elementow macierzy sterowan B (q) w przestrzeni R3

Rys. 3. Geometryczna interpretacja elementow macierzy wyjs¢ C (q) w przestrzeni R}
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Geometryczna interpretacja przedziatlowego widma systemu pokazana jest na rysun-
ku 4.
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Rys. 4. Widmo rozwazanego systemu w przestrzeni IR3

Z przedstawionych wczesniej uwag natychmiast mozna wywnioskowac, ze:

— system w calym obszarze niepewnych parametrow ma wylacznie jednokrotne wartosci
wlasne,
— system jest sterowalny i obserwowalny w catym obszarze niepewnych parametrow Q.

Przyklad 2

Nastgpnie rozwazmy uktad liniowy o niepewnych parametrach o wymiarze przestrzeni
stanu rownym 2. Wektory niepewnych parametrow sa odpowiednio rowne: ¢; = [0,1; 0,5],
q, =[0,2; 0,7]. Elementy macierzy stanu sg nastgpujacymi funkcjami niepewnych parame-
trow modelu:

ay;; =0,1¢g; +5,0g, — 1,0,
a;; =0,8¢; —0,2¢, - 0,1,
a31=0,05¢; - 0,1¢,,

ay, =-0,5¢; +0,2¢g, + 0,3,

macierze sterowania i wyjscia sq rowne:

B=[1,5 0,2]",
C=[1,0 -0,5].
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Geometryczne interpretacje przedzialowych elementow macierzy B (q) i Cq) sa po-
kazane na rysunkach 5 i 6, a geometryczna interpretacja widma systemu pokazana jest na
rysunku 7.

0.2 01
9 q,

Rys. 5. Elementy macierzy sterowan B (q) w przestrzeni R}

q, 02 01

9

Rys. 6. Elementy macierzy wyj$¢ C,(q) w przestrzeni R3
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Dla systemu dokonujemy sprawdzenia warunkoéw z uwagi 2. Przedzialowe warto$ci
wlasne systemu sa rowne:

A, = [0,0068; 2,5469],
A, = [0,0888; 0,3851],

Geometryczna interpretacja widma przedziatlowego pokazana jest na rysunku 7.

Wartosci wlasne

Parametr g2

Parametr g1

Rys. 7. Widmo rozwazanego systemu w przestrzeni R3

Teraz dokonujemy sprawdzenia warunkéw dostatecznych na istnienie jednokrotnych
wartosci wlasnych oraz na sterowalno$¢ systemu w catym obszarze niepewnych parame-
trow. W rozwazanym wypadku mozna zauwazy¢, A; N A, # f. Stad mozna wywnioskowaé,
ze warunek dostateczny nie jest w rozwazanym wypadku spetniony, a na podstawie geome-
trycznej interpretacji widma mozna zauwazy¢, ze w obszarze niepewnych parametréw Q
istnicja obszary niesterowalnosci i nicoberwowalno$ci. Do ich wyznaczenia zostanie wyko-
rzystane ogolne rownanie (18). W rozwazanym wypadku przyjmie ono nast¢pujaca postaé

0,1(2312¢5 —1244q, +540g,q, +169-158q, +52¢H)/?> =0 (21)

Oznaczmy rozwiazanie rownania nieliniowego (21) przez q,ll\c. Bedzie ono okreslone
nastgpujaco

A
e =1q€Q:q; =

2 1/2 (22)
=—0,11684, +0,2690 —0,8651e —3(0,1183¢5¢7 +7354g, —961)!/ %}
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Ponadto z wykresow (rys. 5 1 6) widaé, ze w rozwazanym wypadku istnieja takie wartosci
wektora ¢, dla ktorych elementy macierzy B)(q) sa rowne zero. Te wektory beda generowac
rowniez elementy przestrzeni niesterowalnosci. Oznaczmy te elementy przez g,,.. Sa one rowne

g8 ={qe 0:q, =0,13+0,264, +0,0033(1600 — 6000g; +0,920047 )"/ %} (23)
Caly obszar niesterowalnosci jest suma obu czg¢sci
Ope = Cb?c U%/z\c (24)

Zbidr Q,,. jest przedstawiony na rysunku 8.

01 015 02 025 03 035 04 045 05
Rys. 8. Obszar niesterowalnosci Q,,. dla rozwazanego przyktadu
Z kolei obszar nieobserwowalno$ci jest generowany zaroOwno przez przedzialowe
wspotczynniki macierzy C)(q), jak 1 poprzez czgs$ci wspdlne przedzialowych wartosci wia-

snych. Oznaczmy czg$¢ obszaru nicobserwowalnosci generowana przez elementy macierzy
Cy(q) przez q,?o. Jest ona opisana nastgpujaco

G50 ={q€ Q1 gy =-0,49+¢; +0,34} (25)
Z kolei mozna zauwazy¢, ze czg¢$¢ obszaru nieobserwowalnosci generowana przez

czeg$¢ wspdlna przedziatowych warto$ci wiasnych q,/,\o jest rowna: q,/,\o = q,/,\c. Obszar nie-

obserwowalnosci jest w rozwazanym przypadku suma zbiorow q,?o i q,/,\o

C A
Q1o =9no Y o (26)
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Obszar nicobserwowalnosci dla rozwazanego przypadku jest pokazany na rysunku 9.

0.36 T T T T T " T

0.34 -

0321

03f

Rys. 9. Obszar nieobserwowalnosci Q,,, dla rozwazanego przyktadu

6. Uwagi koncowe

Uwagi koncowe do pracy moga by¢ sformulowane nastepujaco:

w przypadku systemu liniowego rozwazanej klasy decydujacy wptyw na podstawowe
wlasnosci systemu ma geometria przedziatlowych warto$ci wlasnych oraz geometria
przedziatowych wspdtczynnikow macierzy sterowan i macierzy wyj$¢ dla systemu po
transformacji uktadu wspétrzednych do postaci kanoniczej Jordana;

podstawowe wyniki z zakresu sterowalnosci i obserwowalnosci, otrzymane we wcze-
$niejszych pracach autora, a dotyczace systemu przedziatowego z diagonalna macierza
stanu sa przydatne do wyznaczania cz¢$ci obszarow niesterowalnosci 1 nicobserwo-
walnos$ci generowanych przez wspoélne czgsci przedziatowych wartosci wlasnych;
przedmiotem dalszych prac autorow bedzie uscislenie i sformalizowanie warunkow
sterowalnos$ci i obserwowalno$ci sformutowanych w niniejszej pracy.
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