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QAP

Niech f: Sn→�����������������������������
�

( ) ( )
1 1

( ) ,
n n

ij i j
i j

f a bπ π
= =

π = ∑ ∑

gdzie A = (aij)n×n oraz B = (bij)n×n ��������������
��	��mi.
Wtedy

1 1 1 1

1 1

( 1)

jn

ij kl ii ii
i j n k l n i j

f a b a b
n n n≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤ = =

= +
− ∑ ∑ ∑ ∑ (1)

I����	4��6���3�	����������
	�4���
	��1	�
	���3�1�������	�������	�	��6���	�

4�����
���	n obiektów do n 4��	��;	����	2�����
	�
���29	:���	��		���	�����

( ) ( )
1 1

1

!
n

n n

ij i j
S i j

f a b
n π π

π∈ = =
= ∑ ∑ ∑ (2)
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&��3�1���
�7	�	 6�	 �
6�
	 �4���7����
�
	 4
�
	 �5������	 >k, l), gdzie k ≠ l oraz
k, l∈{1, ..., n}, wy��14���	 >n – 2)!-krotnie na ustalonych pozycjach (i, j?	��
�	�����7		4�

�������	�	�4���7����
�	�	4
�
	�	4��	��	>i, j), gdzie i ≠ j oraz i, j∈{1, ..., n}, otrzymu-
jemy

1 1

( 2)! ij kl
i j n k l n

n a b
≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤

− ∑ ∑ (3)

�5��	��	���1	����
�7	7	�	�������	4�����
��	�5�����	j∈{1, ..., n} do pozycji i. Ta-
kich przypi�
8	 ����	 >n	�	�?J	��
�	5���7		4��	��
31	��������	4��	��	 i∈{1, ..., n}, otrzy-
mujemy

1 1

( 1)!
n n

ii jj
i j

n a b
= =

− ∑ ∑ (4)

K���7		 4��	��
31	 ���1	������	 >E?	��
�	 > ?�	 4�	 �	�	 4�������
�	����	���������

����
���	�awarte w twierdzeniu.
K
������	�������	��
	��������	��	
�3������	����	4������
����	4���6��	����	�
	�
�

������7	�
���29	�	�����
�7	:���	��		���	��
	4��5����	QAP.

Niech:

m, k ∈ N, m ≥ k, gdzie N oznacza zbiór liczb naturalnych;
[k, m] – zbiór wszystkich liczb naturalnych z zakresu od k do m:

[k, m] = {k, k + 1, ..., m};
D – podzbiór zbioru [1, m]n = {(x1, x2, ..., xn): xi∈[1, m], i = 1, ..., n};
f – pewna funkcja f: [1, m]n→�;

L���
6�	�
��14��7		4��5���	�4��
�izacji

min { f (x1, x2, ..., xn): (x1, x2, ..., xn)∈ D} (5)

dla 
1

0 0,..., [1,..., ],  gdzie 1 ,  1 .
k

s ti ix x m i i n s t k∈ ≤ ≠ ≤ ≤ < ≤

Wtedy { }
1 1

0 0 0 0
1( ,..., ) ( ) : ,..., .

i kk k
n i ii i i iD x x x ,...,x D x x x x= ∈ = =

$
��
�
�7	�	 6�	��
	 k = 0: ( )
1

0 0 ,...,
ki iD x x D= �	��6��	 ����
6
9	D	 �
��	 4��������8

4�
���4���5��8���
�	 4�4����	 4��4��
���	 �
6����	 ���������i tej przestrzeni

( )0 0 0
1 ,..., nx x x= 	 ����������	 �
���2	�	 �	 4�
���4��o5��8���
	 �	 P(x0

?	 �
���3��	 6�

0
0( ) 1.

x D P x∈ =∑
Przy takiej interpretacji f ����	������7	�����7�	���1��		����	��6��	4����3��
9	��1

�
���2	�7	�	�����
�7	Ef funkcji f, 
	�
�6�	4�
���4���5��8�����	�
�������;

Zagadnienie QAP	��6�	59	�:�������
��	�
��	4��5���	�4�	>'?	�
��14��7	�F

��
��=	min { f (π(1), ..., π(n)): π∈Sn}, gdzie Sn	����2�
	3��41	�����	��7	4�����
	��;
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Niech f: Sn→�����������������������������
�

( ) ( )
1 1

( ) ,
n n

ij i j
i j

f a bπ π
= =

π = ∑ ∑

gdzie A = (aij)n×n oraz B = (bij)n×n ������
��	������������
���������������������
�

����������
������	�����
��������
���������������� ����!

" 	��lmy zbiór liczb naturalnych zakresu od 1 do n jako L = [1, ..., n] oraz M =
= [1, ..., n]\{c(s1), ..., c(si), ..., c(sk)}, gdzie c(s1), ..., c(si), ..., c(sk#����	$%�������	���
����

�������	��L (przypisanymi obiektami) oraz H = {s1, ..., si, ..., sk}, gdzie 0≤ s1, ..., si, ..., sk ≤  n
������������������
����!

&�	�� ������	���'��
�� ������
���
����������������	����������������������QAP,
przy k dowolnie ustalonych pozycjach:

1 1 ( ) ( )

( ) ( )
\ \

\
, \ ,

E( | ( ) ( ),..., ( ) ( ),..., ( ) ( )

1 1

1 1 1

1

i i k k ij c i c j
i H j H

ij c i m ij mc j
i H j L H m M i L H j H m M

ii mm ij ol
i L H m M j i o l

j i L H o l M

f s c s s c s s c s a b

a b a b
n k n k

a b a b
n k n k n k

∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ≠ ≠
∈ ∈

π = π = π = ) = +

+  +  +
− −

+  +  
− − − −

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

(6)

Niech Rn
k(H) 51����	4��3��47	3��4	�����	����	Sn, gdzie H = {s1, ..., si, ..., sk} jest

zbiorem zawie�
�7	�	k (k ≤ n) ustalonych pozycji. G�	���29	��3�	�5����	����	����
	��	����

2	�	3��4	�����	����	PRn
k(H)| = |S(n – k)|.

����	�
������
	�	�����
�
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���29	:���	��		���	��6�	����
9	�
4��
�
	�	4���
	�

1 1

( ) ( )
1 1( ) ( )

E( | ( ) ( ),..., ( ) ( ),..., ( ) ( )

1

n
k

i i k k

n n

ij i j
i jn k R H

f s c s s c s s c s

a b
S

π π
= =− π∈

π = π = π = ) =

= ∑ ∑ ∑ (7)

D�
	���	����7	�	Rn
k(H) jest zbiorem wszystkich permutacji n-elementowych, w któ-

rych jest k ���
���	�	4��	��	>4��4��
8	�5�����	��	4��	��?	�	��4��������	��	4��������
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���
�����	4��	��	π(s1) jest przypisany obiekt c(s1), do drugiej ustalonej pozycji π(s2) jest
przypisany obiekt c(s2), ..., do k-tej ustalonej pozycji π(sk) jest przypisany obiekt c(sk).
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1 1( ) ( )
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n
k

n n

ij i j
i jn k R H

a b
S

π π
= =− π∈
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Kolejne twierdzenie, w którego dowodzie wykorzystano cechy grup �
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Twierdzenie 3

Niech:
* E( f ) ��������	���
����
�� ��������� 
���
�����	��lemu QAP�+������	���
����	����#,

* n ���������������
�������	�������	������
����	����
���π ∈ Sn,��� �,�%��f(π) ≤ E( f ).

Wtedy
|{π| f(π) ≥ E( f )}| ≥ (n – 2)!
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Lemat 1

Niech p1, p2,�!!!�����	����
���
������������� �
����
������	����
�!

Wtedy

pk+1 – pk = kα+O(1)
���� �%���k = 2 gdzie α = 0.535.

�	�4
�	��	�	4��6��	���
�	��6�
	�����29	4���6���	�����������	>)�����	*��	�	@%A?;

Twierdzenie 4

Dla dowolnego β > 1 oraz dla odpowied�����%����n istnieje, co najmniej n!/ β n per-
mutacji ω�,��� �
��%��f(ω) = E( f ).
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��3�	4��5����	QAP	4���
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8	�	��������	��	���	�	�����7�
8	�	4����������	�����7�
8�	4�����

�
6�	�3�����	�	4������
������	����������
��	��
	��4��������	��6�3�	n istnieje, co naj-
mniej n!/ βn permutacji π	�
��	��	6�	f (π) = E ( f ).
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