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ZASTOSOWANIE METOD NIEJAWNYCH
RUNGEGO-KUTTY DO ROZWIAZYWANIA ROWNAN
ROZNICZKOWYCH SZTYWNYCH MODELU
TRANSFORMATORA JEDNOFAZOWEGO W STANIE
BIEGU JALOWEGO

Postgp techniczny w produkcji blach transformatorowych zwigzany ze wzrostem
maksymalnych dopuszczalnych indukcji magnetycznych powoduje, ze wspolczesne
transformatory posiadaja coraz to mniejsze gabaryty. Pociaga to za soba zmniejszanie
pradow biegu jatowego. Dla takich warunkow pojawia si¢ problem ze stabilno$cig roz-
wigzania, poniewaz wzrasta sztywno$¢ rdwnan rézniczkowych opisujacych stany nie-
ustalone tych transformatoréw. Azeby zaradzi¢ tego typu problemom autorzy proponuja
do rozwigzywania rownan rézniczkowych zwyczajnych, modelujacych stany nieustalone
transformator6w, metody niejawne Rungego-Kutty.

SEOWA KLUCZOWE: sztywne nieliniowe roéwnania rézniczkowe zwyczajne, metody
niejawne Rungego-Kutty, model obwodowy transformatora jednofazowego.

1. MODEL TRANSFORMATORA JEDNOFAZOWEGO
Z NIELINIOWA CHARAKTERYSTYKA MAGNESOWANIA
W STANIE BIEGU JALOWEGO

Majgc na uwadze badanie stanéw nieustalonych transformatora jednofazo-
wego podana bedzie w pierwszej kolejnosci znana ogolnie konstrukcja rownan
rézniczkowych modelujacych te stany.

Schemat transformatora z oznaczonymi wielkos$ciami przedstawiono na rys. 1.,
gdzie: z, — liczba zwojow uzwojenia gornego, /r, — Srednia dlugos¢ stupa trans-

formatora, / Fe, ~ $rednia dlugos¢ jarzma transformatora, S, — przekrdj poprzecz-

ny rdzenia transformatora, R, — rezystancja zwierajaca cewke symulujgca straty

mocy w rdzeniu, L, —indukcyjno$¢ rozproszenia strony gornej transformatora,
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R, —rezystancja strony gornej transformatora, Lg —indukcyjnos¢ wlasna zastep-

cza zrodla zasilania, R, —rezystancja zastgpcza zrodla zasilania, ‘V(¢)—warto$¢
chwilowa strumien skojarzonego z z, zwojami strony gornej transformatora tj.
V() =z,0(t), (t)—wartos¢ chwilowa strumiefi magnetyczny obwodu magne-
tycznego, i,(¢)—wartos¢ chwilowa pradu strony gornej-pierwotnej, ir,(¢)— war-
tos¢ chwilowa pradu zwierajacego cewkg rezystancja Ry, o z, zwojach symulu-
jacych straty mocy w rdzeniu zelaznym transformatora, e(¢)— wartos¢ chwilowa
napiecia zasilania e(t) = E,, sin(wt + ¢,) , ¢, —faza poczatkowa napigcia zasilania.
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Rys. 1. Schemat transformatora jednofazowego
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Rys. 2. Charakterystyka magnesowania blach transformatorowych typu Power Core H 105-30 A
Company of ThyssenKrupp Elektrical Steel. Balacha H 105-30, gestos¢ 7,65 kg/dm3,
straty przy 1,7 T > 1,05 W/kg
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Zaktada si¢ znajomo$¢ charakterystyki rdzenia transformatora (rys. 2) w postaci
funkcji H(B) aproksymowanej wielomianem w postaci:

11
H(B)=Y a,B*". (1)
k=1
Oznacza si¢ sily magnetomotoryczne O(¢)transformatora dla stanu biegu
jatowego przez:
O(t) =[ i, (1) =iz () ]2, - )
Zgodnie z oznaczeniami rys. 1 jako zmienne stanu transformatora jednofazowe-
go dla stanu biegu jatowego przyjmuje si¢ nastepujgce wielkosci:
T . T
X =[x0.%0)] =[*0).i,0] . (3)
Dla nieliniowego obwodu magnetycznego transformatora na mocy II prawa
Kirchhoffa otrzymuje sig:

6 =U,(e®), 4)
gdzie U, (¢(t))—spadek napigcia magnetycznego obwodu magnetycznego

transformatora.
Dla zadanej charakterystyki magnesowania blach transformatorowych H(B)

spadek napigcia magnetycznego mozna w przyblizeniu wyrazi¢ nastepujaco:

U, (o) =U, (m} - H[%jlﬂ -1 (&]z —H ["—(”jl G

Zg Fe ZgSFe Zg Fe

Dla cewki symulujacej straty w Zelazie zwartej rezystorem R, mozna zapi-
sac:

d¥()  _ de() .
dt - Zg dt - RFelFe (t) . (6)

Wyrazajac prad i, (¢) w roOwnaniu (6) przez pochodng strumienia skojarzo-

d¥(r)
dt

nego oraz uwzgledniajac rownania (2), (4-5) i pochodna mozna wyrazic¢

nastepujacym wzorem:
AW (s Rl WG
O Ry - e H[ ()J. ™
dt z,

Na mocy II prawa Kirchhoffa po stronie gornej transformatora mozna zapisac¢
nastepujace rownania:

(Lg +LS)

d¥(r)
d

+(Rg +RS)ig(t)+

di, (1)
” e(t). 3
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Pochodng strumienia skojarzonego w rownaniu (8) wyraza si¢ zmien-

70
dr

nymi stanu (3) zgodnie z wzorem (7). Uwzgledniajagc oznaczenia (3) zmiennych
stanu rownania (7) i (8) mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci normalne;j:

d‘xl ? RFelFe 1 !
LD _ R0~ < H[z’:é:e}ﬁ(xa),t), 9
do(0) 1 ©)

i TIeL [—(Rg +RS)xz(t)—fl(X(t),t)Jre(t)] = £, (X(@).1).

Roéwnania (9) bedg podstawag badania stanéw nieustalonych transformatora
jednofazowego przy biegu jalowym. Rownanie to mozna zapisa¢ w postaci wek-
torowe;j:

dx, (1)

X | | [A(XO.0)] )

da dy, (1) {fz(X(t),z)}F[X(t)’tLX(to)—Xo- (10)
dt

Przyktadowe rozwigzanie rownan stanu (9) transformatora przy biegu jato-
wym oraz zerowych warunkach poczatkowych pokazuje, ze strumien skojarzony
W(t) = x,(#) ma bardzo powoli zanikajaca sktadowa stalag w kolejnych okresach

napigcia zasilania przy réwnoczesnych duzych zmianach pradu strony gorne;j.
Stanowi to tak zwany problem sztywny rownan rézniczkowych, ktorych rozwig-
zanie wymaga globalnie stabilnych metod rozwigzywania.

2. ZASTOSOWANIE METOD NIEJAWNYCH RUNGEGO-KUTTY

Do rozwigzywania tego problemu proponuje si¢ stosowac niejawne metody
Rungego-Kutty. Metody niejawne typu Runge-Kuta majg ogolnie postac:

X =X + 2 wK, (11)
Jj=1

. . . . (i) . . . ..
gdzie: w; s3 stalymi, natomiast wektory Kj wyrazaja si¢ wzorami:

K{ = hiF[X,. + EaﬂK}”,zi +cjhl} dla j=12,..,m, (12)

m
przy czym h =t,, —t, oraz ¢, =).a .
Jj=1

Dla niejawnych m — etapowych metod Rungego-Kutty istniejg pewne wybo-
ry wezlow ¢,c,,...,c,,, dla ktérych mozna otrzymac¢ wysokie rzedy metody. Jak
wiadomo, kwadraturg o maksymalnym rzedzie aproksymacji jest kwadratura
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Gaussa. Dlatego celowym jest taki wybor weztow c,c,,...,c,,, ktore stanowia

zera kwadratowej formuly wysokiego rzedu. W niniejszym opracowaniu przete-
stowany bedzie wybor metod bazujacych na aproksymacji kwadratury Gaussa-
Legendrea i Radau pozwalajace na otrzymanie rzedow metody odpowiednio 2m,
2m—1 1 2m—2[1]. Wykazuje si¢, ze wszystkie wymienione metody niejawne
Rungego-Kutty sg A-stabilne [3] a wigc najbardziej przydatne do rozwigzywania
réwnan roézniczkowych sztywnych. Dla algorytmow niejawnych Rungego-Kutty
opracowano formuly wtozone [2, 4] pozwalajace na §ledzenie lokalnego bledu
rozwigzania.

Autorzy opracowali biblioteke numeryczng w jezyk C# [1], ktora zawiera im-
plementacj¢ wszystkich wariantow wymienionych powyzej. Ponadto zastosowali
w oprogramowaniu [1] koncepcje estymacji btgdu catkowania podang przez Ja-
cques J.B.de Swarta oraz Gustafa Soderlinda [5]. W mysl tej koncepcji wektor
.
i+l

E =E/(t,+h,h) =X, - X% (13)

i+1°

bledu i-tej iteracji jako roznice rozwiazania X, oraz przyblizenia X

mozna otrzymac [1, 5]:

E (t;+hoh ) =[1-yh 3 (Xt + )| {Z e KV —yhF(X,,.t, +h, )}
j=0

(14)
gdzie: J(X,7)—macierz Jacobiego funkcji wektorowej F(X,7),
—W, dla ;=0 m
€ {ﬁ/ovﬂ+;/pj dla j=12,.,m’ pi ; Y
oraz v, - elementy macierz odwrotnej Vandermonde'a U
ik iz v Vi
vVou'= Voo Voot Vo oraz
le VmZ me
! 1 I (15)
¢ ¢ G e,
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Wykazuje si¢, ze aby metoda wlozona byla stabilna musi zachodzi¢ warunek

Mol <1, Badania teoretyczne [1] oraz wlasne badania eksperymentalne wykaza-
/4
ty, ze obszar stabilno$¢ metody wlozonej przy parametrach: ﬁ‘ =0,067,
4

w, =0,01, zbliza si¢ do obszaru stabilno$ci metod niejawnych Rungego-Kutty.

Opracowana biblioteka numeryczna zastosowana zostala w konstrukcji opro-
gramowania zorientowanego obiektowo do badania dynamiki transformatora
w stanie biegu jalowego.

3. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Dla obliczen testujacych przyjeto nastepujgce dane transformatora jednofa-
zowego (patrz rys. 1).

Tabela 1. Dane modelu transformatora do eksperymentu numerycznego.

Napig¢cie znamionowe gorne Napigcie zasilania

U, =3637V U,=3637V

Napigcie znamionowe dolne Faza poczatkowa napigcia zasilania
U,=156V @, =79

Prad znamionowy gorny Reaktancja zastepcza sieci
1,,=1100 4 X;=0,1Q

Liczba zwojow strony gornej Rezystancja zastepcza sieci

z, =93 R, =0,04Q

Straty mocy w miedzi Dhtugos¢ stupa

AP, =25kW Ly, =1,4m

Straty mocy w zelazie Dhugos¢ jarzma

AP, =8 kW lpy =0,76 m

Napigcie zwarcia Czestotliwos$¢ napigcia sieci zasilajacej
U, =5% f =50 Hz

Przekroj rdzenia

S, =0,110565 m’

Do testow obliczeniowych wybrano blache transformatorows typu Power
Core H 105-30 A company of ThyssenKrupp Elektrical Steel (rys.2).
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Tabela 2. Wspotczynniki funkcji H(B) (1) otrzymane z rozwigzania zadania estymacji
w oparciu o dane blach transformatorowych typu Power Core H 105-30.

i a i a;
1 29,9624271037522 | 7 1516,77585894405
2 —76,4912078883278 | 8 —630,577358829122
3 420,867774746849 9 160,397849549712
4 —1274,37623231261 10 —22,7840824031901
5 2196,27285444425 11 1,38472183966324
6 —2301,93260519503
354
B i,(t) [A] * 0.002 Aw()
30 7 - i+ ——— V]« 0.005
—~ e(t) [Vsj = 0.005 at ‘-
25 A~ Y\ TN
A D e / N - —
20 / YN/ \ N s rrela / < _
| \ N\ TVs) / /\ /N \
| \ ! /Y N/ \ \

Rys. 3. Przebiegi czasowe napigcia zasilania e(¢) oraz zmiennych stanu i, (), P () sity

elektromotorycznej indukowanej w uzwojeniu gornym ? , sity elektromotorycznej
t

indukowanej na indukcyjnosci rozproszenia cewki gornej @ dla 2 okreséw T, =20 ms
t

Na rys. 3 podano rozwigzanie zmiennych stanu i (¢), ¥ (¢) z rozwigzania
uktadu roéwnan roézniczkowych (9) w przedziale catkowania trzech okresow na-
pigcia zasilania z faza poczatkowa napigcia ¢, =79° z automatycznym doborem

kroku catkowania przy zadanym bledzie absolutnym &, = 107 oraz wzglednym
&,= 10" Z pokazanych przebiegéw wynika, ze prad strony gornej transforma-
tora 7,(¢) posiada w kazdym okresie impuls stopniowo zanikajacy. Eksperyment
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catkowania po okresie pokazuje (rys. 3) bardzo powolny zanik sktadowe;j stalej
strumienia skojarzonego ‘W(¢) oraz impulséw pradu i,(¢#) Badanie stanu nie-

ustalonego z zerowymi warunkami poczatkowymi i automatycznym doborze
kroku catkowania przeprowadzono dla ré6znych metod bazujacych na aproksy-
macji kwadratury Gaussa-Legendrea i Radau. Badania te przeprowadzono dla
wariantu 5 — etapowego tych metod przy fazie poczatkowej napigcia zasilania
@, =79°, z automatycznym doborem kroku catkowania i zadanym btgdzie abso-
lutnym &, = 107 oraz wzglednym &, = 10", W tabeli 3 podano liczbe iteracji
niezbednych do wykonania catkowania w przedziale czasowym trzech okresow
napigcia zasilania przez wymienione metody jak to przedstawiono na rys. 3.
Z eksperymentu tego wynika, ze najmniejszg liczbe iteracji wykonujg metody
Radau IIA.

Tabela 3. Wyniki pomiarow.

Metoda Liczba etapow Rzad metody Liczba iteracji
Gaussa-Legendrea 10 337
Radau A 9 616
Radau ITA 140

Dla pokazania powolnego zblizania si¢ zmiennych 7, (¢), ¥() do stanu usta-

lonego proponuje si¢ pokaza¢ te zmienne w postaci pewnej plaszczyzny fazo-
wej, dla ktorej na osi pionowej odktada si¢ indukcje magnetyczng rdzenia jako
Y(1) : . o .
B(t)=——— natomiast na osi poziomej przeptyw magnetyczny w postaci
Zg Fe

O(#) =i, (t)z, . Na rys. 4 pokazano rozwigzanie dla zerowych warunkow po-
czatkowych dla przedziatu catkowania stanowigcego trzy okresy napiecia zasi-
lania oraz przy fazie poczatkowej napigcia zasilania wynoszacej ¢, =80°. Jak
wynika z tej prezentacji, po szybkim wyjéciu z zerowych warunkow poczatko-

wych trajektoria szybko zbliza si¢ do pewnego cyklu granicznego. Nie oznacza
to jednak, ze jest to cykl graniczny stanowiacy stan ustalony uktadu.
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Rys. 4. Plaszczyzna fazowa stanu nieustalonego biegu jalowego transformatora od zerowych
warunkow poczatkowych w przedziale trzech okresdw napigcia zasilania
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Rys. 5. Logarytm dziesi¢tny maksymalnych wartosci impulséw pradowych strony gornej

transformatora |maxi, (t)| w zaleznosci od fazy poczatkowej napiecia zasilania
t

O sztywnosci ukladu rownan rézniczkowych (9) $wiadczg wielkosci impul-
sow pradowych przebiegu pradu strony gornej i, () (rys. 3). Wielkosci tych
impulséw pradowych zaleza od fazy poczatkowej ¢, napigcia zasilania
e(t)=E, sin(wt + ¢,) 1 osiagaja maksymalne wartosci dla zerowej fazy poczat-
kowej ¢, =0 co odpowiada zerowej warto$ci poczatkowej napigcia zasilania
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e(0)=0 (rys. 5). Przeprowadzone eksperymenty numeryczne pokazuja rOwniez
(rys. 3), ze wielko§¢ impulsow pradowych jest tym wigksza im wigksze jest
napigcie przypadajace na jeden zwoj w transformatorze. O wartosci tej wielko$ci
decyduje projektant ustalajac w zasadzie do jakiego punktu nasycenia moze
dochodzi¢ punkt pracy transformatora. Ogdlnie mozna wigc stwierdzié, ze im
wieksze nasycenie magnetyczne rdzenia transformatora tym wicksze przy zala-
czeniu transformatora wystgpia impulsy pradowe.

Na rys. 3 pokazano przebiegi zmiennych stanu 7, (¢), ¥(r) oraz wielkosci

wyrazone przez ich pochodne tj. site elektromotoryczng indukowana w uzwoje-

_dlz(t) , site elektromotoryczng indukowang na indukcyjnosci roz-
¢

di, (1)

. ., L
proszenia cewki gorne;j gd—
t

niu goérnym

jak rowniez napigcie zasilania e(z) . W oblicze-

niach zatozono zerowe warunki poczatkowe, zerowa faze poczatkowa, liczbe
zwojow cewki gornej z, =93, napigcie skuteczne zasilania 3637 V oraz prze-

dzial catkowania dwoch okresow napigcia zasilania. Rozwigzanie to odpowiada
najbardziej krytycznemu stanowi pracy transformatora oraz bardzo duzej sztyw-
nosci opisujacych go rownan rozniczkowych. Dla zestawienia wszystkich wiel-
kos$ci na jednym rysunku zastosowano rozne wspotczynniki skali.

Zaczynajac od zerowych warunkow poczatkowych oraz zerowego napiecia
zasilania strumief magnetyczny skojarzony z z,zwojami ‘¥'(¢) powoli narasta

wraz ze wzrostem napigcia zasilania e(t). Towarzyszy temu niewielki wzrost
prad i,(¢) od zera do kilku amperéw niewidoczny na rysunku w przedziale od

zera do szesciu milisekund. Prad ten jednak wytwarza przeptyw generujacy

strumien skojarzony Y(¢), ktérego pochodna jest sitg elektromotoryczna d‘z(t)
t

indukowang w cewce strony gornej niewiele réznigcy si¢ od napigcia zasilania
e(t) co powoduje na rys. 3 pokrywanie si¢ tych przebiegéw. Po uptywie 6 ms
narastania strumien skojarzony W(¢) powoduje stopniowe nasycanie si¢ induk-
cji magnetycznej w rdzeniu co przy dalszym wzroscie pradu i, (¢) daje niewielki
wzrost strumienia, ktory po pewnym czasie osigga maksimum. Pochodna tego
strumienia, czyli sita elektromotoryczna indukowana w cewce gwattownie male-
je w tym przedziale czasowym co powoduje gwaltowny wzrost pradu i,(¢),
ktory osigga maksimum w chwili przej$cia strumienia W(¢), przez maksimum.
Impuls pradowy pojawiajacy si¢ w tym przedziale czasowym powoduje powsta-
nie bardzo duzej sity elektromotorycznej samoindukcji na indukcji rozproszenia
transformatora i zast¢pczej indukcji zroédla zasilania co z malejacy sita elektro-
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jest rowne napieciu zasilania. Proces ten powtarza si¢

motoryczna cewki %
t

w kolejnych przedziatach czasowych napigcia zasilania i zanika po kilkudziesig-
ciu okresach. Czas zaniku tych impulséw zalezy przede wszystkim od wartos$ci
rezystancji zastgpczej uktadu zasilania R .

Realizacja procesu catkowania w diugich przedzialach czasowych, celem
osiggniecia stanu ustalonego transformatora mimo sztywnosci jego roéwnan roz-
niczkowych (9), jest mozliwa ze wzgledu na absolutng stabilno§¢ metod niejaw-
nych stosowanych w procesie obliczeniowym.

Stosowana do realizacji obliczen wlasna biblioteka numeryczna [1] jest wy-
posazona dodatkowo w metody rejestrujace blad estymowany zarowno
w procesie obliczen ze statym krokiem catkowania jak przy jego automatycz-
nym wyborze.

logyol E]|

/r\ﬂ”ﬁ\/\v‘/ f (ﬂ / / VSNA

N v]/. //'\/\ - 44 i [ |

jI I

[msek]

Rys. 6. Logarytm dziesi¢tny z normy wektora btedu estymowanego w procesie obliczen zgodnie
z wzorem (14) dla rozwigzania przedstawionego na rys. 5

Na rys. 6 pokazano logarytm dziesi¢tny z normy wektora bledu estymowane-
go w procesie obliczen dla przypadku rozwigzania z rys. 3. W przypadku tym
proces obliczen realizowano z automatyczny doborem kroku calkowania przy
zadanym bledzie absolutnym &, = 107 oraz wzglednym &, = 10""". Z danych po-
kazanych na tym rysunku wynika, ze algorytm utrzymuje zadany btad absolutny.
W badaniach stanu nieustalonego transformatora we wszystkich przypadkach
obliczen a szczegoélnie dla duzych przedziatow czasowych catkowania, algorytm
utrzymywat zadany blad absolutny obliczen zmiennych stanu.
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4. PODSUMOWANIE

Do rozwigzywania réwnan roézniczkowych zwyczajnych modelujacych stany
nieustalone transformatorow przy biegu jalowym zastosowano metody niejawne
Rungego-Kutty z kwadraturg o maksymalnym rzg¢dzie aproksymacji dla formut
Gaussa-Legendrea i Radau [2—4]. Na bazie wlasnej biblioteki numerycznej [1]
opracowano w jezyku C# oprogramowanie zorientowane obiektowo pozwalaja-
ce na badanie dynamiki transformatora w stanie jalowym z r6éznych punktow
widzenia. Zaprezentowane wyniki moga by¢ pomocne projektantom transforma-
toréw przy doborze znamionowego punktu pracy na charakterystyce magneso-
wania w zaleznosci od zastosowanej blachy transformatorowe;.
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APPLICATION OF RUNGE-KUTTA'S IMPLICIT METHODS TO SOLVE
STIFF NONLINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
OF A PERIPHERAL MODEL OF A SINGLE-PHASE TRANSFORMER

Technological progress in the production of transformer sheets associated with the
increasing of maximum permissible magnetic inductions causes that modern transform-
ers have smaller and smaller dimensions. Also, idling currents are decreasing. For such
conditions, the problem with stability of the solution of numerical calculation could
occur because the stiffness problem of differential equations describing transient states
of these transformers increases. In order to remedy such problems, authors propose to
solve ordinary differential equations modeling transient states of transformers by Runge-
Kutta's implicit methods.
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