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ZASTOSOWANIE RADIALNYCH FUNKCJI
BAZOWYCH W INTERPOLACJI
DANYCH ROZPROSZONYCH CZ. |

Streszczenie
W pracy zaprezentowano Hiwosé wykorzystania radialnych funkcji bazowych (RBF) do
interpolacji danych rozproszonych. Pod tymtekn podano specyficzne cechy RBF. §psse
zastosowano wybrane RBF do zagadnienia dwuwymigrowRrzeprowadzono testy numeryczne dla
zbioréw danych rinego typu i rénych RBF wskaza§ doktadné¢ interpolacii.

WSTEP

Problemem wielu dyscyplin naukowych jest przetwairzgewnego skixzonego zbioru
danych, np. wynikbw pomiarow eksperymentalnych, e@lucznalezienia funkcji najlepiej
interpolupcej proces, dalej oznaczanej pragez Termin ,najlepiej” oznacza takfunkcje U,
ktora spetnia doktadnie wyniki pomiaréw, aewiwartgci w wybranych punktach. Podeje
to w ramach teorii interpolacji polega na wyznadaemww danym przedziale funkcji
interpolacyjneju, ktéra przyjmuje w nim z géry zadane wadiow ustalonych punktach
(weztach interpolacji) [5]. Yeeli wezty interpolacji nie tworz regularnej siatki, to jest to
interpolacja danych rozproszonych (nieregularnythlbsowych?2]). Nieregularné¢ danych
dodatkowo komplikuje zagadnienie interpolacyjnelelez rodzajéw interpolacji, mlwy do
rozwiazania powyszego zagadnienia, zakltada wykorzystanie RBF. Celgnejszej pracy
jest wskazanie midiwosci takiej interpolacji oraz przeanalizowanie jekémingci.

1. INTERPOLACJA DANYCH ROZPROSZONYCH

Niech {x; } bedzie zbiorem dyskretnych punktow {méw interpolacji), a{u;} zbiorem
wartdsci funkcji w tych weztach, tzn. u =u(x, ) gdzie i =212...,n, x ={X,X,,...} .
Interpolacja rozproszonych danyfh pélega na znalezieniuagtej funkcji u(x) takiej,ze:

u(x) =u, i=12,...n 1)

Jest to standardowy warunek interpolacji Lagrange’a
W praktycznych zagadnieniach powszechnie stosoyestanterpolacja wielomianowa.
W niej zaktada s, ze szukana funkcja interpolacyjng(x jest liniona kombinacj pewnych

znanych funkcji bazowycly = ¢ (x ,)»td

ax) =2 a @(x), v=12..,n ()
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gdzie a, sa nieznanymi wspotczynnikami rozwiia.

Wyznaczenie tych wspoétczynnikbw wymaga rogzeinia ukiadu réwna liniowych
postaci:

da=u 3)

gdzie @ jest macierz gtowm interpolacji (1); elementami tej macierzy %, =@ (X)),
natomiasta =[a,,a,,...,a,]" orazu =[u,U,,....U, 1", u =u(x).

1.1. Interpolacja RBF

Scista definicie RBF podano w [2], [3], [4], a powt6rzono w [1]:rfiicie ¢: R, — R
nazywa st promieniovy (radialry), o ile istnieje jednowymiarowa funkcjg : [0,0) — R
taka,ze ¢(|x[) =R (r,), [X|=r, gdzie|..| jest norma Euklidesa w przestrzem ,.

Gitowm cechy R jest to,ze funkcja ta nie zaly od wymiaru przestrzenR,, a zaley
tylko od odlegtéci r migdzy punktemsrodkowym x,, a punktem polax, tzn. r =|x, - X

[9], [5]. Stad, jedry z ich zalet jest mdiwos¢ interpolacji bez konieczioi tworzenia
regularnej siatki wztéw, a wic funkcje R okazuj sie by¢ bardzo skuteczne w zagadnieniu
interpolacji danych rozproszonych.

W tabeli 1 podano kilka najegciej stosowanych RBF, natomiast na rys. 1 przedetaw
ich wykresy wR .

Tab. 1. Postaci wybranych RBF

Nazwa RBF R(r),r=0
Gaussa R(r)= exp(—crz) ,¢c>0
Hardy'a wielokwadratowe B, 2. 25
(Hardy's multiquadratic) | R(r)=(=D" (¢ +r")", ¢>0, >0, SUN

Wielokwadratowe R(r)=(c2+r3)™#, ¢>0, >0
odwrotne (inverse
multiquadratic)

Duchon’a R () =(-0""r?Plog(r), SON
Wendland’a r), rad[ol
R, () - Py, (1), 1001
’ (0} r>1

gdzie p, , (r) jest wielomianem kglu |d/2]+ 3k +1 i jednej zmienney

Zrodto: [1]

Niektore RBF uwzgidniaja parametrc nazywany parametrem ksztaltu. Parametr ten ma
wptyw na ,dopasowanie” gtadkiej powierzchmi(x do dyskretnych danych, w zazku
z tym ¢ ma wptyw na dokfadni@ rozwiazania U(x ). Zmniejszanie wart@i parametruc

powoduje ,sptaszczenie” funkdfl , natomiast w wyniku zwkszania jego wartei funkcja
R staje st bardziej ,ostra”, a przez to lokalizuje swéj wptyva doktadné¢ u(x), rys. 2
[1], [2], [10].
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Rys. 1.Radialne funkcje bazowe dia=1 (w R)
Zrodto: [1]
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Rys. 2.Wykresy R (r) GaussavwR, dla X, =[0,0]: (a)- c=1, (b)- c=5

Podstawiajc R do wzoru (2) otrzymuje si
u(x)=>,a R(), v=12..,n (4)

Korzystapc z warunku interpolacji (1) otrzyma esiuktad rowna liniowych (3)
z n nieznanymi wspotczynnikama, , gdzie

I R (||X1 - X1||) R (”Xl - Xz”) - R (‘X1 X, ‘)
o | ROxD ROuxD o R -x) -
_R (”Xn - Xl”) R (”Xn - X2||) - R ( Xn — Xni )_

Uktad rowna (3) jest oznaczony, gdy =n . W dalszej cgsci artykutu podano przyktady
interpolacji z baz R ; przyktady te ograniczono d&, .
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1.2. Funkcje interpolowane

W artykule interpolowano trzy funkcje. Jedrz nich jest funkcja Franke'goF,,

standardowo iywana w problemach interpolacji [6], ktdrej wykrgszedstawiono na
rysunku 3

Loy 2 2 1 2_1 12 1oy 72 a2
F(x,%,) = §e 2(942)7+(9%-2)%) + Ee (4 @% D = )(9% D)%) + le A GG D le_(gxl_@z_(gxz_nz
4 5
(6)
1.2+
14
084
F,06 o A
IS ;:“‘i"
) "?4“‘0‘\‘{\\
o .
024
il o 0
X, 1T 0.8
><1
Rys. 3.Wykres funkcji Franke’go w przestrzeRi®.
Pozostate funkcje testowe to:
F,(%,%)=sin(2rx,)5in(mx,) (7
_(5—10)(1)2) 3 (_(5—1Ox2)2) 3 (_(5—1Ox1)2) (_(5—1Ox2)2)
Fo(x,x)=e 2 2 4 2 2 (8)

4 4
Dziedzim wszystkich wymienionych zadanterpolacyjnych jest obsz#,1]x[0,1].

1.3. Rodzaje danych dyskretnych

T - —

eyt e S
0 01 02 03 04 05 06 07

8 09 1 02 03 04 05 06 06 07 08 08

X X

(a) - u-s (b)—1 n-u-s ((?)— u

Rys. 4.Zbiér 900 punktéw, dane: (a) rownomiernie rozproezdgb) nierbwnomiernie rozproszone,
(c) rozmieszczone regularnie

Dane wykorzystane w obliczeniach wygenerowano fawocy trzech rinych metod.
W wyniku uzyskano dwa rodzaje zbiorow danych rogpomych: rownomiernie (,u-s”) oraz
nierbwnomiernie (,n-u-s”); oraz zbiér danych rozsd@ezonych regularnie (,u”). Natg
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podkreli¢, ze nie rozpatrywano prawdziwie losowych danych, jate/nie dane otrzymane
z generatora pseudolosowedtrzyktady kadego typu rozmieszczeniacgfOw interpolaciji
pokazano na rys. 4 dla zbiorow 900-elementowych.
1.4. Btedy interpolaciji

W celu oszacowania jako interpolacji, postaono s¢ trzema miarami kHow. Niech
{u(x,)} oraz{u(x,)} beda odpowiednio zbiorami warfgi scistych oraz interpolowanych
w punktach {x,}, «=1,2,...k, gdzie k — liczba punktéw, w ktérych oblicza ¢si
interpolowane wart@i {U(x,)}. Pierwsa miar bledu zdefiniowano jako thicg pomidzy
funkcja scisly a interpolowas, co mana wyrazé wzorem:

E.(x,) = Ju(x,) = G(x,)| (9)

Jest to jakéciowa miara bidu. O ilgsciowym oszacowaniu dokiladé@ interpolacii
mOwia z kolei pierwiastek kydu sredniokwadratowegde, oraz maksymalny bl interpolaciji
E, zdefiniowane jako:

Es = \/ﬁZK(u(x» - a(x,)) = ikllu - al, (10)

Ey =|u -], (11)

2. SYMULACJE NUMERYCZNE

Zaréwno implementacja jak i obliczenia zrealizowamagrodowisku MATLAB 2011b.
Symulacje numeryczne przeprowadzono dla RBF Gaoissawielokwadratowych. Wyniki
obliczen dla wszystkich funkcji interpolowanych zamieszozam tabelach i uposzlkowano
wedtug kolejndci rosracej liczby weztéw interpolacii.

2.1. Interpolacja RBF Gaussa
W tabelach?-4 podano wartei biedow E; oraz E,, dla funkcji F,, F,, F;. Dla kadego
n przyjgto t¢ samy wartas¢ parametru ksztattu ustalpma c = 21.2. Przygcie tak wysokiej

wartgsci ¢ ma znaczenie, poniewanata warté¢ parametru ksztattu przy dej wartgci n,

skutkuje ztym uwarunkowaniem macierzy interpolgd]. Natomiast wzrost warfgoi c
powoduje pogorszenie dokladiwo interpolacji. Jednak celem zxi | artykulu jest
przyblizenie idei interpolacji radialnymi funkcjami, dlategv przypadku funkcji Gaussa
pominigto proces optymalizacji parametru ksztattu dlazdea wartdci n. Przygta

w obliczeniach wart@ ¢ autorka uznata za quasi-optymaima podstawie obserwacjicolu
E dla r&nych wartdci n .

Tab. 2. Btedy interpolacji RBF Gaussa dla funkdyi, F,, F; dla danych ,u”

F F> Fa

L.p. N Er Ew Er Ew Er Em

1 9| 3.70e-001 | 1.04e+000 4.83e-00l 9.97e-001  6.8Te-p 1.93e+000
2 25| 3.42e-001| 1.03e+000 4.46e-001 9.33e-001  2B83e-| 2.40e-004
3 100| 2.37e-001| 8.70e-001 2.43e-0Q1 7.26e-001 NGBRe| 1.11e-001
4 225| 1.22e-001| 7.73e-001 3.26e-002 1.08e-001 M4f66e| 4.88e-015
5 625| 6.75e-002| 6.47e-001 1.21e-002 6.84e-002 0@Ze| 6.04e-001
6 900| 5.06e-002| 5.51e-001 1.15e-002 6.56e-002 H6%e| 4.69e-001
7 1600| 2.32e-016| 2.44e-014 3.09e-016 1.44e-015 eddb6 | 4.88e-015
8 2500| 1.16e-002| 1.60e-001 4.63e-003 2.65e-002 e1082 | 1.11e-001
9 3600| 2.48e-005| 3.61e-004 1.53e-005 8.70e-005 eXB3 | 2.40e-004
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Tab. 3. Btedy interpolacji RBF Gaussidia funkcji F, F,, F; dla danych ,u-s”

Fi F2 Fs

L.p. n; Er = Er = Er Ew

1 9| 3.58e-001 | 1.04e+000 4.59e-00l 9.97e-001 6.64e-0D 2.45e+000
2 25| 3.32e-001| 1.03e+000 4.31e-001 9.98e-001 @0Te-| 2.47e+000
3 100| 2.05e-001| 9.08e-00]1 2.78e-001 9.78e-001 AO2e| 1.80e+000
4 225| 1.00e-001| 6.84e-001 1.19e-001 7.14e-001 6ke | 9.73e-001
5 625| 2.65e-002| 4.58e-001 1.12e-002 7.11e-002 M0@Ze| 2.56e-001
6 900| 1.44e-002| 1.66e-001 5.10e-003 4.12e-002 Na@2e| 2.08e-001
7 1600| 4.41e-003| 6.96e-007 1.62e-003 1.80e-0J02 e3)89 | 4.80e-002
8 2500| 9.10e-004| 1.88e-001 4.33e-004 6.72e-003 edDNO4 | 1.65e-002
9 3600| 2.73e-004| 9.12e-0043 6.09e-005 8.39e-Q04 eB6 | 1.39e-003

Tab. 4. Btedy interpolacji RBF Gaussidla funkcji F;, F,, F; dla danych ,n-u-s”

F F> Fa

L.p. N Er Ew Er Ew Er En

1 9| 3.44e-001 | 9.86e-001] 4.59e-001 9.97e-001 6.81e-D 2.45e+000
2 25| 3.21e-001| 1.01e+000 4.40e-001 9.98e-001 @B%e- 2.47e+000
3 100| 2.32e-001| 9.42e-001 2.93e-001 9.01e-001 44BTe| 2.36e+000
4 225| 1.42e-001| 6.97e-001 1.63e-001 6.34e-001 M6Be| 1.63e+000
5 625| 4.00e-002| 3.69e-001 4.25e-002 3.67e-001 N0Ze| 5.94e-001
6 2
7 3
8 4
9 4
n

900| 2.05e-002| 2.90e-001 1.68e-0Q 2.19e-001  $6Z%e | 3.23e-001
1600| 6.55e-003| 1.73e-001 2.68e-0( 3.96e-0J02 e1002 | 2.04e-001
2500| 4.82e-003| 1.73e-001 6.65e-0( 1.02e-002 ei1068 | 3.44e-002
3600| 9.40e-004| 2.97e-007 2.94e-0( 5.23e-J03 e488 | 7.50e-003

2.2. Interpolacja RBF wielokwadratowymi

W przeciwigistwie do RBF Gaussa, w przypadku RBF wielokwadrgtiw dla kadej
wartasci n, wybrano quasi-optymalny parametr ksztaltu na podstawie Kkryterium

zaproponowanego w [7]. Sposoby doboru wémitac przedstawiono w Il ggci artykutu.
W obliczeniach przyjto standardowwielokwadratowy RBF, gdzie = 0.5 [8].

W tabelach 5-7 przedstawiono watbbiedow dla ré@nej liczby weztéw interpolacji n,
funkcji F, F,, F;, natomiast na rysunkach 7-9 pokazano wykresy fumkerpolacyjnych
dla pierwszych trzech wado n . Z tabel ména odczytd, ze wraz ze wzrostem liczby

weztow interpolacji, interpolacja dulzie dokitadniejsza. Dodatkowo na rysunkach: 5, 6
przedstawiono rozkitad &du maksymalnego dla = 286raz n = 225 z ktérego wynikaze
najwickszy bhd pojawia st w okolicy brzegu obszaru. Gtéwmprzyczyn, tego zjawiska jest
to, ze wezty interpolacji dla rozproszonych danych znajdsig wewmtrz obszaru. Poza tym,
taki rozklad bédu jest charakterystyczncechy interpolacji RBF, poniewadla regularnie
roztozonych danych rownienajwicksze wartéci bltcdow obserwuje siprzy brzegu.

Tab. 5. Btedy interpolacji wielokwadratowymi RBF dla funkdt,, F,, F; dla danych ,u”

Fi F2 Fs
N c Er =Y Er =Y Er Ewm
9| 0.4075| 1.79e-001| 6.13e-00 4.83e-001  9.97e-0®.30e-001 | 1.57e+000
25| 0.2037| 2.64e-002| 7.72e-00 3.34e-002  8.87e-00278e-001 | 4.46e-001
100| 0.0906/ 8.59e-004{ 5.56e-00 6.73e-003  2.33e-0.40e-002 | 8.25e-002
225| 0.0582 4.27e-004 2.99e-00 2.86e-003  1.2Z2e-p@.00e-003 | 1.45e-002
625| 0.0340 1.34e-004| 1.21e-00 8.94e-004  4.49e-0®.69e-004 | 5.92e-003
900| 0.0281] 7.73e-005 6.30e-00 4.99e-0p4  2.28e-0(B.87e-004 | 3.13e-003
1600| 0.0209 6.35e-015 2.58e-01 1.42e-014  4.T4e-0 6.69e-015| 2.35e-014
2500| 0.0166 1.89e-005 1.73e-00 1.15e-0p4  5.88e-0 9.42e-005 | 8.75e-004
3600| 0.0138 1.46e-005 1.39e-00 8.78e-0p5  4.69e-p 7.27e-005 | 7.10e-004

©
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Tab. 6. Btedy interpolacji wielokwadratowymi RBF dla funkd,, F,, F, dla danych ,u-s”

F1 F2 Fs

L.p. n; C Er Ew Er = Er Ewm

1 9| 0.2162| 1.58e-001| 5.93e-001 3.28e-001  1.10e+0B(072e-001 | 1.04e+000
2 25| 0.1077| 4.21e-002| 1.48e-001 1.07e-001  5.38e-0@1.12e-001 | 8.95e-001
3 100| 0.0524) 7.37e-003| 4.54e-00R 1.84e-002 1.06e-0(B.33e-002 | 2.37e-001
4 225| 0.0348 2.56e-003] 2.13e-00Pp 9.82e-0p3 6.73e-00.21e-002 | 1.37e-001
5 625| 0.0223] 9.34e-004{ 1.45e-00Pp 4.53e-003 3.98e-0(B.50e-003 | 3.99e-002
6 900| 0.0186 7.49e-004 1.18e-00Pp 3.72e-0p3  3.2Z2e-0@.82e-003 | 4.24e-002
7 1600| 0.0134 4.76e-004 5.54e-003 2.40e-0p3  1.08e-0 1.72e-003 | 1.99e-002
8 2500( 0.0105 3.27e-004 4.54e-008 1.73e-003  1.02e-D 1.54e-003 | 2.16e-002
9 3600| 0.0087 2.52e-004  4.83e-0083 1.27e-0p3  1.82e-0 1.03e-003 | 1.40e-002

Tab. 7. Btedy interpolaciji wielokwadratowymi RBF dla funkdit, F,, F;

dla danych ,n-u-s”

F F2 Fs

L.p. N c Er Em Er Ew Er Em

1 9| 0.1495] 2.50e-001] 7.05e-001 3.88e-001  9.69e-00L79e-001 | 1.73e+00C
2 25| 0.0879] 9.16e-002] 3.48e-00l 1.68e-001 5.31e-0@L95e-001 | 1.42e+00d
3 100 0.0465 1.96e-002 1.12e-00  4.60e-0p2  3.38e-00%6.30e-002 | 4.28e-001
4 225] 0.0281] 6.11e-003 3.95e-00R  1.77e-002  1.13e-p@.74e-002 | 2.41e-001
5 625| 0.0166 1.71e-003 1.42e-00R  9.54e-003  9.23e-0®.70e-003 | 8.82e-002
6 900| 0.0139 1.19e-003 1.66e-00R  4.55e-003  4.42e-p®.16e-003 | 7.34e-002
7 1600 0.0103 7.87e-004 8.95e-008 3.88e-003  4.08e-D 4.93e-003 | 6.08e-002
8 2500 0.0082 5.43e-004 1.16e-00Q 2.88e-0p3  3.08e-D 1.87e-003 | 2.49e-002
9 3600 0.0067 4.88e-004 6.99e-008 2.64e-0D3  2.03e-D 2.28e-003 | 3.03e-002
Interpolacja RBF bardzo dobrze sprawdza sila kadego z trzech rodzajow

rozmieszczenia danych. Wyniki przeprowadzonychaozhli przedstawione w tabelach 2-4
oraz 5-7 g poréwnywalne. Uzyskane wyniki we wszystkich praykach pokazuaj zbieznosé
interpolacji wraz ze wzrostem liczby danych.

0.16
0.14
012

Congy o

(a)
Rys. 5.(a) E (x,) (b) wykresu(x, )dlan =25idanych ,u-s”
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PODSUMOWANIE

Interpolacja funkcjami RBF jest bardzo prosta dimpgementowania dla przestrzeni
dowolnego wymiaru, ponieviaparametrem funkcji interpolagych jest jedynie odlegéé
miedzy punktami. Nie jest potrzebna regularna siatkaydh, co umdiwia tatwe stosowanie
RBF w interpolacji danych rozproszonych. ¥6a cecha interpolacji RBF, cgsto paadam
w zagadnieniach praktycznych jest niezmienniézpodczas wszystkich Euklidesowych
transformacji, takich jak: przeswwie, obrot czy odbicie. Do wad mmwa zaliczy fakt, ze
macierze interpolacjiasczgsto zle uwarunkowane. Nie podwa to jednak gyteczndci RBF
w interpolacji gtadkich funkcji o skomplikowanej gmetrii. Problemy interpolacji RBF
rozwiazuje s¢ poprzez dobor optymalnej waftd parametru ksztattu, o czym stanowi
czese I

Program MATLAB wykorzystany do przeprowadzenia batistat zakupiony w wyniku realizacji Projektu nDA*RPPK.01.03.00-18-
003/10-00 ,Budowa, rozbudowa i modernizacja bazykmavo-badawczej Politechniki Rzeszowskiej” wspatfsowanego z&odkow Unii
Europejskiej w ramach Regionalnego Programu Opgrego Wojewddztwa Podkarpackiego na lata 2007-20BR8prytet |.
Konkurencyjna i Innowacyjna Gospodarka, Dziatani@ Regionalny system innowaciji.
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SCATTERED DATA INTERPOLATION USING
RADIAL BASIS FUNCTIONS, PART 1

Abstract
The paper presents an interpolation of the scattetata via the radial basis functions. It also
discusses some features of RBF and their charatiteparameters. The application of the specific
RBFs in data interpolation is demonstrated using@®2Bblem. Numerical experiments, performed for
sets of different kinds of data and different fiomg, show the accuracy of the RBF interpolation.
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