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STRESZCZENIE: Rozpatrywany jest jednorodny tancuch Markowa o wielu stanach pochtania-
jacych. Przedstawiona jest metoda wyznaczania $redniego czasu dojscia do wybranego stanu
pochtaniajacego. Metoda oparta jest na rozszerzeniu zadanego tancucha Markowa o nowe stany.
Dla tancucha rozszerzonego definiowana jest funkcja wyptat towarzyszaca tranzycjom. Szcze-
goblne podejécie do analitycznego rozwigzania problemu zwigzane jest z zalezno$cia wyplaty nie
tylko od tranzycji, ale takze od czasu. Rozpatrywane w artykule zadanie pojawia si¢ przy projekto-
waniu interfejsow, protokotow, planowania etapowych przedsiewzigé o charakterze transporto-
wym, produkcyjnym itp.

SEOWA KLUCZOWE: tancuch Markowa, tancuch Markowa z dochodami, analiza niezawodno$-
ci, analiza osiggalnosci.

1. Modele Markowa

Modele Markowa znajduja szczegodlne zastosowanie w zadaniach analizy
osiggalno$ci standéw, zwlaszcza zadaniach analizy czasowej procesu
dochodzenia do wyr6znionych stanéw. Modele te sa wykorzystywane przy pla-
nowaniu etapowych przedsiewzie¢ o charakterze transportowym, produkcyj-
nym i innym (np. przy projektowaniu protokotéw transmisji). Zwarte przed-
stawienie problemow dotyczacych wykorzystania procesow Markowa i pro-
cesOw semi-markowskich do modelowania gotowosci i niezawodnoS$ci urzadzen
zawiera monografia F. Grabskiego [3], a takze — w odniesieniu do urzadzen
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transportowych — praca J. Jazwinskiego i F. Grabskiego [6]. Bogaty przeglad
modeli Markowa wykorzystywanych w zadaniach projektowania i oceny
interfejsu cztowiek — komputer jest przedstawiony w pracach A. Donigiewicza
[1, 2]. Interesujacy obszar zastosowan zauwazono takze w pracy A. Wisniew-
skiego [9].

Zastosowanie tancucha Markowa polega na przedstawieniu zachowania
si¢ analizowanego systemu w postaci diagramu przej$¢ (tranzycji) stanow.
Zasady tranzycji stanow w czasie sg opisane w postaci charakterystyk proba-
bilistycznych. Wynikami analizy sa zwykle rozktady prawdopodobienstwa
badanych wielkosci. Za podstawowa prace wyczerpujaco omawiajacg pro-
blematyke skonczonych procesow Markowa i ich zastosowan uznaje si¢ pracg
M. Josifescu [7].

Znaczenie modeli Markowa istotnie zwigkszyly prace R. A. Howarda [4,
5]. Podstawa zaproponowanych w tych pracach modeli jest okreslenie funkcji
wyplaty towarzyszacej procesowi zmian stanéw. Takie podejscie umozliwia
wyznaczania réznorodnych charakterystyk badanego procesu jako warto$ci
oczekiwanych wyptat (definiowanych na stanach i tranzycjach). Zastosowanie
modeli Markowa z dochodami w zadaniach transmisji danych jest przedstawione
w pracy W. Maki [8].

Rys. 1. Przyklad modelu podstawowego w postaci jednorodnego tancucha Markowa
z 2 stanami pochlaniajacymi

2. Model podstawowy — oznaczenia
Wsréd n stanow tancucha Markowa wyréznimy m stanéw pochia-

niajgcych i | =n—m standéw przejSciowych w ten sposob, aby macierz przej$¢
tancucha miata postac:
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{lel R|Xm]
M = 1)
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Przyjmujemy, ze macierz przej$¢ lancucha jest niezalezna od czasu (czyli tan-
cuch jest jednorodny).

Przyktadowy diagram przejs¢ dla tancucha Markowa spehiajacego
sformutowane warunki zostal przedstawiony na rys. 1. Macierz przejs¢ M
W tym przypadku ma postac:

0100000 0 O
oL p 00 0 0 0 f
oo0rp OO0 0 0 f
000 r, p 0 0 0 f

M=Mgo=(00 0 0 r, pp 0 0 f, )
000 0 0 rp p; 0 fo
000 0 0 0 r, pg fg
0000 O0O0 0 1
000 0 0 0 0 1]

gdzie: p, — prawdopodobienstwo przej$cia (pass) do nastgpnego etapu, I, —
prawdopodobienstwo powtarzania (repeat) etapu, f; — prawdopodobienstwo
zakonczenia calego przedsiewziecia niepowodzeniem (fail) na i-tym etapie,
przy czym p; +r; + f; =1. Osiagnigcie stanu 8. (success) oznacza zakonczenie
przedsigwzigcia sukcesem, stanu 9. za$ — niepowodzeniem (fail). Posta¢ blo-
kowa macierzy M, 4 jest nastgpujaca:

0100 00 0,0 0
Orp 0 0 0 00 f
00r p, 00 00 f
000 1, p; O oi 0 f, 0. R
Mgo=/00 0 0 1, p, 0:0 f, {om IM} (3)
000 0 0 1y psi 0 f e e
000 0 0 0 rgips fg
000 000 0:1 0
000000 00 1]
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gdzie:
(01 0 0 0 0 O] [0 0]
onpp 0 0 0 O 0 f
00r p 0 0 O 0 f
Q7x7=|0 0 0 g p3 0 0 |,Rypp=0 f3
000 0 r, pg O 0 f,
000 5 Ps 0 fg
00 0 0 0 0 rg| | ps 6|

Rozktad prawdopodobienstwa w chwili k na stanach tancucha oznacza-
my nastgpujaco:

n(k) = [Préstan(k) =13, Prfstan(k) =2}, ..., Prfstan(k) = n}| =[x, (k) 7., (k)] (4)

gdzie: m, (k) =[Prfstan(k) =1}, Prstan(k) = 2}, ..., Prstan(k) =1}] oznacza
wektor prawdopodobienstw stanéw przejsciowych (tranzycyjnych), natomiast
., (k) =[Prftan(k) =1+1}, ..., Prfstan(k) =n}] — wektor prawdopodobienstw
stanéw pochtaniajacych (absorpcyjnych).

Rys. 2. Model rozszerzony dla przykladu z rys. 1

3. Model rozszerzony

Rozszerzenie modelu podstawowego polega na zwigkszeniu liczby
standow przez zastgpowanie stanu pochfaniajgcego parg stanow. Celem takiego
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postgpowania jest uzyskanie mozliwosci zdefiniowania wyplaty towarzyszacej
przej$ciu ze stanu pierwszego pary do stanu drugiego pary. W przypadku
obliczania czasu doj$cia do stanu pochlaniajacego wyptata ta jest rowna wartosci
czasu, w ktorym nastepuje przejscie. Pozostale przejscia i stany nie generuja
zadnych wyplat.

Diagram przejs¢ dla rozszerzenia omawianego wczesniej tancucha
Markowa zostal przedstawiony na rys. 2. Macierz przejs¢ M tego tancucha ma
postac:

010 0 0 0 0 0 0.00]
OrRp O 0 0 0 0 f:00
00r p, 0 00 0 f,:00
000 L pp 00 0 f3:00
000 0 p O 0 f:00

Mipq1={0 0 0 0 0 15 ps O f5i0 0f=

000 0 O 0 r, pg f6.00
000000 0 O 001
000 0 00 0 0 0!10
000000 OO0 0!10
000 0 0 0 0 0 0:01]
R
=Q9><9 9x2 (5)
_02><9 |2><2
gdzie:

01 0 0 0 0 0 0 O] [0 0]
orpp O 0 0 0 0 f 00
00rp 00 0 0 f 00
000 b p, 0 0 0 f 00

Qo.g=/000 0 0 r, p, O 0O f,], Rg, =|0 0
000 0 O b ps 0 f 00
000 0 0 0 rg pg fg 00
000 0 0 0 0 0 O 01

/000 0 0 0 0 0 0] 10
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4. Obliczenie granicznego rozkladu prawdopodobienstwa na stanach

Podstawa obliczen jest réwnanie Chapmana—Kotmogorowa, z ktorego
otrzymuje si¢ zaleznos$¢:

a(k +1) = (k)M = n(0O)M* (6)

Do analitycznego wyznaczenia funkcji m(k) wykorzystamy przeksztatcenie Z.
Niech F(z) oznacza transformate Z funkcji f(k), tzn.

Fz)= 3 (k)2 %
k=0
Niech
f(k) = M* k=012,...

Mamy: f(k +1) = Mf(k), przy czym f(0) =1. Z definicji przeksztatcenia £ ma-
my: z[F(z) -f(0)]= MF(z). Stad:
F(z)=z(zl -M)™* (8)

Q R
Wykonujgc niezbgdne obliczenia dla macierzy M = { , otrzymujemy:
0o 1

F(z)=z(zI-M)™ =

[zI—Q R r @-Q7 (21-Q'R—L
=7 =

L z-1 9)
0 (z-Dl 0 |
z-1

Granice¢ przy k dazacym do nieskonczonosci obliczymy wedtug wzoru:
kIimf(k)= Iinl(z—l)F(z) (10)

gdzie
_ e = e =
(z—l)F(z):(z—l)z(zI—M)‘lz{(z el -Q) @-Q) R] (11)
0 I

Wynika stad, ze jesli macierz 1 —Q jest nieosobliwa, to istnieje granica

0 I-Q7'R
0 |

limf (k) = M” =[ (12)
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W przypadku wyroznienia standw przejsciowych (tranzycyjnych) i stanow po-
chlaniajacych (absorpcyjnych) mamy nastepujacy wzor okre$lajacy rozktad
prawdopodobienstwa na stanach:

Q R
[A (k+1) mp(k +1)]=[m, (0) nab(O)][O J (13)

Stad wzor okreslajacy rozktad graniczny prawdopodobienstwa na stanach jest
nastepujacy:

0 (1-Q7'R
[ (0) ()] =[m, (0) nab(O)]{0 | ]=
=)0 % @1 -Q *R+m,(0)] (14)
Jesli stanem poczatkowym nie jest stan pochtaniajacy, czyli m,,(0)=0, to
(o) = 7, (0) (1 -Q) 'R (15)

Dla startu procesu ze stanu pierwszego rozktad m,, (o) bedzie okreslat pierwszy

wiersz macierzy (1-Q)'R.

5. Wyznaczenie czasu dojscia do stanu pochlaniajacego jako docho-
du lancucha Markowa

Rozwiagzywane zadanie polega na wyznaczenia warto$ci oczekiwanej
czasu dojscia lancucha Markowa do wskazanego stanu pochtaniajacego.
Rozwigzanie bazuje na modelu rozszerzonym. Rozszerzenie modelu polega na
zastgpieniu stanu pochlaniajacego para stanow. Przejsciu ze stanu pierwszego
pary do stanu drugiego pary towarzyszy jednorazowa wyptata rOwna wartosci
czasu, w ktorym nastgpuje przejscie. Pozostate przej$cia i stany nie generuja
zadnych wyplat.

W opisanej sytuacji mozna przyjaé, ze w chwili k oczekiwane wyplaty
W poszczegolnych stanach opisuje wektor u(k). Dla przedstawionego wczes-
niej przyktadu modelu rozszerzonego wektor ten ma nastepujacg postac:
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u(k) = lub u(k) = (16)

O OO0 X O 0o 0O o0 o o o
Il
=
O 0O O Fr OO0 0o o o o
OO X OO0 0O o0 o o o o
I
=
O OFr OO0 O OO OO o o

Powyzsze wzory znajduja zastosowanie odpowiednio: wzor z lewej strony, jesli
obliczany jest czas dojscia do stanu 6smego (SUCCEeSS), wzor z prawej strony —
jesli obliczany jest czas dojscia do stanu dziewigtego (fail). Ogolnie mozemy
zapisac:

u(k) =kq (17)

gdzie: g — wektor wyptat niezalezny od czasu.

Model jest tu mechanizmem wyptat: w chwili k realizowana jest wyptata
zalezna od stanu. Warto$¢ oczekiwana wyptaty w chwili k zalezy od rozktadu
prawdopodobienstwa na stanach tancucha. Réwnanie oczekiwanej wyptaty ma
postac:

v(k +1) = v(k) + M*u(k +1) (18)
gdzie wektor
vi(k) ]
v, (k)
v(k) = (19)
Va1 (K) |

oznacza oczekiwang wyplate za k krokéw, a u(k) — oczekiwana wyptate
W poszczegolnych stanach.

Do wyznaczenia funkcji v(k) wykorzystamy przeksztatcenie Z. Transfor-
mate Z tej funkcji oznaczymy nastepujgco:
V()= v(K)z ™ (20)
k=0
Z definicji funkcji v(k) mamy:
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2(V(2) - v(0) = V(2) +S(2)q (21)
gdzie: v(0)=0, S(z) — transformata Z funkcji s(k) = (k +1)M* . Zatem

(z-D)V(z) =S(2)q (22)
i w rezultacie

1
V(z) =——S(2)q (23)
z-1
Z definicji transformaty Z mamy:
S(2) =) (k+DM*z ¥ =z(zl-M)* Y M’ (24)
k=0 i=0

Wykorzystanie uzyskanego wzoru uniemozliwia fakt nieistnienia granicy
k
lim ZM'. W celu potwierdzenia tego faktu rozpatrzymy funkcje:

k £
—>0 i—0

k=0

k L)
g(k)=Z:Mi . Obliczymy transformatg Z tej funkcji: G(z)=Zg(k)z_k.
i-0

Poniewaz g(k+1)=1+Mg(k), zatem z(G(z)—g(0))= i I+ MG(2).

granica l!img(k), bo I!img(k)=Iin}(z—1)G(z)=(I—M)‘l, a macierz

I-Q —-R
I-M= jest osobliwa.
0 0

Rozwiazanie tego problemu opiera si¢ na rozdzieleniu wektora wyptat q

2 QR
Otrzymujemy stad, ze G(Z)=Z—1(ZI—M)_1. Dla |\/|=[ } nie istnieje
Z- 0

na dwa wektory: wektor wyptat g, dla stanow przejsciowych i wektor wyptat
d., =0 dla standow pochlaniajacych:

Uir Qi
“loul o)
qab 0

K
Rozwazymy funkcje: w(k) = Z M'q . Transformata Z tej funkcji jest rowna:
i-0
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1
(z1-Q)™ (21-Q)'R—[q,
W) =L @1 -M)tq= 2 , {q ]Z
z-1 -1 = Gab
z-1
22 P & o
|1 R [qtr}
= .
0 — Qap
(z-1?
Poniewaz q,, =0, zatem
z z
—.2(21-Q)* ~-2(z21-Q)'R
lz-1 (z-1) A |
W)= 0 z-;l {O]_
(z-1)°
z a1
I:HZ(ZIQ) qtr:| (26)
0
Stad
|—0)*t
mw(k)zlziﬂ(z—l)wa){( Qo) q"} 27)

Wykorzystujac uzyskany wynik, mamy:

= ; - - tr
ZM,q:[( Qg } 8)

i=0 0
Zatem
1 1 AN £ iy
V(2) =ZS(z)q =Z—_12(zl -M) iZ:O:M q=
o _M)_{(l -Q) qtr] (29)
z-1 0
Stad
(I _Q)ilqtr
V(z) = —2— (21 - M)ll }:
z-1 0
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, |09 @-R T M1-0),
_Z—l 0 i| 0
z-1

Ostatecznie poszukiwana granica jest rowna:

_ -1 _ -1
l!imv(k):Iirrll(z—l)V(z)zl(I Q7(1-9) q"] (30)
—0 7! 0
6. Interpretacja wynikéw
Wektor
N1 oL

iimv(k):[u Q' (1-Q) qtr} e
e 0

przedstawia warto$¢ oczekiwang wptat dla startu tancucha z poszczegolnych
standw. Przy starcie ze stanéw tranzycyjnych oczekiwana wyplata moze by¢
zapisana jako wektor:

Ve (K)=(1-Q)*(1-Q)"q, (32)

Trzeba zauwazy¢, ze wektor Vv, (k) okresla oczekiwana (Srednia) sume wyplat
niezaleznie od tego, czy tancuch doszedl do badanego stanu pochlaniajacego,
czy nie (inaczej moéwiac, wyplaty zerowe tez byly usredniane). Np. przy starcie
fancucha ze stanu pierwszego pierwszy element wektora Vv, (K) jest rowny:
Vi1 (K) = czas, x 7, () , gdzie: czas, — oczekiwany czas dojscia do badanego
stanu pochtaniajacego b, 7,(0) — prawdopodobienistwo doj$cia do stanu b

(przy starcie ze stanu pierwszego — tranzycyjnego). Stad poszukiwana wartosé¢
czasu dojscia do badanego stanu jest rowna:
Vira (K)
7, ()

Wyniki obliczen numerycznych dla omawianego w pracy przyktadu
zostaty przedstawione na rys. 3. Obliczenia zostaly wykonane dla modelu roz-
szerzonego o diagramie jak na rys.2. We wzorach (2) i (5) do obliczen przyjeto
nastgpujace wartosci parametrow: f,=f, p;=p, =1-p, - f;, gdzie: f —

czas, = (33)

stopa btedu fail, p =0,8 — stopa przejscia (pass) do nastepnego etapu.
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Prawdopodobienstwa graniczne Oczekiwany czas
1 T 20 T
\ ----- fil |0 | m=——— fail
0.9 \ success |~ 18 success |
0.8 16
0.7 et 14
f”’
0.6 o 12
'
/”’
0.5 = 10
P RHH
0.4 P4 8
/' \\
0.3 Val ~_ 6[====x =<==ooasils
208 T e e e Eiits e S fyu——
0.2 - 4
4
'I
0.1 7 2
4
4
0 0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
Stopa "bledu fail” Stopa "bledu fail"

Rys. 3. Z lewej: zalezno$ci prawdopodobienstwa osiagniecia stanu pochlaniajacego success
i stanu fail od stopy bledu fail. Z prawej: zalezno$¢ oczekiwanego czasu dojscia
do stanu pochlaniajacego success i stanu fail od stopy bledu fail.

7. Whnioski koncowe

Modele Markowa, w tym tancuchy Markowa z dochodami, sa silnym
narzedziem analizy niezawodnosci i osiagalnosci standw systemow, w ktorych
wystepujg tancuchy zdarzen. Fundamentem tego sposobu modelowania sg zalez-
nosci czasowe, okreslajgce momenty czasu osiagnigcia etapu przedsiewzigcia
lub fazy badanego procesu. Zakres stosowania modeli Markowa caly czas
wzrasta w zwigzku z pojawianiem si¢ coraz doskonalszych narzedzi progra-
mowych analizy, a takze z coraz wigkszymi mozliwosciami wykorzystywania
danych statystycznych zbieranych w czasie eksploatacji urzadzen (transmisji
danych, interfejsow itp.). Mimo ogromnych mozliwos$ci metod symulacyjnych
poszukiwanie rozwigzan analitycznych jest nadal celowe. Uzyskiwane roz-
wigzania dajg catoSciowy i elegancki oglad problemu, mogg by¢ takze wyko-
rzystywane do weryfikacji wynikow eksperymentalnych.
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A method to determine the average time to reach an absorbing state

of a homogeneous Markov chain

ABSTRACT: A homogeneous Markov chain with many absorbing states is considered. A method
to obtain an average time to reach a selected absorbing state is presented. The method is based on
an extension of the given Markov chain with new states. For the extended Markov chain a reward
function associated with transitions is defined. A particular approach to the analytical solution of
the problem is based on the dependence of rewards not only on transitions, but also on time. The
task considered in this paper emerges during the design of interfaces, protocols, planning of staged
transport or production projects etc.

KEYWORDS: Markov chain, Markov chain with rewards, phased-mission models, time-based
reliability analysis, time-based availability analysis.
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