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O rozwigzywaniu zadan konkursu matematyczno-informatycznego
KoALA

Streszczenie. W artykule prezentowany jest druzynowy konkurs matematyczno-informatyczny
KoaLA dla mlodziezy z Wielkopolski, ktérego celem jest rozbudzanie i rozwijanie zainteresowania
matematyka i informatyka, w szczegélnosci takimi dziedzinami jak: kombinatoryka, algorytmika
i logika (stad nazwa konkursu: KOALA). Ponadto celem konkursu jest doskonalenie umiejetnosci
pracy w grupie, dyskusji oraz prezentowania wtasnych rozwigzan zadan i uzasadniania ich popraw-
nosci. W roku szkolnym 2021/2022 odbyta sie juz IX edycja konkursu. W artykule przedstawione
zostang metody (strategie) przydatne podczas rozwiazywania niektérych typow zadan konkurso-
wych.

Stowa kluczowe: konkurs, kombinatoryka, algorytmika, logika.

1. Wstep

W dzisiejszych czasach na rynku pracy jest bardzo duze zapotrzebowanie na osoby o wysoko rozwi-
nietych umiejetnosciach myslenia w zakresie dziedzin, ktére tworzg podwaliny wspotczesnej informatyki

(myélenie kombinatoryczne, myslenie algorytmiczne, myslenie logiczne).

W 2013 roku w V Liceum Ogolnoksztatcagcym im. Klaudyny Potockiej w Poznaniu narodzit sie pomyst
pozytywnego dzialania na rzecz dowarto$ciowania ksztalcenia informatycznego w szkotach na terenie
Wielkopolski w postaci opracowania i zorganizowania konkursu z pogranicza matematyki i informatyki,
skierowanego wtedy do uczniéw szkét gimnazjalnych.

Od roku szkolnego 2014/2015 konkurs KOALA organizowany jest w dwoch kategoriach wiekowych.
W szczegblnosci, po uwzglednieniu zmian w systemie oswiaty od roku 2019/2020 mamy dwie jego edycje:
— dla uczniéw klas 7 i 8 szkét podstawowych,
— dla uczniéw szkol ponadpodstawowych.
Od tego samego roku konkurs KoALA odbywa si¢ tez na Dolnym Slasku [5], a zwyciezcy z obu regionéw
kazdego roku rywalizuja w meczu miedzyregionalnym Wielkopolska-Dolny Slask.
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Od 2015 roku organizatorem konkursu obok V Liceum Ogoélnoksztatcacego jest Zaklad Matematyki
Dyskretnej na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza.
Od lat konkurs wspieraja tez merytorycznie i organizacyjnie inne osoby (m.in. wykladowca Wydzialu
Informatyki i Telekomunikacji Politechniki Poznanskiej) oraz Poznanski Oddziat Polskiego Towarzystwa,

Matematycznego.

Konkurs KOALA ma na celu rozbudzanie i rozwijanie zainteresowan mltodziezy matematyks i informa-
tyka. Zadania konkursowe maja zacheca¢ do poszukiwania oryginalnych i efektywnych rozwigzan. Dodat-
kowo celem konkursu jest réwniez doskonalenie umiejetnosci pracy w grupie, dyskusji oraz prezentowania
wlasnych rozwiazan zadan i uzasadniania ich poprawnosci.

Czytelnik niniejszego czasopisma z pewnoscig nie ma watpliwosci, iz myslenie matematyczne polega
na czyms$ wiecej niz na rachunkach. O roli rozwigzywania zadan w ksztaltowaniu mys$lenia matematycz-
nego wypowiadalo sie wielu wybitnych matematykow i dydaktykow, m.in. George Polya [3], Andrzej
Goralski [1], John Mason [2].

Staramy sie, aby na zestawy zadan naszego konkursu sktadaly sie ciekawe zadania z kombinatoryki,
algorytmiki i logiki — dziedzin, ktére tworza podwaliny wspotczesnej informatyki. Wiele z nich jest za-
daniami autorskimi, opracowanymi przez organizatoréw konkursu. Na stronie internetowej konkursu [4]
znalez¢ mozna wiekszo$¢ zadan konkursowych. W przygotowaniu do konkursu moga poméc uczniom takze
zasoby dydaktyczne w stylu Computer Science Unplugged [6], [7].

Od kilku lat finalistom konkursu KOALA przystuguja punkty brane pod uwage w postepowaniu rekru-
tacyjnym do szkét srednich, gdy jako szczegdlne osiggniecia sa wymienione na $§wiadectwie ukonczenia

szkoty podstawowe;j.

W dalszej czesci artykutu przedstawie metody (strategie) przydatne podczas rozwigzywania niektorych
zadan konkursowych. Postuze sie zadaniami Turniej strzelecki oraz Aleja eukaliptusowa z finatu 8. edycji
konkursu w wersji dla szkét podstawowych.

2. Przyklad zadania z kombinatoryki — Turniej strzelecki

Tresé zadania:

W pewnym turnieju strzeleckim tarcza zostata podzielona na pie¢ sektoréw (Rysunek 1)
i pieé¢ pierscieni (Rysunek 2), co ostatecznie daje 25 pol.

Rysunek 1. Rysunek 2.

Do kazdego pola zostala przypisana liczba punktow, ktére zawodnik dostaje, gdy w to pole
trafi (Rysunek 3).
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Rysunek 3.

Zasady turnieju sa nastepujace:
— Kazdy zawodnik oddaje serie 5 strzalow i za kazdym razem musi trafi¢ w tarcze.
— W kazdy sektor moze trafi¢ tylko raz.
— W kazdy pierscienn moze trafi¢ tylko raz.
Naruszanie ktorejkolwiek z powyzszych zasad skutkuje przyznaniem zawodnikowi 0 pun-
kow za caly serie.
— Za trafienie w sam Srodek tarczy lub w linie pomiedzy polami przyznaje sie 0 punktow
(za strzal).
— Wygrywa zawodnik z najwieksza liczba punktéw, czyli najwieksza suma punktow uzy-
skanych za trafienia w poszczeg6lne pola.

Ile najwiecej punktéw moze uzyskaé zwyciezca? Ile jest réznych wyboréw pol przez zawod-
nika, dajacych te liczbe punktéw?

Rozwigzanie:

Jak wida¢ na Rysunku 3, w pier§cieniu nr 1 (najbardziej zewnetrzny) znajduja sie liczby od 1 do 5,
w piericieniu 2 — od 6 do 10, w pierécieniu 3 — od 11 do 15 itd.

Przez a;; oznaczymy liczb¢ w pierScieniu o numerze i oraz sektorze o numerze j, gdzie 7,5 = 1,2,...,5.
Jesli i jest liczbg nieparzysta, to mozemy zapisac: a;; = 5(¢ — 1) + .
Jesli i jest liczbg parzysta, to mozemy zapisa¢: a;; = 5(i — 1) + (6 — j).

Dla dowolnej permutacji j1, jo, j3, ja, J5 liczb 1, 2, 3, 4, 5 otrzymujemy:

a1j, + Gzj, + 0355 + o+ 055, = J1+ B+ (6 —j2)] +(5-2+73) +[5-3+(6—ju)] +(5-4+7s5) =
5-(142+43+4)+2-6+ (1453445 — (j2+74) =510+ 12+ (j1 +Js + js) — (2 +ja) =
50 + 12 + (j1 + ja + Js) — (J2 + Ja) = 62+ (j1 + jz + J5) — (J2 + Ja)-

Suma ta ma najwieksza warto$¢, gdy jo + ja jest liczba mozliwie najmniejsza, to znaczy, gdy np. jo =1,
Jja=2.

Wtedy maksymalna suma to 62+ (3+4+5)—(14+2)=62+12—-3=T71.

Tle jest roznych wyboréw pieciu liczb, dajacych te najwieksza sume?
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— Liczba permutacji w zbiorze j1, js, j5 jest rowna 6 (pola: 5, 14, 23; 5, 13, 24; 4, 15, 23; 4, 13, 25;
3, 14, 25; 3, 15, 24).
— Liczba permutacji w zbiorze js, j4 jest rowna 2 (pola: 10, 19; 9, 20).

Najwieksza sume mozna otrzymac z 6 - 2 = 12 réznych wyboréw 5 pdél na tarczy.

3. Przyklad zadania z algorytmiki — Aleja eukaliptusowa

BEEELXEHRNEREBRGEEEREHOREERME@EE)

Tresé zadania:

Mi§ koala przemieszcza sie¢ z drzewa na drzewo w poszukiwaniu
drzewa o coraz wiekszej liczbie liSci eukaliptusowych. Zaktadamy,
ze drzewa s rozmieszczone jak na rysunku, a koala nie cofa sie,
czyli wedruje na potudnie (jak to pokazuje strzatka). Celem koali
jest odwiedzenie jak najwiekszej liczby drzew z pysznymi li§émi.

Ktoére drzewo koala powinien wybraé jako pierwsze? Ktore drzewa
powinien wybiera¢ podczas wedréwki? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwiazanie:

Najpierw ustalmy, o co w zadaniu chodzi, co mamy wyznaczy¢, okre§lmy wszyst-
kie warunki (sa napisane, ale musimy przetlumaczy¢ to na ,nasze”).

Poszukiwanie drzew o coraz wigkszej liczbie lisci powinni$my zinterpretowaé¢ ma-
tematycznie jako zadanie polegajace na wybraniu z ciagu liczb (zapisanych na
rysunku jedna pod druga) takich liczb, ktore tworza podciag rosnacy (oczywiscie
bez zmiany ich poczatkowej kolejnosci). Celem koali jest odwiedzenie jak naj-
wiekszej liczby drzew, a wiec naszym celem jest znalezienie podciagu nie tylko
rosnacego, ale przy tym najdtuzszego.

Nietrudno zauwazy¢, ze podciagéw rosnacych dla ciggu liczb z naszego zadania
jest bardzo duzo. Skad bedzie wiadomo, ze jaki§ wybrany podciag rzeczywiscie
bedzie tym najdtuzszym? W tym momencie musimy dobrze przemysleé i zapla-
nowaé¢ metode poszukiwania tego podciagu i dopiero potem bedziemy w stanie
ustali¢ rozwiazanie.

Od czego zaczad?

Sprobujmy zilustrowaé graficznie wszystkie mozliwe podciagi rosnace, ktore da
sie zbudowa¢ z liczb zapisanych na kilku poczatkowych drzewach. Zobaczmy, jak
mogtby wygladaé przebieg rozwigzywania zadania, krok po kroku.
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Krok 1. Wybierzmy drzewo z 60 lié¢mi. Przyjmijmy, ze liczba 60 rozpoczyna jakis§ podciag rosnacy.

® O

Krok 2. Spéjrzmy na drzewo z siedmioma li§émi. Liczby 7 nie dotaczy-
my do liczby 60, bo 7 < 60. Liczba 7 moze natomiast rozpoczynac¢ inny
podciag rosnacy. Mamy zatem w tym momencie dwa podciagi jednoele-
mentowe.

Krok 3. Pojawia sie kolejne drzewo, tym razem z 19 lis¢mi. Liczby 19 nie
dolaczymy do 60, ale do 7 dolaczyé mozemy i powstanie podciag (7, 19).
Mamy tez trzecia mozliwosé: 19 jako pierwszy element innego podciagu.
Ale czy ma sens bra¢ pod uwage nowy podciag rozpoczynajacy sie od 19,

skoro wczedniej na drzewach wystapily juz liczby mniejsze od 19 i liczba
19 moze by¢ drugim elementem wczesniej rozpoczetego podciagu?

Poniewaz szukamy podciggu najdtuzszego, zrezygnujemy z rozpoczynania
kolejnego podciagu, o ile mamy mozliwo§¢ przedtuzenia ciaggu juz istnieja-

cego. W konsekwencji zostaniemy przy nastepujacych dwoch podciggach:
jednoelementowym i dwuelementowym (jak na rysunku z prawej).
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Krok 4. Dla liczby 65 z kolejnego drzewa, biorac pod uwage ustalenia
odnotowane w kroku 3, mozna utworzy¢ dwa podciagi (jak na rysunku
z lewej).

Liczba 65 moglaby by¢ takze drugim elementem podciagu postaci (7, 65),
ale te propozycje odrzucimy, poniewaz korzystniejsze jest, aby koala wy-
brat tréjelementowy drugi podciag.

Krok 5. Tym razem patrzymy na drzewo z 18 li§¢mi. Liczba 18 moze
rozpoczynaé nowy podciag. Moze tez by¢ dotaczona do ciagu rozpoczetego
liczba 7 w kroku 2, ale wtedy liczby 19 i 65 nie moga wchodzi¢ w sktad
takiego podciagu, czyli tworzymy podciag (7, 18).

Analogicznie, jak w kroku 3, zrezygnujemy z tworzenia podciagu rozpo-
czynajacego sie liczba 18, poniewaz ta liczba moze byé¢ ulokowana na dru-
giej pozycji w podciagu (7, 18). Zostajemy przy ukladzie podciagow jak
na rysunku z prawej. Te uktady beda punktem wyjscia do znajdowania
podciagéw dtuzszych.
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@ @ Krok 6. A gdzie umiesci¢ liczbe z kolejnego drzewa, ktére ma 27 lisci?
@ @ Q Po 19, po 18, a moze rozpoczaé nowy podciag?

Gdybysmy dalej postepowali w podobny sposéb, jak ten opisany w krokach od 1 do 5, to w koricu

otrzymaliby$my rozwigzanie. Ale dtuga droga przed nami. .. i fatwo sie pomylic.
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Sprobujmy nieco uproscié zapis kolejnych etapoéw rozwigzywania zadania i jednoczesnie przedstawimy
przyktad rozumowania, ktére zawiera przekonujace uzasadnienie poprawnosci rozwiazania.
Postuzymy sie tabelka, w ktérej w sposéb systematyczny bedziemy gromadzié¢ informacje o podciaggach
rosnacych, ktére da sie utworzy¢ po rozpatrzeniu kolejnych liczb ciagu.

Dla pieciu poczatkowych elementéw ciagu, czyli podciagu (60, 7, 19, 65 i 18), zgromadzone informacje
przedstawimy tak:

Numer m elementu w podciggu rosngcym. Dtugo$é najdiuzszego

Ciag liczb Numer n rosnacego podciagy,

V‘{Vfaiaj_ﬁc}/ elementu Aktualnie rozpatrywany element ciggu konczacego sie
liczbe lisci w ciagu wpisany na odpowiedniej pozycji m. elementem ciagu
na drzewie liczb onhumerze n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

60 1 60 1

7 2 7 1

19 3 19 2

65 4 65 3

18 5 18 2

W kolumnie oznaczonej dang liczba m przechowujemy informacje o pozycji, na ktorej znajduje sie roz-
patrywana w danym momencie liczba oryginalnego ciagu (wskazana w wierszu opisanym dang liczba n)
w najdtuzszym do tej pory znalezionym podciggu rosnacym, w ktorym ta liczba wystepuje.

Opiszemy teraz metode umieszczania kolejnych elementéow w tabeli. Przypus$émy, ze umiescilismy
w niej juz n — 1 elementéw ciggu i chcemy umiesci¢ w niej n-ty wyraz. Ten wyraz umieScimy w kolumnie
o numerze m, jesli spetnione sa dwa warunki:

W1: w kolumnie o numerze m — 1 znajduje sie co najmniej jeden element ciaggu mniejszy od wyrazu
n-tego.

W2: wyraz n-ty jest mniejszy badz réwny od wszystkich wyrazéow znajdujacych sie dotychczas
w kolumnie m-tej lub w tej kolumnie nie ma na razie zadnych liczb.

Jesli zadna z kolumn o numerach m >= 2 nie spelnia obu warunkéw, to wyraz n-ty umieszczamy
w kolumnie m = 1.

Mozna zauwazy¢, ze:
— spelnienie warunku W1 zapewnia przedtuzenie podciagu rosnacego.
— spelnienie warunku W2 gwarantuje, ze kolejne elementy podciagéw rosnacych beda znajdowa-
ly sie w kolejnych kolumnach tabeli, przez co tatwo okreslimy dlugo$é¢ najdluzszego rosnacego
podciagu, koriczacego sie n-tym elementem ciagu.

Przeanalizujmy proces umieszczania w tabeli szostego elementu ciagu.
Ktorym elementem w mozliwie najdtuzszym podciagu rosngcym bedzie 277 Wyznaczmy zatem m.
Czy m moze by¢ rowne 47 Nie, poniewaz warunek W1 nie jest spelniony (w kolumnie o numerze
3 nie ma ani jednego elementu mniejszego od elementu 27).
Czy m moze by¢ rowne 37 Tak, poniewaz warunki W1 i W2 sa spelnione (w kolumnie o numerze
2 znajduja sie elementy 19 i 18, ktére sa mniejsze od 27 i jednoczesdnie liczba 27 jest mniejsza od
wszystkich wyrazow znajdujacych sie obecnie w kolumnie numer 3).
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Po wpisaniu széstego elementu ciagu na odpowiedniej pozycji, tabela przyjmuje nastepujaca postac:

Numer m elementu w podciggu rosnacym. Diugoéé najdiuzszego

Ciag liczb Numer n rosnacego podciagy,

wyrazajacy elementu Aktualnie rozpatrywany element ciaggu koficzacego sie
liczbg lisci W ciggu wpisany na odpowiedniej pozycji m. elementem ciggu
na drzewie liczb o numerze n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

60 1 60 1

7 2 7 1

19 3 19 2

65 4 65 3

18 5 18 2

27 6 27 3

Rozpatrzmy siédmy element ciagu.
Ktérym elementem w mozliwie najdtuzszym podciagu rosnacym bedzie 647 Dla rozpatrywanego
wyrazl wyznaczmy m.
Czy m moze by¢ réwne 4?7 Tym razem tak.
Warunek W1 jest spelniony — w kolumnie o numerze 3 znajduje sie element 27, ktéry jest mniejszy
od rozpatrywanego elementu 64.
Warunek W2 takze jest spelniony — w kolumnie numer 4 nie ma zadnych liczb.

Po umieszczeniu si6dmego elementu ciaggu na odpowiedniej pozycji w tabeli, przyjmuje ona nastepujaca

postac:

Numer m elementu w podciggu rosngcym. Dtugoé¢ najdiuzszego

Ciag liczb Numer n rosnacego podciagy,

V\{yraiaj.a!cy eIemgntu Aktualnie rozpatrywany element ciggu koAczacego sie
liczbe lisci w ciggu wpisany na odpowiedniej pozycji m. elementem ciagu
na drzewie liczb onumerze n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

60 1 60 1

7 2 7 1

19 3 19 2

65 4 65 3

18 5 18 2

27 6 27 3

64 7 64 4

Dalej kontynuujemy wypetnianie tabeli. Po kolei dla kazdego kolejnego (az do trzydziestego) n-tego
elementu ciggu wyznaczymy liczbe m, ktéra informowa¢ bedzie nas, ktérym elementem mozliwie naj-
dluzszego podciagu rosnacego (utworzonego z elementéw ciggu od pierwszego do n-tego) moze by¢ ten
n-ty element ciagu.
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Efekt pracy przedstawiamy ponizej:

. ) Numer m elementu w podciqgu rosngcym. D{ugos’c’ najdiuiszego
Ciagliczo | Numern rosnacego podciaguy,
wyrazajacy elementu Aktualnie rozpatrywany element ciggu korczacego sie
liczbe lidci w ciggu wpisany na odpowiedniej pozycji m. elementem ciagu
na drzewie liczb onumerze n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

60 1 60 1

7 2 7 1

19 3 19 2

65 4 65 3

18 5 18 2

27 6 27 3

64 7 64 4

0 8 0 1

58 9 58 4

25 10 25 3

37 11 37 4

1 12 1 2

61 13 61 5

49 14 49 5

36 15 36 4

26 16 26 4

2 17 2 3

20 18 20 4

a4 19 44 >

35 20 35 5

2 21 42 6

66 22 66 7

72 23 72 8

59 24 59 7

70 25 70 8

3 26 3 4

19 27 19 5

87 28 87 9

81 29 81 9

23 30 23 6

Warto dopowiedzie¢, ze opisana wyzej strategia rozwigzywania zadan jest nazywana czasami progra-

mowaniem dynamicznym.

Odczytujemy z tabelki, ze dtugosé najdtuzszego podciggu rosngcego w naszym zadaniu wynosi 9, gdyz

najwieksze m, ktore otrzymaliSmy w trakcie wypelniania tabeli to 9.

Podciag rosnacy o maksymalnej dtugosci mozemy wyznaczy¢, zaczynajac od ostatniego wyrazu (znaj-

dujacego sie w kolumnie m = 9) i przechodzac tabele w gore w lewo (jak po schodkach). W kazdym kroku

wyznaczania szukanego podciagu ta metoda nalezy wybiera¢ elementy coraz mniejsze o coraz mniejszych

numerach n z kolumn kolejno o numerach 9,8,7,...1, nie pomijajac zadne;j.
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Ktore z drzew koala powinien wybraé jako pierwsze? Odpowiedz brzmi: drugie lub 6sme. Dlaczego

pierwsze drzewo nie? Poniewaz w drugiej kolumnie nie ma liczby, ktora bytaby wieksza od 60 i mniejsza
od 65.

Ktoére drzewa powinien wybieraé¢ podczas kolejnych dni wedréwki? Jest wiele rozwiazan, przyktadowy
wybér zaznaczono kolorem szarym w tabeli: (7,18, 25,26, 35,42, 59, 70, 87).

Zadanie zostalo w pelni rozwigzane.

Mozemy dodatkowo narysowaé¢ diagram przedstawiajacy wszystkie mozliwe podciagi rosnace dlugo-
$ci 9.

(D
(19
()
(29
()
()

(o, ® (o, ® (o, ®
) 9 @ ) ) ()
EEEEEE EEEE)EE) EEE)EIE)E

Uwaga: Ograniczenie si¢ do wskazania przykladowego podciagu rosnacego o dtugosci 9 nie jest pelnym
rozwigzaniem zadania. Jest to tylko uzasadnienie, ze istnieje co najmniej jeden podciag rosnacy o dtugosci
co najmniej 9.
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4. Ocenianie rozwigzan

Przy ocenianiu rozwigzan zadan (w II etapie konkursu oraz w finale) stosujemy ocenianie holistyczne
(catosciowe), rozszerzone o pewne elementy charakterystyczne dla naszego konkursu (przyznawane sa
dodatkowe punkty za rozwiazanie efektywne, poprawne pod wzgledem jezykowym).

Dlaczego ocenianie holistyczne? Takie podejscie zaktada przyjecie pozioméw wykonania zadania. Oce-
niane s3: pokonanie zasadniczej trudno$ci zadania oraz kolejne czynno$ci prowadzace do pelnego rozwia-
zania zadania. Dopuszczamy rézne dobre, poprawne rozwiazania, takze takie, ktorych nie przewidzielismy.

Interesuje nas, w jaki sposéb, poprawny pod wzgledem metodologicznym, uczenr doszedl do swoich wnio-
skow.
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