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Liczby algebraiczne i przest¦pne

Streszczenie.
W artykule przedstawione s¡ de�nicje liczby algebraicznej i przest¦pnej, rys historyczny ich wpro-
wadzenia, przykªady oraz niektóre ze znanych twierdze« dotycz¡cych istnienia pewnych szczegól-
nych liczb przest¦pnych. Zacytowano twierdzenia Liouville'a oraz twierdzenie Gelfonda-Schneidera.
Osobny rozdziaª po±wi¦cony jest dowodowi przest¦pno±ci liczby e, który wymaga znajomo±ci ra-
chunku caªkowego.

1.Wst¦p

Wszystkie liczby rzeczywiste (a tak»e zespolone) dziel¡ si¦ na dwie klasy � liczby algebraiczne i prze-

st¦pne. Liczba nazywa si¦ algebraiczn¡, je»eli jest ona pierwiastkiem równania algebraicznego o wspóª-

czynnikach wymiernych (mo»na przyj¡¢, nie zmieniaj¡c ogólno±ci, »e wspóªczynniki s¡ caªkowite). W

przeciwnym razie liczba nazywa si¦ przest¦pn¡. Istnienie liczb przest¦pnych wykazaª pierwszy Liouville w

1855 r. W 1873 r. równie» Cantor przedstawiª dowód istnienia liczb przest¦pnych, posªuguj¡c si¦ metoda-

mi teorii mnogo±ci. Trudniejszym zadaniem od dowodu istnienia liczb przest¦pnych jest stwierdzenie, czy

konkretna liczba jest przest¦pna lub algebraiczna. Z ciekawszych dowodów mamy dowód przest¦pno±ci

liczby e, podany przez Hermite'a, który b¦dzie zaprezentowany w artykule oraz dowód przest¦pno±ci licz-

by π, przeprowadzony przez Lindemanna. Wynik Lindemanna jest dowodem na to, »e tzw. zagadnienie

kwadratury koªa, polegaj¡ce na mo»liwo±ci zbudowania za pomoc¡ cyrkla i linijki kwadratu, którego pole

równa si¦ polu koªa o promieniu r = 1, jest nierozwi¡zywalne.

2. Liczby algebraiczne

De�nicja 1. Mówimy, »e wielomian φ jest pierwszy w danym ciele liczbowym K, je»eli jest stopnia

dodatniego i nie istnieja w tym zbiorze takie wielomiany φ1 i φ2 stopni dodatnich, takie »e φ = φ1 · φ2.

Pozostaªe wielomiany stopni dodatnich nazywamy zªo»onymi.

Przykªady.
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1. Wielomiany stopnia pierwszego s¡ pierwsze w ka»dym ciele liczbowym.

2. Wielomian φ(x) = x2 + 1 jest pierwszy w zbiorze liczb rzeczywistych, ale jest zªo»ony w ciele liczb

zespolonych:

x2 + 1 = (x+ i)(x− i).

3. Wielomian x2−2 jest pierwszy w ciele liczb wymiernych, ale jest zªo»ony w ciele liczb rzeczywistych:

x2 − 2 = (x−
√
2)(x+

√
2).

De�nicja 2. Liczb¦ rzeczywist¡ lub zespolon¡ nazywamy algebraiczn¡, je±li jest ona pierwiastkiem rów-

nania w postaci

φ(x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 = 0

gdzie wspóªczynniki ai sa wymierne.

Przykªady liczb algebraicznych [1]:

1. Liczba −11

17
jest pierwiastkiem równania 17x+ 11 = 0.

2. Liczba

√
1 +

3
√
2 jest pierwiastkiem równania x6 − 3x4 + 3x2 − 3 = 0.

3. Liczba zespolona x = i jest pierwiastkiem równania x2 + 1 = 0.

4. Liczba niewymierna x =
√
2 jest pierwiastkiem równania x2 − 2 = 0.

Mo»na pokaza¢ »e:

Twierdzenie 1. Istnieje dokªadnie jeden wielomian pierwszy w zbiorze liczb wymiernych w postaci

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0 = 0

gdzie wspóªczynniki ai sa wymierne, którego pierwiastkiem jest dana liczba algebraiczna x0 i który ma

najwy»szy wspóªczynnik równy 1.

Uwaga 1. Liczba n nazywa si¦ stopniem liczby algebraicznej x0, a powy»szy wielomian jej wielomianem

minimalnym.

Przykªady:

1. Ka»da liczba algebraiczna x0 stopnia 1 jest wymierna, bo jest pierwiastkiem równania x− x0 = 0.

2. Liczba x =
√
3 jest liczb¡ algebraiczn¡ stopnia 2, gdy» jest pierwiastkiem równania x2 − 3 = 0.

Wielomian x2 − 3 jest jej wielomianem minimalnym.

3. Liczba x = i jest liczb¡ algebraiczn¡ stopnia 2, gdy» jet pierwiastkiem równania x2 + 1 = 0.

4. Liczba n
√
p, gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡, jest liczb¡ algebraiczn¡ stopnia n. Wielomian xn − p jest

jej wielomianem minimalnym.

3. Liczby przest¦pne

De�nicja 3. Liczb¦ rzeczywist¡ lub zespolon¡ nazywamy przest¦pn¡, je»eli nie jest liczb¡ algebraiczn¡.
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Istnienie liczb przest¦pnych wykazaª po raz pierwszy francuski matematyk Liouville w 1855 r. W

1873 r. równie» Cantor przedstawiª dowód istnienia liczb przest¦pnych, posªuguj¡c si¦ metodami teorii

mnogo±ci. W 1872 r. Charles Hermite wykazaª przest¦pno±¢ liczby e, a w 1882 Ferdinand Lindermann

udowodniª, »e liczba π jest przest¦pna.

Ciekaw¡ liczb¡ przest¦pn¡ jest liczba, której kolejne cyfry dziesi¦tne tworz¡ kolejne liczby naturalne:

0.12345678910111213141516 . . . .

Jej odkrywc¡ byª angielski matematyk i ekonomista David Champernowne, a jej przest¦pno±¢ wykazaª

Kurt Mahler.

Zagadnienie zbadania przest¦pno±ci liczb postaci ab, gdzie (a 6= 0 ∧ a 6= 1), a i b s¡ algebraiczne, i b

jest liczb¡ niewymiern¡, postawiª Hilbert w 1900 r. Ten trudny problem rozwi¡zali niezale»nie od siebie

w 1934 r. Aleksander Gelfond i w 1935 r. Theodor Schneider.

Twierdzenie 2. Twierdzenie Gelfonda-Schneidera [4].

Je»eli a i b (a 6= 0 ∧ a 6= 1) s¡ algebraiczne oraz b nie jest liczb¡ wymiern¡, to ka»da warto±¢ ab jest

liczb¡ przest¦pn¡.

Zatem liczbami przest¦pnymi s¡ np. 2
√
2 i
√
2

√
2
.

3.1. Liczby przest¦pne Liouville'a

Konstrukcja liczb przest¦pnych Liouville'a opiera si¦ na nast¦puj¡cym twierdzeniu o liczbach algebra-

icznych:

Twierdzenie 3. Twierdzenie 1 Liouville'a [3].

Niech x0 b¦dzie liczb¡ algebraiczn¡ rzeczywist¡ stopnia n > 1. Wówczas istnieje taka staªa c, »e dla

ka»dej liczby wymiernej
p

q
zachodzi nierówno±¢:

|x0 −
p

q
| > c

qn
.

Korzystaj¡c z powy»szego twierdzenia Liouville pokazaª, »e pewne liczby przedstawione w postaci

sumy odpowiedniego szeregu sa przest¦pne.

Twierdzenie 4. Twierdzenie 2 Liouville'a [3].

Liczby, wyra»one jako suma szeregu:

x0 =

∞∑
i=1

ci
10i!

, gdzie ci ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

s¡ przest¦pne.

Liczby te nazywane s¡ liczbami przest¦pnymi Liouville'a.
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4. Przest¦pno±¢ liczby e

Hermite udowodniª, »e liczba e jest przest¦pna. Poni»szy dowód prezentowany jest w [2].

Dowód.

Przypu±¢my, »e e jest pierwiastkiem równania:

c0 + c1e+ c2e
2 + · · ·+ cme

m = 0, (1)

którego wspóªczynniki s¡ liczbami caªkowitymi.

Stosujemy uogólniony wzór na caªkowanie przez cz¦±ci.

b∫
a

u · v(n+1)dx =
[
u · v(n) − u′ · v(n−1) + · · ·+ (−1)n · u(n) · v

]∣∣b
a
+ (−1)n+1 ·

b∫
a

u(n+1)v · dx,

gdzie u = f(x) jest dowolnym wielomianem stopnia n, a v = (−1)n+1 · e−x.
Wtedy dla a = 0 wzór ten przyjmie posta¢:

b∫
0

f(x) · e−xdx =
[
f(x) · (−1)2n+1 · e−x − f ′(x) · (−1)2n · e−x+

+ . . .+ (−1)n · f (n)(x) · (−1)n+1 · e−x
]∣∣∣b

0
+ (−1)n+1 ·

b∫
0

0 · vdx

= −e−x ·
[
f(x) + f ′(x) + . . .+ f (n)(x)

]∣∣∣b
0

,

gdy» f (n+1)(x) = 0.

Oznaczaj¡c krótko: f(x) + f ′(x) + · · ·+ f (n)(x) = F (x) mamy:

b∫
0

f(x)e−xdx = −e−b · F (b) + F (0)
/
· eb

eb ·
b∫

0

f(x)e−xdx+ F (b) = eb · F (0) .

Podstawiaj¡c w tym wzorze kolejno b = 0, 1, 2, . . . ,m, mamy

dla b = 0 : F (0) = F (0),

dla b = 1 : e1 ·
1∫

0

f(x) · e−xdx+ F (1) = e · F (0),

dla b = 2 : e2 ·
2∫

0

f(x) · e−xdx+ F (2) = e2 · F (0),

...
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dla b = m : em ·
m∫
0

f(x) · e−xdx+ F (m) = em · F (0).

Mno»ymy otrzymane równo±ci odpowiednio przez c0, c1, c2, · · · , cm i dodajemy stronami:

c0F (0) + c1F (1) + c2F (2) + · · ·+ cmF (m) +

m∑
i=0

ci · ei ·
i∫

0

f(x) · e−xdx

=c0F (0) + c1eF (0) + c2e
2F (0) + . . .+ cme

mF (0) = (2)

=F (0)(c0 + c1e+ c2e
2 + . . .+ cme

m) = 0 / z zaªo»enia (1) /.

Równo±¢ ta powinna by¢ speªniona dla dowolnego wielomianu f(x).

Poka»emy, »e mo»na tak dobra¢ wielomian f(x), dla którego równo±¢ (2) jest niemo»liwa, tym samym

twierdzenie b¦dzie udowodnione.

Rozpatrzmy w tym celu wielomian:

f(x) =
1

(p− 1)!
· xp−1 · (x− 1)p · . . . · (x−m)p,

gdzie p jest liczb¡ wi¦ksz¡ zarówno odm, jak i od |c0|. (Jest to wielomian stopnia p−1+pm = p(m+1)−1.)
Pochodne tego wielomianu rz¦du wy»szego od (p − 1) s¡ wielomianami o wspóªczynnikach caªkowitych,

podzielnych przez p. Wynika to bezpo±rednio z tego, »e iloczyn p kolejnych liczb naturalnych jest podziel-

ny przez p!. Dlatego dla dowolnej caªkowitej warto±ci x wszystkie te pochodne przyjm¡ warto±ci caªkowite

b¦d¡ce wielokrotno±ciami p. Poniewa» dla x = 1, 2, . . .m wielomian f(x) i jego pierwszych (p-1) pochod-

nych przyjmuj¡ warto±¢ 0, wi¦c liczby F (1), F (2), . . . , F (m) s¡ caªkowite i podzielne przez p. Inaczej jest

z F (0). W punkcie x = 0 sa równe zeru tylko wielomian f(x) i (p− 2) kolejnych jego pochodnych, a wi¦c:

F (0) = f (p−1)(0) + f (p)(0) + . . . .

Wiadomo, »e wszystkie skªadniki tej sumy poczynaj¡c od drugiego s¡ caªkowitymi wielokrotno±ciami

liczby p. Jednak»e

f (p−1)(0) = (−1)p ·m! ,

a zatem F (0) nie jest podzielne przez p.

Poniewa» przy przyj¦tych zaªo»eniach o liczbie p równie» c0 nie jest podzielne przez p, zatem pierwsza

suma w równo±ci (2), czyli c0 · F (0) jest liczb¡ niepodzieln¡ przez p, a wi¦c na pewno ró»n¡ od zera.

Druga suma w równo±ci (2), czyli c1 · F (1). W przedziale 〈0,m〉 mamy:

|f(x)| < 1

(p− 1)!
·mp−1 ·mp ·mp · . . . ·mp︸ ︷︷ ︸

m razy

=
mmp+p−1

(p− 1)!
,

a st¡d: ∣∣∣ i∫
0

f(x) · e−xdx
∣∣∣ < mmp+p−1

(p− 1)!
·

i∫
0

e−xdx <
mmp+p−1

(p− 1)!
,

gdy»
i∫

0

e−xdx = −e−x
∣∣i
0
= − 1

ei
+ 1 < 1.
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Je»eli sum¦ |c0|+ |c1|+ · · ·+ |cm| oznaczymy przez C, to

∣∣∣∣∣
m∑
i=0

(
ci · ei ·

i∫
0

f(x) · e−xdx
)∣∣∣∣∣ < C · em · m

mp+p−1

(p− 1)!
= C · em ·mm ·

(
mm+1

)p−1
(p− 1)!

.

Ostatni czynnik d¡»y do 0, gdy p→ +∞ :

lim
n→∞

cn

n!
= 0 gdzie c > 0 ,

a wi¦c warto±¢ bezwzgl¦dna drugiej sumy w (2) jest przy dostatecznie du»ym p mniejsza od pierwszej

sumy. Zatem ich suma nie mo»e by¢ równa zeru i w ten sposób mamy sprzeczno±¢. �
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