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Liczby algebraiczne i przestepne

Streszczenie.
W artykule przedstawione sg definicje liczby algebraicznej i przestepnej, rys historyczny ich wpro-
wadzenia, przyktady oraz niektére ze znanych twierdzen dotyczacych istnienia pewnych szczegol-
nych liczb przestepnych. Zacytowano twierdzenia Liouville’a oraz twierdzenie Gelfonda-Schneidera.
Osobny rozdzial poswiecony jest dowodowi przestepnosci liczby e, ktéry wymaga znajomosci ra-
chunku catkowego.

1. Wstep

Wszystkie liczby rzeczywiste (a takze zespolone) dziela sie na dwie klasy — liczby algebraiczne i prze-
stepne. Liczba nazywa sie algebraiczna, jezeli jest ona pierwiastkiem réwnania algebraicznego o wspoél-
czynnikach wymiernych (mozna przyja¢, nie zmieniajac ogolnosci, ze wspolczynniki sa catkowite). W
przeciwnym razie liczba nazywa sie przestepng. Istnienie liczb przestepnych wykazat pierwszy Liouville w
1855 r. W 1873 r. rowniez Cantor przedstawil dowdd istnienia liczb przestepnych, postugujac sie metoda-
mi teorii mnogo$ci. Trudniejszym zadaniem od dowodu istnienia liczb przestepnych jest stwierdzenie, czy
konkretna liczba jest przestepna lub algebraiczna. Z ciekawszych dowodéw mamy dowo6d przestepnosci
liczby e, podany przez Hermite’a, ktéry bedzie zaprezentowany w artykule oraz dowod przestepnodci licz-
by 7, przeprowadzony przez Lindemanna. Wynik Lindemanna jest dowodem na to, ze tzw. zagadnienie
kwadratury kota, polegajace na mozliwosci zbudowania za pomocg cyrkla i linijki kwadratu, ktorego pole
réwna sie polu kota o promieniu r = 1, jest nierozwiazywalne.

2. Liczby algebraiczne

Definicja 1. Mowimy, ze wielomian ¢ jest pierwszy w danym ciele liczbowym K, jezeli jest stopnia
dodatniego i nie istnieja w tym zbiorze takie wielomiany ¢1 i ¢o stopni dodatnich, takie zZe ¢ = Py - Po.

Pozostale wielomiany stopni dodatnich nazywamy ztozonymi.

Przyktady.
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1. Wielomiany stopnia pierwszego sa pierwsze w kazdym ciele liczbowym.
2. Wielomian ¢(z) = 22 4 1 jest pierwszy w zbiorze liczb rzeczywistych, ale jest zlozony w ciele liczb
zespolonych:

22+ 1= (z+i)(z — ).

3. Wielomian x? —2 jest pierwszy w ciele liczb wymiernych, ale jest ztozony w ciele liczb rzeczywistych:
22— 2= (z—V2)(z+V?2).

Definicja 2. Liczbe rzeczywistq lub zespolong nazywamy algebraiczng, jesli jest ona pierwiastkiem réow-
nania w postaci

1

¢($) :xn+a7b_1xn7 + ... +CLO =0

gdzie wspotczynniki a; sa wymierne.

Przyktady liczb algebraicznych [1]:

1. Liczba T jest pierwiastkiem réwnania 17x 4+ 11 = 0.

2. Liczba \/1 + V/2 jest pierwiastkiem réwnania 2% — 3z* + 322 — 3 = 0.
3. Liczba zespolona x = i jest pierwiastkiem réwnania 22 + 1 = 0.

4. Liczba niewymierna = = v/2 jest pierwiastkiem réwnania 22 — 2 = 0.
Mozna pokazaé ze:

Twierdzenie 1. Istnieje dokladnie jeden wielomian pierwszy w zbiorze liczb wymiernych w postaci
2"+ an_12" P+ ... +ag=0

gdzie wspotczynniki a; sa wymierne, ktorego pierwiastkiem jest dana liczba algebraiczna xq i ktory ma
najwyzszy wspotczynnik rowny 1.

Uwaga 1. Liczba n nazywa sie stopniem liczby algebraicznej xg, a powyzszy wielomian jej wielomianem

minimalnym.

Przyktady:

1. Kazda liczba algebraiczna xg stopnia 1 jest wymierna, bo jest pierwiastkiem réwnania x — z¢ = 0.

2. Liczba z = /3 jest liczbg algebraiczng stopnia 2, gdyz jest pierwiastkiem réwnania 2 — 3 = 0.
Wielomian 2% — 3 jest jej wielomianem minimalnym.

3. Liczba x = i jest liczba algebraiczna stopnia 2, gdyz jet pierwiastkiem réwnania 22 + 1 = 0.

4. Liczba {/p, gdzie p jest liczbg pierwsza, jest liczbg algebraiczng stopnia n. Wielomian 2™ — p jest
jej wielomianem minimalnym.

3. Liczby przestepne

Definicja 3. Liczbe rzeczywistq lub zespolong nazywamy przestepng, jezeli nie jest liczbg algebraiczng.



80 B. Bily

Istnienie liczb przestepnych wykazal po raz pierwszy francuski matematyk Liouville w 1855 r. W
1873 r. rowniez Cantor przedstawil dowdd istnienia liczb przestepnych, postugujac sie metodami teorii
mnogo$ci. W 1872 r. Charles Hermite wykazal przestepnosé liczby e, a w 1882 Ferdinand Lindermann
udowodnil, ze liczba 7 jest przestepna.

Ciekawg liczba przestepna jest liczba, ktorej kolejne cyfry dziesietne tworza kolejne liczby naturalne:

0.12345678910111213141516.. ..

Jej odkrywca byl angielski matematyk i ekonomista David Champernowne, a jej przestepno$¢ wykazat
Kurt Mahler.

Zagadnienie zbadania przestepnosci liczb postaci a’, gdzie (a # 0 A a # 1), a i b sa algebraiczne, i b
jest liczbag niewymierna, postawil Hilbert w 1900 r. Ten trudny problem rozwiazali niezaleznie od siebie
w 1934 r. Aleksander Gelfond i w 1935 r. Theodor Schneider.

Twierdzenie 2. Twierdzenie Gelfonda-Schneidera [4].
Jezelia ib (a #0Aa # 1) sq algebraiczne oraz b nie jest liczbqg wymierng, to kazda wartosé a® jest
liczbg przestepng.

2
Zatem liczbami przestepnymi sa np. V2§ \/if

3.1. Liczby przestepne Liouville’a

Konstrukcja liczb przestepnych Liouville’a opiera sie na nastepujacym twierdzeniu o liczbach algebra-
icznych:

Twierdzenie 3. Twierdzenie 1 Liouville’a [3].
Niech xq bedzie liczbg algebraiczng rzeczywistq stopnia n > 1. Wowczas istnieje taka stala c, zZe dla
kazdej liczby wymiernej b zachodzi nierowno$é:
q

D c
|xg — =] > —.
q q°
Korzystajac z powyzszego twierdzenia Liouville pokazal, ze pewne liczby przedstawione w postaci
sumy odpowiedniego szeregu sa przestepne.

Twierdzenie 4. Twierdzenie 2 Liouville’a [3].
Liczby, wyrazone jako suma szeregu:

o0
xozz:%, gdzie ¢; €{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
=1

sq przestepne.

Liczby te nazywane sa liczbami przestepnymi Liouville’a.
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4. Przestepnosé liczby e
Hermite udowodnit, ze liczba e jest przestepna. Ponizszy dowod prezentowany jest w [2].
Dowad.
Przypusémy, ze e jest pierwiastkiem réwnania:
co+ cre+ coe? + -+ cpe™ =0, (1)

ktorego wspoétezynniki sg liczbami catkowitymi.

Stosujemy uogdlniony wzoér na catkowanie przez czesci.

b b
Dz — Ty o™ ol o= L (1) ™ ] |P 4 (1)
u a

a

gdzie u = f(z) jest dowolnym wielomianem stopnia n, a v = (—1)"T!.e™%,

Wtedy dla a = 0 wzér ten przyjmie postac:

b
[ @) emin = (5@ (1Pt e - @) (17 e
0

b (=) () L~y e—m}

= [+ r@ )|
gdyz f)(z) = 0.

Oznaczajac krotko: f(x) + f'(z) + - + f™(z) = F(x) mamy:

f(x)e %dx = —e~b - F(b) + F(0) / el

og& O\Q_

e f(z)e %dx + F(b) = ¢® - F(0)
Podstawiajac w tym wzorze kolejno b =0,1,2, ..., m, mamy
dla =0 : F(0)=F(0),
1
da b=1 : e /f(a:) ce~Tdz + F(1) = ¢ - F(0),
0
2
dla b=2 62~/f(x)~e*"”dx+F(2):62~F(0),
0

ul

n+1)

b
b
.t (—1)"tt. /0 -vdx
0

v - dx,
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m
dla b=m : €™ /f(x) ce Fdx + F(m) =¢™ - F(0).
0
Mnozymy otrzymane réwnosci odpowiednio przez cg, c1, 2, -+ , ¢y 1 dodajemy stronami:

coF(0)+ 1 F(1) + coF(2) + - - - + e F'(m) + Zci et /f(x) ce dx
i=0 o

=coF(0) 4+ c1eF(0) + e F(0) + ... + cpne™F(0) = (2)
=F(0)(co + cre +cae® + ...+ cpe™) =0 / 7 7alozenia (1) /.

Rownosé ta powinna by¢ spelniona dla dowolnego wielomianu f(x).
Pokazemy, ze mozna tak dobra¢ wielomian f(z), dla ktérego rownosé (2) jest niemozliwa, tym samym
twierdzenie bedzie udowodnione.

Rozpatrzmy w tym celu wielomian:

flx) = o= P (= 1)P - (2 — m)P,
gdzie p jest liczba wieksza zar6wno od m, jak i od |¢g]. (Test to wielomian stopnia p—1+pm = p(m+1)—1.)
Pochodne tego wielomianu rzedu wyzszego od (p — 1) sa wielomianami o wspolczynnikach catkowitych,
podzielnych przez p. Wynika to bezposrednio z tego, ze iloczyn p kolejnych liczb naturalnych jest podziel-
ny przez p!. Dlatego dla dowolnej catkowitej wartosci x wszystkie te pochodne przyjma wartosci catkowite
bedace wielokrotnosciami p. Poniewaz dla z = 1,2,...m wielomian f(z) i jego pierwszych (p-1) pochod-
nych przyjmuja wartos¢ 0, wiec liczby F'(1), F(2),..., F(m) sa calkowite i podzielne przez p. Inaczej jest
z F(0). W punkcie x = 0 sa rowne zeru tylko wielomian f(z) i (p —2) kolejnych jego pochodnych, a wiec:

F(0) = f®= D) + f®0) + ...

Wiadomo, ze wszystkie sktadniki tej sumy poczynajac od drugiego sa catkowitymi wielokrotno$ciami
liczby p. Jednakze
FETR0) = (=1 mt

a zatem F'(0) nie jest podzielne przez p.

Poniewaz przy przyjetych zatozeniach o liczbie p réwniez ¢y nie jest podzielne przez p, zatem pierwsza
suma w rownosci (2), czyli ¢ - F(0) jest liczba niepodzielna przez p, a wiec na pewno rézna od zera.
Druga suma w rownosci (2), czyli ¢; - F((1). W przedziale (0, m) mamy:

|f(z)] < 71 mP~L . mP . mP -mP = 7mmp+p—l
R L
m razy
a stad:
/ mmp+p—1 / mmp+p—1
flz)- efzdx‘ < — /efzdx <,

’! (p—1)! (p—1!

gdyz

i 1
/e*Idx:fe*zozf—+l<l.

et
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Jezeli sume |co| + |c1| + - - - + |em| 0znaczymy przez C, to

i +1 p-1
m _ tp—1 (mm )
c;-e- fx-exda:> < Ce"—-— = C-e"mm—t
;(Z O/ (@) (»—1)! (p—1)!
Ostatni czynnik dazy do 0, gdy p — +o0 :
n
lim — =0 gdzie ¢ >0

a wiec warto$¢ bezwzgledna drugiej sumy w (2) jest przy dostatecznie duzym p mniejsza od pierwszej

sumy. Zatem ich suma nie moze by¢ réwna zeru i w ten sposéb mamy sprzecznosc. O
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