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Rozwigzywanie ukladéw réwnan za pomocg wzoréw Cramera

Streszczenie. Artykul ma na celu przedstawienie jednej z metod rozwigzywania pewnych
uktadéw réwnan liniowych. Jest przeznaczony gléwnie dla studentéw pierwszego roku studiow li-
cencjackich i inzynierskich na kierunkach technicznych. W artykule przedstawiono wzory Cramera
oraz podano przyktady ilustrujace ich zastosowanie w rozwiazywaniu ukladéw réwnan. Na koncu
artykutu zamieszczono zadania do samodzielnego rozwiazania.

Stlowa kluczowe: uktad réwnan liniowych, wzory Cramera,wyznacznik, macierz.

1. Wstep

7 rozwigzywaniem ukladéw réwnan student spotkal sie juz w szkole podstawowej i §redniej. Wowczas
te uktady rozwiazywal metoda podstawiania lub metoda przeciwnych wspoétczynnikéw. Zazwyczaj byly
to uktady dwéch réwnan z dwoma niewiadomymi, rzadziej uktady trzech réwnan z trzema niewiadomy-
mi. Najczesciej uklady takie byly potrzebne do rozwigzywania prostych zadan z trescia. Uktady réwnan
liniowych sg uzyteczne w modelowaniu réznych zjawisk w wielu dziedzinach. Ciekawe przyktady zasto-
sowania uktadéw liniowych m.in. w ekonomii, zarzadzaniu, chemii, obwodach elektrycznych, demografii,
gospodarce lesnej, algorytmach pozycjonowania stron w sieci mozna znalezé w [1].

W artykule przedstawimy jedna z metod rozwigzywania pewnych ukladéw réwnan, mianowicie za
pomocy wzoréw Cramera. Zakladamy, ze czytelnik potrafi juz liczy¢ wyznaczniki. Metody liczenia wy-
znacznikéw w przystepny sposob zostaly podane w [§].

Na poczatku artykutu czytelnik znajdzie definicje uktadu réwnan Cramera oraz twierdzenie Cramera.
W rozdziale trzecim podamy przykltady uktadéw réwnan, ktore rozwigzemy za pomocg wzoréw Cramera.
Na koncu artykulu Czytelnik znajdzie zadania do samodzielnego rozwigzania oraz odpowiedzi do tych
zadan.
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2. Definicja ukladu réwnan Cramera i twierdzenie Cramera

W rozdziale tym przedstawimy definicje uktadu réwnan liniowych Cramera oraz twierdzenie Cramera.
Podstawowe wiadomosci na temat ukladow rownan liniowych mozna znalez¢ m.in. w [2], [3], [5].

W artykule skupimy sie na uktadach réwnan w ktorych liczba réwnan jest rowna liczbie niewiadomych,
czyli do uktadow réwnan postaci:

1121 + 1222 + a13T3 + ... + A1 Ty = by
a21%1 + A22%2 + A23T3 + ... + A2 Ty = b2

a3121 + azaTe + az3r3 + ...+ azpTy = b3

Ap1T1 + Ap2T2 + Ap3T3 + ... + AppTp = by,

gdzie a;; € R, b; e Rdlal <i<noraz 1< j<n, natomiast £1,22,23,...,&n 3 niewiadomymi ( n € N).
Powyzszy ukltad rownan liniowych mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej AX = B, gdzie:

ai1 G2 @13 - Gin z1 by
a21 Q22 azz -+ A2p T2 bo
A= |G31 azz aszzy - asn| X=|%3|, B=|bs
anl An2 anp3 T Ann Tn bn

Macierz A nazywamy macierza gtowna ukladu réwnain liniowych, macierz X macierza (kolumna) niewia-
domych, a B macierza (kolumna) wyrazéw wolnych. Mozna rozwazaé takze uklady rownan liniowych,
w ktorych macierze A, X, B sa zespolone.
Uktad réwnan liniowych postaci
AX =0,

gdzie A jest macierza wymiaru m X n, natomiast Q jest macierza zerowa wymiaru m X 1, nazywamy
uktadem jednorodnym. Uklad réwnan postaci

AX =B

)

w ktérym B jest macierza niezerowa nazywamy ukltadem réwnan niejednorodnym.
Uwaga: Jednym z rozwigzan uktadu jednorodnego AX = O jest macierz zerowa

wymiaru n x 1, gdzie n oznacza liczbe kolumn macierzy A. Rozwiazanie to nazywamy rozwigzaniem
trywialnym (nie trzeba by¢ bieglym matematykiem, aby zauwazy¢, ze uklad ma takie rozwiazanie).
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Definicja 1. Uktadem Cramera nazywamy uktad réwnan liniowych
AX = B,
w ktorym A jest macierzq kwadratowa nieosobliwg (tzn. det A #0).

Twierdzenie 1. Uktad Cramera AX = B ma doktadnie jedno rozwigzanie. Elementy macierzy X sq

postaci

w

gdzie W = det A to wyznacznik gtowny uktadu, natomiast Wy, to wyznacznik macierzy powstatej z ma-

Tk (k:l,?,...,n),

cierzy A przez wstawienie kolumny wyrazow wolnych w miejsce k-tej kolumny.
Dowdd. Zalozylismy, ze det A # 0, wiec istnieje macierz A~!. Mamy:
AX=DB A7
AT'AX =A"'B
X=A"B.

Macierz odwrotng do macierzy nieosobliwej A mozna wyznaczy¢ ze wzoru A~! = %A, gdzie A jest trans-
pozycja macierzy dopelnien algebraicznych. Jesli przez A} oznaczymy dopelnienie algebraiczne elementu

a5, tO
AL Al o AL b 1A} + be AL + ...+ b, AL
1 |A2 42 0 A2 |bo|  q [0 A24boAR 4 4D, A2
Wl os o | TWw :
A Ay A b, DIAT + by Af + ... + by AT
Stad

1
T = W(blA’f + 0o A5 + . 4 b, AF).

Zauwazmy, ze W powyzszym wzorze mamy rozwiniecie wedtug k-tej kolumny pewnego wyznacznika:

a1 ... G1k—1 b1 Qg1 ... Qin
1 (@21 ... G2k—1 by a2 k41 ... QG2n W
Tp = — . . . =—.
w W
apl .- Qp k-1 by Qpk+1  --- Gpp

O

Uwaga: powyzsze wzory na xj nazywamy wzorami Cramera.

Bardzo wazne

Wzory Cramera mozemy stosowaé tylko do uktadéw réownan, w ktérych:
1) macierz gléwna jest macierza kwadratowa (liczba rownan jest rowna liczbie niewiadomych),

2) wyznacznik macierzy gtownej jest rozny od zera.
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3. Przyklady

W tym rozdziale podamy kilka przyktadéw rozwigzywania ukladu réwnan za pomoca wzoréw Cra-

mera.

Przyklad 1. Rozwigzemy za pomoca wzoréow Cramera nastepujacy uktad rownan

av/2 +bV3 =26
2a — b\/6 = 0.

Zapiszmy ten uktad w postaci macierzowej:

-1

Macierz gléwna jest macierza kwadratowa stopnia drugiego. Sprawdzimy, czy jej wyznacznik jest
rézny od zera:

V2 V3
2 V6|

Wyznacznik tej macierzy jest rézny od zera, a zatem mozemy stosowaé wzory Cramera. Obliczymy teraz

W= — V12 - 2V3 = —4V/3.

wyznaczniki W, oraz Wy:

WaZQ\/é V3 Y
0 -6
2 2

Podstawiajac teraz te wartosci do wzorow Cramera, otrzymujemy:

W, 3 b= Mo ZWVE_

0=— =

W —4\[ W 43

Odp. Rozwigzaniem ukltadu réwnan sa liczby a = /3, b = /2.

Przyklad 2. Rozwiazemy za pomocg wzoréw Cramera nastepujacy uklad réwnan

T—y+2z=-1
204+ 5y +3z2=-1
—x+ 3y +4z = -5.

Mozemy ten uktad rownan zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

x -1
5 3| |yl =|-1
z -5
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Widzimy, ze nasz uklad réwnan ma 3 réwnania i 3 niewiadome, wiec spelnia pierwszy warunek uktadu

Cramera. Nastepnie musimy sprawdzié¢, czy wyznacznik gtowny ukltadu jest rozny od zera. Obliczmy
wyznacznik macierzy

1 -1 2
A= 2 5 3
-1 3 4

Zauwazmy, ze macierz A jest stopnia trzeciego, wiec jej wyznacznik mozemy obliczy¢ np. z reguty Sarrusa:

1 -1 2
2 5 3
W=detA= |-1 3 4| =20+12+3+10—9+ 8 =44.
1 -1 2
2 5 3

Poniewaz wyznacznik macierzy gtownej jest roézny od zera, rozwazany uktad rownan jest uktadem Cramera

i mozemy go rozwigza¢ za pomoca wzorow Cramera. W naszym przypadku wzory Cramera bedg mialy

postac:
x = We y= Wy z= WZ.
W’ w’ W
Teraz nalezy obliczy¢ wyznaczniki W,, W,,, W,. Wyznaczniki te policzymy z reguly Sarrusa, analogicznie
jak wyznacznik W:

-1 -1 2
Wy=|-1 5 3=—20+15-6+50+9—4 =44,
-5 3 4
1 -1 2
Wy=12 -1 3|=—44+3-20-2+15+8=0,
-1 -5 4
1 -1 -1
W, = 5 —-1|=—20—-1-6-5+3—-10=—44.
-1 3 -5

Podstawiajac teraz te wartosci do wzoréw Cramera, otrzymujemy:

44 —44
1, y:gzo, z = =—1.

T a1 41

Odp. Rozwigzaniem uktadu réwnan sg liczby x =1, y =0, 2 = —1.
Przyklad 3. Rozwiazemy teraz kolejny uktad réwna:

r—2y+z—t=—-4
2r —y—z+t=1
T+y+2z—1t=5
r+y—z+t=4.
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Zapiszmy go w formie macierzowej:

1 -2 1 -1] [z —4
2 -1 -1 1 y| |1
1 1 2 -1 2|
1 1 -1 1 t 4

jest rézny od zera. Wyznacznik ten jest stopnia czwartego, wiec tak go przeksztalcimy, aby moc go
rozwinaé wzgledem jakiej$ kolumny lub wiersza. Mozna na przyklad przeksztalci¢ tak kolumne trzecia,
aby otrzymaé¢ w niej trzy zera. Wystarczy do kolumny trzeciej doda¢ kolumne czwarta. Wowczas

1 -2 0 -1
2 -1 0 1 b2
W = =1-(-1)*]2 -1 1|=-1-2-2-1-1+4=-3.
11 1 -1
11 1
1 1 0 1

Wyznacznik gltéwny jest rozny od zera, zatem mozemy zastosowaé wzory Cramera.
Obliczamy cztery odpowiednie wyznaczniki. Pierwszy z nich to

-4 -2 1 -1
I -1 -1 1
5 1 2 —1f
4 1 -1 1

W, =

Wyznacznik ten jest stopnia czwartego, wiec obliczymy go korzystajac z rozwiniecia Laplace’a. Zauwazmy
(jak w wyznaczniku W), ze gdy dodamy do kolumny trzeciej kolumne czwarta, to otrzymamy w kolumnie
trzeciej trzy zera, nastepnie rozwiniemy go wzgledem kolumny trzeciej i obliczymy ten wyznacznik. Mamy:

-4 -2 0 -1
1 10 1 42l
W, = =1-(-1)*P|1 -1 1|=4-8-1-4+4+2=-3.
5 1 1 -1
4 1 1
4 1 0 1
Analogicznie liczymy wyznacznik Wy
1 -4 1 -1 1 -4 0 -1
2 1 1 1 2 1 0 1 L—4 -
- krok 1 krok 2 343
W, = = Z71.(—1 2 1 1|=1-4-84+1-448=—6.
Y11 5 2 -1 1 5 1 -1 (=1)
1 4 1
1 -1 1 1 4 0 1

e W kroku pierwszym do kolumny trzeciej dodajemy kolumne czwarta (wowczas w kolumnie trzeciej
mamy trzy zera).
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e W kroku 2 stosujemy rozwiniecie Laplace’a wedtug trzeciej kolumny.

Teraz policzymy warto$¢ wyznacznika W,:

1 -2 —4 -1 1 -2 -4 -1
2 =1 1 1 |kor1|2 =1 1 1]k
Wz: k::k:l k:k2
1 1 5 -1 0 0 1 -2
11 4 1 1 1 4 1
1 -2 -4 -9
2 -1 1 3 L—2 -9
hrok 2 PeES (1332 1 3|=-9-6-18—-9—3+36=—9.
00 1 0
1 1 9
1 1 4 9

e W kroku pierwszym od wiersza trzeciego odejmujemy wiersz czwarty.

e W kroku 2 mnozymy kolumne trzecia przez 2 i dodajemy ja do kolumny 4 (wowczas w wierszu
trzecim otrzymujemy 3 zera).

e W kroku 3 stosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem trzeciego wiersza.

Liczymy teraz wyznacznik W;:

1 -2 1 -4 1 -2 1 -4
2 1 —1 1 |mor1]2 -1 -1 1|
Wt: k:kl k:k2
1 2 5 00 3 1
1 1 4 1 1 -1 4
1 -2 13 -4
s 1 4 1 -2 13
’““’:’“20 0o 1 MRS (—1)M3 2 S1 4 |=—(13+8+2-12+13+4—4-12) = —12.
1 1 -13

1 1 -13 4
e W kroku pierwszym od wiersza trzeciego odejmujemy wiersz czwarty.

e W kroku 2 od kolumny trzeciej odejmujemy kolumne czwarta przemnozong przez 3 (woéwczas w wier-
szu trzecim otrzymujemy 3 zera).

e W kroku 3 stosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem trzeciego wiersza.

Podstawiajac teraz te wartosci do wzoréw Cramera, otrzymujemy:

-3 6 9 ~12
r=gTh o y=;3=2 2= =3 _3

Odp. Rozwigzaniem uktadu réwnan sg liczby x =1,y =2, 2 =3, t = 4.
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Przyklad 4. Rozwigzemy za pomoca wzoréow Cramera kolejny uktad rownan:

T, + 2x9 + 323 + x4 + 525 =0
To + 2x3 + 224 + 25 =0
T3+ x4+ 2205 =0
204 + 25 =0

3xs = 0.

Widzimy, ze jest to uktad réwnan jednorodny. Zapiszemy go w postaci macierzowej:

1 2 3 1 5] [o 0
01 2 2 1| |a 0
001 1 2|-|zs| =10
000 2 1| |ag 0
000 0 3] las 0

Macierz gtéwna ukltadu jest macierza kwadratowa stopnia 5. Sprawdzimy, czy jej wyznacznik jest liczba
rézng od 0. Zauwazmy, ze macierz gtéwna jest macierzg trojkatna, wiec najprosciej mozemy policzy¢ jej
wyznacznik mnozac wszystkie elementy na gtéwnej przekatnej.

12 3 15
01 2 2 1
W=|0 0 1 1 2/=6
0 00 21
0 0 0 0 3

Poniewaz wyznacznik macierzy gtéwnej jest rézny od zera, rozwazany uklad rownan jest uktadem Cramera
i mozemy go rozwigza¢ za pomocyg wzoréw Cramera. Policzymy teraz wyznaczniki Wi, Ws, W3, Wy ,W.
Wartosci tych wyznacznikéw sa réwne zero, poniewaz w kazdym z tych wyznacznikéw jest kolumna

Zerowa.
02 3 15
01 2 21
Wi=10 0 1 1 2/=0,
00 0 21
00 00 3
1 0 3 1 5
0 0 2 2 1
We=10 0 1 1 2/=0,
0 00 21
00 0 0 3
1 2 0 1 5
01 0 2 1
Ws=|0 0 0 1 2/=0,
0 00 2 1
0 0 0 0 3
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Podstawiajac teraz te wartosci do wzorow Cramera, otrzymujemy:

0 0 0 0 0
$1=6=0, To=-=0, z3=-=0, x4:620, 5 = - = 0.

Widzimy, ze rozwiazaniem tego ukladu rownan sg same zera (istnieje tylko rozwiazanie trywialne).

W tym przykladzie macierz gléwna ukladu jest macierza tréjkatna, wiec szybko policzyliSmy jej
wyznacznik. Zauwazmy, ze gdyby macierz A nie byla tréjkatna, ale jej wyznacznik bylby rozny od zera, to
ze wzorow Cramera i tak otrzymaliby$émy same zera. Mozemy wiec sformutowaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Uktad jednorodny AX = Q, w ktérym A jest macierzq kwadratowag nieosobliwg, jest
oznaczony i jego jedynym rozwigzaniem jest rozwigzanie trywialne.

4. Podsumowanie

W przyktadach przedstawionych w tym artykule uktady réwnan miaty ,tadne” wspétczynniki. Gdyby
te wspotczynniki byly inne, to i tak rozwigzanie uktadu sprowadzatoby sie do policzenia pewnej liczby
wyznacznikow (idea pozostaje ta sama). Analizujac te przyklady, mozemy stwierdzi¢, ze:

e uktady Cramera sa latwe do rozwigzania (wystarczy umie¢ liczy¢ wyznaczniki);

e jezeli mamy uktad n réwnan liniowych z n niewiadomymi, to obliczamy najpierw wyznacznik gtow-
ny tego ukltadu; jesli ten wyznacznik jest rézny od zera, to nastepnie obliczamy n wyznacznikéw
stopnia n (i to moze by¢ czasochlonne, na szczescie mamy programy, ktore licza wyznaczniki);

e jesli wyznacznik gtowny ukladu jest rowny zero, to nie mozemy zastosowaé wzoréw Cramera (mu-
simy wowczas zastosowaé inne metody).

W artykule [9] zostala przedstawiona bardziej uniwersalna metoda rozwiazywania uktadéw réownar
liniowych, mianowicie metoda eliminacji Gaussa.

5. Zadania do samodzielnego rozwiagzania

Korzystajac ze wzoréw Cramera, rozwiaz podane uktady réwnan:



236

K. Sawicz
3r—2y—2z=1 22 + 3y + 2z = -2
a)szx—y—z=1 b)dz+y—32=1
3z +4y — 2z = -1 r+2y+z=-1
5x1 + 4xo + 3x3 + 224 + 5 = 15
20 +y+3z+t=1
4x1 +4x9 + 323+ 224 + 25 = 14
r4+y+z2+2t=3
C) d) 3x1 4+ 3x9 + 313+ 2004 + 25 = 12
—x—2y++3z+t=-2
201 4+ 229 + 203+ 224 + 5 =9
204z —t=-3.
T +x9+2x3+T4+25=2>5
Odpowiedzi
a) x = —1, y:—%, z:—% b)a::—%, y =0, z:—%
)zrz=-1, y=2, z=0, t=1 d)ry =1, 22=1, 23=, 24=1, a5=1

Wiecej zadan mozna znalezé np. w [4]- [7].
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