
5Prace Naukowe IICh PAN, 22, 5÷19 (2018)

ANDRZEJ BURGHARDT 

KAPILARNY MODEL PROCESU BIOCHEMICZNEGO  

W REAKTORZE TRÓJFAZOWYM  

Instytut In ynierii Chemicznej PAN Gliwice, ul. Ba tycka 5, 44-100 Gliwice 

W modelu kapilarnym losowo upakowane wype nienie z o a modelowane jest jako zbiór równole-

g ych, prostych rurek o wymiarach w zakresie milimetrów. Dla takiej geometrii z o a wyprowadzono 
bilanse p du faz p ynnych (gaz, ciecz) uzyskuj c w wyniku ich rozwi zania profile pr dko ci, a na ich 

podstawie zale no  okre laj c  grubo  filmu grawitacyjnie sp ywaj cej cieczy jako funkcj  zmiennych 
procesu i w konsekwencji efektywn  porowato  i specyficzn  powierzchni  w a ciw  z o a. Wielko ci 
te s  nieodzowne w bilansach masy reagentów. Zbiór cz stkowych równa  ró niczkowych stanowi cy 
bilanse reagentów w fazach okre la st enia tych sk adników i w rezultacie efektywno  biodegradacji 
zanieczyszczenia gazu. W równaniach tych transport masy reagentów mi dzy fazami realizowany jest 
jedynie na drodze dyfuzji, co jest uzasadnione za o onym laminarnym przep ywem faz. 

S owa kluczowe: proces biochemiczny, reaktor trójfazowy, dyfuzyjny transport masy, przep yw lami-

narny 

In the capillary model randomly packed bed of the reactor is modeled as a set of parallel, straight ca-

pillary tubes, with dimensions in the range of millimeters. For such a geometry of the bed momentum 

balances of the fluid phases (gas and liquid) have been derived forming the basis for the estimation of 

velocity profiles and in consequence to determine the relationship between the film thickness of the gravi-

tationally drained downward liquid and the process variables. This quantity was subsequently used in the 

evaluation of the effective porosity and specific surface area of the packing, parameters necessary in the 

balances of reagents. The set of partial differential equations constituting the mass balances of reagents in 

the phases determines the concentration profiles of these components and as a final result the biodegrada-

tion efficiency of the pollutant. The mass transport between the phases is realized only as a diffusional 

flux which is justified by the assumption of a laminar flow of the phases. 

Keywords: biochemical process, three-phase reactor, diffusional flux, laminar flow 

1. WPROWADZENIE 

Przegl d literatury przedstawiaj cej modele matematyczne reaktorów biochemicz-

nych pozwala na wyodr bnienie dwóch grup, które stosuj  ró ne metody sformu owa-

nia modelu. 
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S  to: grupa reaktorów o u rednionych makroskopowo fazach i t okowym prze-

p ywie faz p ynnych [1-10] oraz mniej liczna grupa reaktorów mikroskopowych [11-

15] zwana równie  kapilarnymi. W grupie modeli kapilarnych losowo upakowane 
wype nienie z o a przedstawione jest jako zbiór prostych, równoleg ych rurek kapilar-

nych o wymiarach w zakresie milimetrów i o powierzchni wewn trznej pokrytej bio-

filmem, po którym sp ywa grawitacyjnie p yn kontaktuj c si  z faz  gazow . Rys. 1. 

ilustruje rozk ad faz w kapilarze z zaznaczeniem grubo ci biofilmu B i grubo ci sp y-

waj cej cieczy L jak i stosowany w obliczeniach uk ad wspó rz dnych.  
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Rys. 1. Rozk ad faz oraz profile pr dko ci faz p ynnych w kapilarze 

Fig. 1. Distribution of phases and velocity profiles of fluid phases in the capillary 

Za o ono laminarny przep yw obydwu faz, natomiast transport masy sk adników 
mi dzy fazami realizowany jest na drodze dyfuzji. Za o enia te s  uzasadnione ma y-

mi wymiarami rednic kapilar i stosunkowo niskimi nat eniami przep ywu p ynów 
stosowanymi w bioreaktorach. W immobilizowanym biofilmie, traktowanym jako 

p yta p aska, ma miejsce dyfuzja oraz reakcja biochemiczna. 

Opracowany model matematyczny sk ada si  z dwóch cz ci: cz ci hydrodyna-

micznej, w ramach której w oparciu o wyprowadzone profile pr dko ci p ynów wy-

znaczane s  parametry konieczne dla rozwi zania bilansów masy sk adników reakcji 
biochemicznej oraz uk adu równa  definiuj cych zmiany st e  reagentów w reakto-

rze. 
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2. HYDRODYNAMIKA PROCESU 

Promie  hydrauliczny kapilary wyznaczany jest w oparciu o parametry charakte-

ryzuj ce z o e, to jest porowato  z o a 0 i jego powierzchni  w a ciw  a0. 

 
0

02

a
HR  (1) 

Bilans p du dla obszaru zajmowanego przez gaz 10 rr  przedstawia si  

nast puj co: 
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Bilans p du dla cieczy 21 rrr  jest: 
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i warunkach brzegowych: 
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 2rr  0Lw  (9) 

Rozwi zanie obydwu równa  ró niczkowych (2) i (6) przy wykorzystaniu warunków 
brzegowych (3) - (5) i (7) - (9) prowadzi do nast puj cych profili pr dko ci: 
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Gradient ci nienia cieczy odnoszony jest do gradientu ci nienia gazu za pomoc  
równania Younga-Laplace’a: 
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dP

dx

dP
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dP cgL  (12) 

przy czym 

 
1rR

P LL
C  (13) 

gdzie L to napi cie powierzchniowe, a R to promie  krzywizny powierzchni 

kontaktu gaz ciecz. 

Gradient ci nienia kapilarnego wynosi wi c: 
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 (14) 

Zak adane jest zazwyczaj, e promie  krzywizny r1 nie zmienia si  wzd u  d ugo ci 
wype nienia, a zatem: 

 0
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czyli 
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Po wstawieniu powy szych zale no ci do równa  (10) i (11) otrzymujemy 
ostatecznie: 
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Konieczna w obliczeniach bilansów masowych sk adników grubo  filmu cieczy dana 
jest zale no ci : 

 12 rrL  (19) 

gdzie 

 BHRr2  (20) 
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a B  to grubo  biofilmu wyznaczana zazwyczaj eksperymentalnie lub w trakcie 

oblicze  bilansów masy. Natomiast promie  1r  nale y wyznaczy  z zale no ci (17) 

i (18) w wyniku porównania ze stosowanymi w eksperymentach nat eniami 

przep ywu gazu i cieczy *
gV  i *

LV  odnosz c je do pojedynczej kapilary: 
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gdzie Kn  to liczba kapilar w z o u: 
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a RR  to promie  reaktora, RH  promie  kapilary. 
W celu porównania wymienionych wielko ci konieczne jest obliczenie 
obj to ciowego nat enia przep ywu gazu i cieczy w wyniku sca kowania równa  
(17) i (18) po przekroju kapilary: 
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Przedstawiona powy ej procedura wyznaczania promienia r2, a w konsekwencji 

grubo ci filmu L, jest nieco skomplikowana i uci liwa, a przede wszystkim nie 
prowadzi do bezpo redniej zale no ci grubo ci filmu cieczy od zmiennych 
i parametrów procesu. Dlatego te  zdecydowano wprowadzi  do równa  bilansów 
p du faz pewne uproszczenia, które zmieniaj c minimalnie ich dok adno  oblicze  
oferuj  bezpo redni  zale no  definiuj c  grubo  filmu cieczy. 

Przekszta my zatem warunek brzegowy (4) do postaci: 
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Poniewa  lepko  cieczy jest 102
 razy wi ksza od lepko ci gazu, z równania (25) 

wynika, e 0
dr

dwL  czyli wL = wL max profilu pr dko ci cieczy. Oznacza to, e ciecz 

wywiera znaczn  si  ci gnienia (napi cie cinaj ce) na gaz. Warunek brzegowy (4) 
uproszczono zatem do postaci: 

 1rr  maxLg ww  (26) 
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uzyskuj c w wyniku rozwi zania równania bilansu p du gazu (2) nast puj cy profil 
pr dko ci gazu w kapilarze: 
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St d maksymalna pr dko  gazu w osi kapilary wynosi: 
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a pr dko  rednia p ynu: 
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Ze wzorów tych jak równie  z zale no ci (17) i (18) wynika, e gaz jest ci gniony 
przez ciecz. 

Wst pne oszacowania grubo ci filmu L  wykaza y, i  powoduje ona nieznaczn  

ró nic  mi dzy promieniami r1 i r2, co pozwala na uproszczenie przez r w równaniu 
(6), otrzymuj c w ten sposób równanie dla p yty p askiej. 

Ponadto, z bada  eksperymentalnych wynika, i : 
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co w efekcie prowadzi do nast puj cego bilansu p du dla cieczy: 
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 (31) 

o warunkach brzegowych: 

 1rr  0
dr

dwL  (32) 

 2rr  0Lw  (33) 

Aby u atwi  ca kowanie równania (31) przesuni to uk ad wspó rz dnych tak, aby 
w punkcie 1rr  nowa wspó rz dna 0  

 BLHRr  (34) 

otrzymuj c równanie (31) dla nowej wspó rz dnej: 
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o warunkach brzegowych: 

 0  0
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dwL  (36) 

 L  0Lw  (37) 

otrzymuj c po sca kowaniu profil pr dko ci fazy ciek ej: 
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Maksymalna pr dko  dla 0  jest: 
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a rednia pr dko  fazy ciek ej: 
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Z porównania obliczonej warto ci pr dko ci redniej (40) z warto ci  pr dko ci 
redniej stosowan  w eksperymentach mo na wyznaczy  grubo  filmu L . 

rednia pr dko  eksperymentalna wynosi: 
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gdzie f  to przekrój kolumny, a0  powierzchnia w a ciwa wype nienia, a *
LV  na-

t enie przep ywu cieczy stosowane w eksperymentach, czyli: 
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3. BILANSE MASY SK ADNIKÓW REAKCJI BIOCHEMICZNEJ 

Faza gazowa 10 rr  
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Faza ciek a 21 rrr  
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o warunkach brzegowych: 
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 2rr  iBiL CC  (51) 
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Poniewa  grubo  biofilmu stanowi mniej ni  1% promienia hydraulicznego RH, 

proces w biofilmie mo na traktowa  jak w p ycie p askiej. Zatem: 
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o warunkach brzegowych: 

 2rr  iBiL CC  (55) 
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Wprowadzono nast puj ce zmienne bezwymiarowe: 
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a dla biofilmu: 

 
BH

rr

r

rr

rR

rr 2

2

2

2

2

1
 (60) 

otrzymuj c równania bilansowe w nast puj cej postaci: 

Faza gazowa 10 rr  
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o warunkach brzegowych: 
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Faza ciek a 21 rrr  
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o warunkach brzegowych: 

 0z  H,rC,rC iLiL 0  (69) 

 2rr  iBiL CC  (70) 
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o warunkach brzegowych: 
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Wprowadzenie zmiennej niezale nej  do równania ró niczkowego (54) opisuj -
cego proces dyfuzji i reakcji chemicznej w biofilnie spowodowa o przekszta cenie 
warunku brzegowego (56) do postaci: 
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Rys. 2. Profile st e  reagentów w fazach 

Fig. 2. Concentration profiles of reagents in the phases 

WNIOSKI 

Zasadnicza ró nica mi dzy modelem makroskopowym a kapilarnym trójfazowego 
reaktora biochemicznego polega na ró nym ilo ciowym opisie zjawisk transportu 

masy mi dzy fazami gazow , ciek  i biofilmem. 
W modelu makroskopowym transport masy mi dzy fazami definiowany jest jako 

strumie  masy, wyra ony przez wspó czynnik przenikania masy i koncentracyjn  si  

nap dow  mi dzy fazami. Wspó czynniki przenikania masy musz  by  wyznaczone 
eksperymentalnie dla ró nych geometrii z o a i w a ciwo ci fizykochemicznych ba-

danego uk adu. Uzyskane eksperymentalnie korelacje opisuj  zazwyczaj proces trans-

portu masy globalnie z w czon  do nich zmienno ci  zawieszenia cieczy w z o u, 
które wp ywa na warto  efektywnej porowato ci i specyficznej powierzchni z o a. 
St d wyniki eksperymentów charakteryzuj  si  do  du ym rozrzutem tych warto ci 

%)20( , co niekorzystnie wp ywa na dok adno  ca ego modelu biodegradacji 

w reaktorze. 
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W modelu kapilarnym za o ono, i  transport masy mi dzy fazami odbywa si  je-

dynie na drodze dyfuzji reagentów prostopadle do osi kapilary, eliminuj c w ten spo-

sób konieczno  eksperymentalnego wyznaczania korelacji wspó czynników 
przenikania masy. Za o enia te s  uzasadnione ma ymi wymiarami promieni kapilar 

(10
-3

m) oraz niezmiernie cienkim filmem cieczy i biofilmem (10
-5m), jak i porówny-

walnie niskimi nat eniami przep ywu faz p ynnych. Prowadzi to do prostszego uj cia 
zjawisk transportu mi dzy fazami, a w oparciu o obliczenia hydrodynamiczne do wy-

prowadzenia zale no ci okre laj cej grubo  filmu cieczy jako funkcj  zmiennych 
procesu, a st d efektywnej porowato ci z o a i efektywnej specyficznej powierzchni 

z o a. 
Uproszczenie uj cia transportu masy w modelu kapilarnym wymaga jednak bar-

dziej z o onej procedury numerycznego ca kowania równa  modelowych, jako uk adu 
równa  ró niczkowych cz stkowych o dwu wymiarach. 

OZNACZENIA  SYMBOLS 

a0  powierzchnia w a ciwa wype nienia, m-1 

specific surface area of packing 

Cik  koncentracja sk adnika i w fazie k, g m-3 

concentration of i component in k phase 

Dik  wspó czynnik dyfuzji sk adnika i w fazie k, m2 s-1 

diffusivity of i component in k phase 

g   przyspieszenie grawitacyjne, m s-2 

gravitational acceleration 

H  wysoko  z o a, m 

height of the bed 

Ki  sta a pó nasycenia, g m-3 

half saturation constant 

mi  wspó czynnik podzia u 

partition coefficient 

nK  liczba kapilar w z o u 

capillary number in the bed 

PC  ci nienie kapilarne, Pa 

capillary pressure 

Pek  liczba Pecleta fazy k (g, L) 

Peclet number of phase k (g, L) 

PK  ci nienie fazy k (g, L), Pa 

pressure of k (g, L) phase 

r  wspó rz dna radialna prostopad a do osi z o a, m 

radial coordinate perpendicular to bed axis 

R  promie  powierzchni kontaktu gaz-ciecz w rurce kapilarnej, m 

radius at the interface of gas-liquid in the capillary tube, 

RH  promie  hydrauliczny kapilary, m 

hydraulic radius of capillary 

RR  promie  reaktora, m 

reactor radius 



17Kapilarny model procesu biochemicznego...
 

*
kV   nat enie przep ywu fazy k (g, L), m3 s-1 

flow rate of k (g, L) phase 

wk  pr dko  fazy k (g, L), m s-1 

velocity of phase k (g, L) 

XB  g sto  biomasy, g dm-3 

biomass density 

X  wspó rz dna wzd u  osi z o a, m 

coordinate along the bed axis 

YBi  wspó czynnik wydajno ci biomasy, gB gi
-1 

biomass yield coefficient 

LITERY GRECKIE  GREEK LETTERS 

B  grubo  filmu biomasy, m 

biofilm thickness 

L  grubo  filmu cieczy, m 

liquid film thickness 

0  porowato  z o a 

bed porosity 

  wspó rz dna w filmie cieczy, m 

coordinate in the liquid film 

  modu  Thielego 

Thiele modulus 

L  napi cie powierzchniowe, N m-1 

surface tension 

k  lepko  fazy k (g, L), Pas 

viscosity of k (g, L) phase 

m  maksimum specyficznej szybko ci wzrostu, s-1 

maximum of specific growth rate 

INDEKSY DOLNE  SUBSCRIPTS 

B   biomasa 

biomass 

g  gaz 

gas 

i  sk adnik (VOC, O2) 

component (VOC, O2) 

k  okre la faz  (g, L, B) 

denotes phase (g, L, B) 

L  ciecz 

liquid 

INDEKSY GÓRNE  SUPERSCRIPTS 

0  okre la warto  wlotow  do reaktora  

denotes inlet value to the reactor 
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ZMIENNE BEZWYMIAROWE – DIMENSIONLESS VARIABLES 

0
ig

ig

ig
C

C
C     bezwymiarowa koncentracja sk adnika w fazie gazowej 

dimensionless concentration of component in the gas-phase 

0
ig

iiL
iL

C

mC
C     bezwymiarowa koncentracja sk adnika w fazie ciek ej 

dimensionless concentration of component in the liquid phase 

0
ig

iiB
iB

C

mC
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ANDRZEJ BURGHARDT 

CAPILLARY MODEL OF THE BIOCHEMICAL PROCESS IN THREE-PHASE  

REACTOR 

The review of literature presenting mathematical models of biochemical reaction process (TBB) al-

lows us to separate two groups which apply different formulation methods of the model. These are: the 

group of averaged macroscopic models [1-10] in which the plug flow of fluid phases is usually assumed 

and the group of microscopic models called also capillary models. 

In the group of capillary models [11-15] the bed of TBB is represented as a set of straight, parallel 

capillary tubes with the radiuses in the range of several millimeters. The inner surface area of the tubes is 

covered with the biofilm along which the liquid is drained by the gravity and the gas flows in the central 

part of the tube. 

Fig. 1. illustrates the distribution of phases in the capillary tube indicating the thickness of the liquid 

layer and the biofilm, as well as the coordinate system used in the computations. A laminar flow of the 

two phases has been assumed. The mass transfer between the phases is taking place only as a result of 

diffusional fluxes. The only convective flux generated by the fluid phases is parallel to the axis of the bed. 

These assumptions are justified by the small dimensions of the capillary tube (10-3m) and very thin liquid 

layer and biofilm (10-5m) as well as by low flow rates usually used in the TBB. 

In the immobilized biofilm, treated as a flat plate, the diffusion and biochemical reaction is taking 

place. 

The developed mathematical model consists of two parts: Process Hydrodynamics and Mass Balanc-

es of the Components of the Biochemical Reaction. 

Basing on the momentum balances of the two phases (Eqs 2-9) the velocity profiles have been de-

rived (Eqs 17, 18) which enable the determination of the parameter ( L) necessary in the mass balances of 

biochemical reaction components. 

The concentration profiles of the reagents (VOC, O2) in the phases are defined by the system of dif-

ferential equations (18-33) of part two. 
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