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PLYTA MINDLINA NA 'I_'ROJPARAMETROWYM, INERCYJNYM
PODLOZU SPREZYSTYM WLASOWA-LEONTIEWA
POD OBCIAZENIEM IMPULSEM SILY

Streszczenie
W artykule omowiono zadanie plyty o sredniej grubosci, z zastosowaniem teorii Mindlina, w przypadku dyna-
micznym. Sprezysta plyta o sredniej grubosci jest prostokgtna i spetnia warunki brzegowe swobodnego podparcia
na obwodzie. Dodatkowo piyta spoczywa na podiozu odksztatcalnym Wiasowa-Leontiewa. Przyjety model jedno-
kierunkowego podioza jest tréjparametrowy i uwzglednia, oprocz wspolczynnika sprezystego osiadania, inercje
podloza oraz scinanie w gruncie. Obcigzenie analizowanego uktadu stanowi impuls sity Diraca, przytozony w do-

wolnym punkcie na gérnej powierzchni piyty.

WSTEP

Pionierskie prace Reissnera, Hecky-ego, Mindlina, Wtasowa,
Ambarcumniana, Musztariego, Panca i innych, dotyczace teorii ptyty
sprezystej o $redniej grubosci, opisano w wielu opracowaniach
przegladowych i monografiach, np. [8, 7]. W przypadku obcigzen
dynamicznych na pierwszym miejscu nalezy wymieni¢ prace Mindli-
na [1-3] z lat pigédziesiatych. Trzeba podkresli¢, ze przyjeta tu do
rozwazan techniczna teoria ptyty o Sredniej grubosci jest to teoria
Hencky'ego-Mindlina [1-22] (rys 1.), bazujaca na prostej hipotezie
kinematycznej w odniesieniu do przemieszczen. W pracy Hencky'e-
go [10] mamy: u, =—z/hw(xy), u,=-z/hII(x,y), oraz
w=w(x,y), z kolei w oryginalnych pracach Mindlina [3-22]:

u ==z, (xyt), u =-zw,(xyt) oraz w=w(x,y,t).
Modyfikujac nieznacznie wymienione hipotezy kinematyczne do
postaci bardziej odpowiedniej do techniki MES mamy:

U, =2 g (X y.t), u, ==z ¢, (X y.t),
w=w(x,y,t).
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1. ROWNANIA RUCHU PLYTY O SREDNIEJ GRUBOSCI

W teorii ptyt Mindlina wystepujg trzy niewiadome wielko$ci ki-
nematyczne: ugigcie W oraz dwa katy obrotu ¢, i ¢, . Sity we-
wnetrzne w plycie okreslone sg nastepujacymi wzorami:
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Trzy réwnania ruchu stanu czysto ptytowego okreslone sg w
tym przypadku w nastepujacy sposob:
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Réwnania ruchu (3) sg wazne jedynie w przypadku obcigzenia
pionowego na gornej i dolnej powierzchni ograniczajacej plyte.
Mozna je zapisa¢ inaczej, a mianowicie:
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Reakcja podtoza wedtug modelu Wiasowa-Leontiewa zalezy od
trzech wspdtczynnikow k, ¢, m,:

r(xyt)=kw(xy,t)—c V’w(xyt)+

m o*w(x, y,t)

0 —8t2 )
a(xy.t)=p(xy.t)-r(xy.t), (6)
q(x,y.,t)=p(x y.t)—kw(x,y,t)+

o*w(x, y,t).

+cViw(x,y,t)-m, e

Podstawiajac (6)s do réwnan (4) i (5) otrzymujemy trzy naste-
pujace, dos¢ skomplikowane, réwnania ruchu
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Rys. 2. Gietne postacie drgari wiasnych piyty o Sredniej grubosci
wyznaczone przez Mindlina w pracy z 1956 roku a), b) oraz postac
drgan wiasnych ptyty Kirchhoffa c)

Rys. 3. Gietno-skretna postac drgan wystepujgca w pfytach o $red-
nigj grubodci, podana po raz pierwszy przez Mindlina i innych
w pracy z 1956 roku

2. ZADANIE WLASNE PLYTY O SREDNIEJ GRUBOSCI

Przyjmujac w réwnaniach (7) p(x, y,t) =0 otrzymujemy trzy

jednorodne réwnania ruchu opisujgce zagadnienie wtasne. Przykta-
dowo réwnanie (7)1 zapisujemy w nastepujacy sposob:
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Przyjmujac ruch harmoniczny drgan wtasnych ugiecia i oba ka-
ty obrotu plyty opisujemy podwojnymi szeregami trygonometrycz-
nymi spetniajacymi warunki brzegowe przegubowego podparcia na
obwodzie plyty w formie:
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Pozwala to, miedzy innymi, na wyznaczenie dwdch czestosci
kotowych ,, . oraz w,, . Postacie drgan ptyty sredniej grubo-
§ci, odpowiadajgce tym czestosciom, pokazano na rysunku 2 a) i
2 b), a na rysunku 2 c) postac drgan cienkiej plyty Kirchhoffa. Z kolei
na rysunku 3 pokazano posta¢ drgan odpowiadajacq czestosci
o, ,, okreslajaca tzw. drgania skretne wynikajace z rownan (7)2,
wyznaczone po raz pierwszy przez Minlina w pracach [1, 3]. Latwo
zauwazy¢, ze w przypadku tej postaci drgan ugiecia w=20.

Réwnanie jednorodne, z ktérego wyznaczymy czestosci drgan
wilasnych zapiszemy wykorzystujac program Mathematica, mamy
zatem:
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Podstawowe czestosci drgan wiasnych sg okreslone w naste-
pujacy sposdb:
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Majac wyznaczone obie czestosci drgan gietnych mozemy za-
jac sie rozwigzaniem réwnania niejednorodnego (7)1 . W naszym
przypadku obcigzeniem dynamicznym jest impuls sity Diraca S
[11].

3. DRGANIA PLYTY WYMUSZONE IMPULSEM SILY

W pierwszej kolejno$ci zapisujemy obcigzenie dynamiczne pty-
ty w nastepujacy sposob:
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Nastepnie réwnanie (7)1 przeksztatcamy do nastepujacej po-
staci (13)
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Rozwigzanie drgaf wymuszonych na ugiecie plyty w przyjmu-
jemy w postaci podwdjnego szeregu, spetniajgcego warunki brze-
gowe na obwodzie ptyty
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Po uwzglednieniu (14) otrzymujemy nastepujace niejednorodne
réwnanie rozniczkowe ruchu czwartego rzedu na wyznaczenie
nieznanej funkcji g, , (t)
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W réwnaniu (15) wprowadzono nastepujace oznaczenia:
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Réwnanie (15) rozwigzujemy analitycznie stosujac pakiet Wol-
frama Mathematica.
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WNIOSKI | UOGOLNIENIA

W pracy podano rozwigzanie zadania wiasnego sprezystej pty-
ty Mindlina podpartej przegubowo na obwodzie i spoczywajacej na
inercyjnym  tréjparametrowym, jednokierunkowym podtozu Wiaso-
wa-Leontiewa. Przeanalizowano réwniez drgania wymuszone im-
pulsem sity Diraca. W drugim z tych przypadkow réwnanie ruchu, po
rozdzieleniu zmiennych, rozwigzano numerycznie wykorzystujac do
tego celu kod Wolframa Mathematica. W pracy podano réwniez
obszerny spis literatury specjalistycznej dotyczacej analizowanego
zadania.
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MINDLIN PLATE ON THE THREE-
PARAMETER VLASOV-LEONTIEV
INERTIAL FOUNDATION UNDER
IMPULSE FORCE

Abstract
The paper deals with vibrations of the elastic
Mindlin thick plate resting on the inertial Vlasov-
Leotiev foundation. Inertial model of foundation is de-

fined by three parameters: k , ¢, and m,. The plate is
subjected to the impulse of force. Analytical solution of
the problem is presented in the paper. Natural and
forced vibrations of the plate are analysed.
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