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W artykule przedstawiono zastosowanie rachunku rézniczkowego
niecatkowitych rzedéw (ang. fractional calculus) do opisu dynamiki
Zjawisk wybranych podstawowych czionéw automatyki. Dla anali-
zowanych modeloéw, wyznaczono transmitancje operatorowg catko-
witego i niecatkowitego rzedu. Wyznaczono zaleznosci opisujgce
charakterystyki czasowe i czestotliwo$ciowe; na drodze symulacji
komputerowej uzyskano charakterystyki analizowanych uktadéw.
Do badar symulacyjnych wykorzystano oprogramowanie MATLAB.

Stowa kluczowe: rachunek rézniczkowy niecatkowitych rzedéw, transmi-
tancja operatorowa, podstawowe cztony automatyki.

Wstep

Podczas analizy elementow uktadéw automatycznej regulacii
UAR spotyka sig¢ elementy o réznej naturze fizycznej, takie jak
elementy elektryczne, mechaniczne, pneumatyczne, hydrauliczne,
itp., ale opisane takimi samymi typami liniowych réwnan rézniczko-
wych [4]. Takie elementy nazywa sie wowczas podstawowymi
czfonami automatyki. Czton podstawowy przetwarza wprowadzony
do niego sygnat wejsciowy na sygnat wyjéciowy w sposob elemen-
tarny. Przetwarzanie elementarne oznacza, miedzy innymi, realiza-
cie podstawowych funkcji matematycznych, takich jak: mnozenie
przez staty wspotczynnik, rézniczkowanie czy catkowanie.

Dynamiczny rozw¢j badan w ostatnim dziesiecioleciu nad za-
stosowaniem rachunku rézniczkowego niecatkowitych rzedow
(ang. fractional calculus lub franc. analyse fractionnaire) w analizie
uktadéw dynamicznych sktonit autoréw artykutu do podjecia proby
jego zastosowania do modelowania podstawowych cztonéw auto-
matyki, ktore dotychczas byly opisywane ,klasyczng” analizg mate-
matyczna [11] oraz [15].

Dowolny uktad automatycznej regulacji UAR mozna przedstawi¢
jako potaczenie cztondéw podstawowych. Wprowadzenie cztonéw
podstawowych znacznie utatwia analize badZz synteze uktadow
automatyki, bez wzgledu na ich nature fizyczna.

W artykule przedstawiono zastosowanie rachunku rézniczko-
wego z pochodnymi niecatkowitych rzeddw do opisu podstawowych
cztondw automatyki, takich jak:

— czion inercyjny pierwszego rzedu;
— czion catkujacy idealny;

— czlon catkujacy rzeczywisty;

— czton rozniczkujacy idealny;

— czlon rozniczkujacy rzeczywisty;

Kazdy z ww. cztondw automatyki zostat opisany za pomocg
réwnania rdézniczkowego o pochodnych niecatkowitego rzedu,
z ktérych wyprowadzone zostaty zaleznosci opisujace charaktery-
styki czasowe (impulsowa i skokowa) oraz transmitancji operatoro-
wej i widmowej. [3], [11], [13] oraz [15]. W artykule pokazano réw-
niez charakterystyki amplitudowo - fazowe oraz logarytmiczne
charakterystyk Bodego (amplitudowe i fazowe) czlonéw elementar-
nych. Do badan symulacyjnych wykorzystano oprogramowanie
MATLAB [16], [17] oraz [18].
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Autorzy artykutu pragng podkresli¢, ze ww. sposéb opisu pod-
stawowych elementéw automatyki chociaz jest juz znany w literatu-
rze [3], [15], to brakuje szczegbtowego wyprowadzenia réwnan
opisujacych ich dynamike. Ponadto, tak opisane podstawowe ele-
menty automatyki stanowig podstawe do budowy uktadéw pneuma-
tycznych dowolnych rzedéw, co lezy w obszarze zainteresowan
naukowych autoréw artykutu [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], oraz
[14].

1.Czton inercyjny i rzedu
Element inercyjny | rzedu opisany jest rdwnaniem rézniczko-
wym z pochodng niecatkowitego rzedu [4], [9], [11]:

T Dy y(t)+ y(t) = Kx(t) (1)
gdzie: RL - notacja pochodnej Reimanna-Liouville'a;
0<TeR,, y(1)=0y,t<0, rzad niecatkowity ¥ >0

Stosujac przeksztatcenie Laplace’a do réwnania (1), dla zero-
wych warunkéw poczatkowych, otrzymuije sie:

. Y(s K
G0 (s) =t = ] @)
X(s) Ts"+1

Odpowiedz impulsowa czionu inercyjnego | rzedu opisanego
transmitancjq operatorowg (2), opisuje zalezno$¢:

My et ) KOl oK (J1n
g"(t)= LG (s)}—f{Tsv+l}—Tt E( th (3)

Przy wyznaczaniu odwrotnej transformaty Laplace’a w réwnaniu (3)
k
1
—_
j B i T (4)

uzyskano:
1
E |-—=t"
V’V( T Ok +v)

Otrzymano ostatecznie zalezno$¢ opisujacq odpowiedz impulsowg
cztonu inercyjnego | rZQdU'

(V)(t)_

© K

WA Vk+V)
Dla przypadku szczegédlnego, gdy V= 1, ze wzoru (3) wynika:
K t) K -
D(t)y=—E, |-=|=—eT 6
g()Tm(T)T 0

a wiec, powszechnie znane w literaturze wyrazenie opisujace cha-
rakterystyke impulsowa cztonu inercyjnego | rzedu.
Ponizej przedstawiono odpowiedz elementu inercyjnego | rzedu

na wymuszenie 1(t). Transformata Laplace’a odpowiedzi jed-
nostkowej wyniesie:

) 1 (v) K 75 v 73 v
h™(t) = f{ G (S)} {M}*Tt va( Tt) (7)

Dla:



1 k
_itv
1 °° ( T j (8)
E, | =t |23 o——
V’V”( T j SOk +v+1)

otrzymujac ostatecznie zalezno$¢ opisujacg odpowiedz skokowg
czionu inercyjnego | rzedu:
T) *t

h)(t) = tvw (=
()= kZ:;‘F (k+v+1)

Dla przypadku szczegolnego, gdy ¥V = 1, ze wzoru (7) wynika:

e e ]

a wiec powszechnie znana zalezno$¢ definiujaca charakterystyke
skokowa czionu inercyjnego | rzedu.

Aby przedstawi¢ charakterystyki czestotliwo$ciowe, nalezy wy-
znaczy¢ transmitancje widmowa niecatkowitego rzedu badanego
cztonu. W tym celu podstawia sie zaleznos$é¢ (11):

i i%: z cen [ 7 1
S=Jo=awe w{cos(2j+jsm(2ﬂ (11)

do wzoru (2) i otrzymuije sie:
G (jo)= .

)

K K
T(ie) +1 vaejg +1 Ta;{cos(%”} jsin[%ﬂﬂu (12)
Po elementarnych przeksztatceniach oblicza sig cze$¢ rzeczywisty i
urojona transmitancji widmowej:

G" (jo) =P (@) + jQ¥ () (13)

gdzie:
K{Ta) cos( > J+1}
P (0)= ; T (149)
{Ta) cos( j+1} +{va sin(mﬂ
2 2
KTw" sin[vgj
Q"(w)=- (14b)

el el

Ze wzordw (14) wyznacza si¢ charakterystyke amplitudowo — fazo-
wa (Nyquista) cztonu inercyjnego | rzedu. Przebiegi charakterystyk
dla réznych wartosci parametru V' przedstawiono na Rys. 1.:
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Rys. 1. Charakterystyki amplitudowo — fazowe niecatkowitego rzedu
cztonu inercyjnego Irzedu dla parametrow K i T=1 dla

ve(05+12)

[opracowanie wiasne]

B cksploatacja i testy B

Dla przypadku szczegdlnego, gdy V' = 1, ze wzoru (14) wyni-

ka:
K
P(l)(a)):m (153)
KT
QW(w)= _—1+(TZ)2 (15b)

a wiec powszechnie spotykane w literaturze zaleznosci definiujgce
charakterystyke amplitudowo - fazowg cztonu inercyjnego | rzedu.
Ze wzor6w (14) wyznacza sig¢ zaleznosci definiujace:
logarytmiczng charakterystyke amplitudowg analizowanego
czionu dynamicznego:
L) = 201096 (jo) = 2010g\[P* ()] + " ()}

L")(w) = 20l0g J K{Ta’ cos( 2 ]“} l Ko sin[%j

lz (16)

el -poolS]| ool oG]

logarytmiczng charakterystyke fazowg analizowanego cztonu dy-

namicznego:
. VT
Tw" sin| —
QW (w)] _ (2j

o j =-arctg ———~—
P (w) Tw" cos(vgj +1

Dla przypadku szczegdlnego, gdy vV = 1, ze wzordw (16) i (17)
wynika:

" (w) = arctg( (17)

2 2T2 2
LY (@) = 20l0g K —+ KT » .
1+T2°f ([+T%?) (9
L (w)=20log K —20log y/1+ (Tw)’
o (w)=-arctgTew (19)

a wiec znane w literaturze zalezno$ci definiujace czestotliwosciowe
charakterystyki logarytmiczne Bodego (amplitudowa i fazowa) czto-
nu inercyjnego | rzedu.

Przebiegi charakterystyk Bodego cztonu inercyjnego | rzedu
opisane za pomoca rachunku rézniczkowego z pochodnymi niecat-
kowitych rzed6w zostaly pokazane na Rys. 2. oraz Rys. 3.:

Czton inercyjny 1 rzedu - Lim)
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Rys. 2. Logarytmiczne charakterystyki amplitudowe cztonu inercyj-
nego | rzedu dla réznych warto$ci parametru v oraz parametrow K i
T=1 [opracowanie wiasne]
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Rys. 3. Logarytmiczne charakterystyki fazowe cztonu inercyjnego
[ rzedu dla roznych wartosci parametru v oraz parametréw K i T=1
[opracowanie wiasne]

Logarytmiczne charakterystyki czestotliwo$ciowe czlonu iner-
cyjnego | rzedu, wyznaczone za pomocg symulacji komputerowe;
poprawnie odzwierciedlajq dynamike uktadu. Dla parametru

v :llogarytmiczna charakterystyka amplitudowa (Rys. 2.) ma
nachylenie -20 dB na dekade dla pulsacji wiekszej od pulsacji rezo-
nansowej, tak jak jest w logarytmicznej charakterystyce amplitudo-
wej wyznaczonej z transmitancji operatorowej catkowitego rzedu.
Logarytmiczna charakterystyka fazowa (Rys. 3.) niecatkowitego

rzedu dla parametru v =1 przebiega dokfadnie tak jak logaryt-
miczna charakterystyka fazowa wyznaczona z transmitancji opera-
torowej catkowitego rzedu. Nachylenie logarytmicznej charaktery-
styki amplitudowej jest tym mniejsze, im mniejszy jest rzad rozniczki
w réwnaniu rézniczkowym niecatkowitego rzedu opisujacym badany
czton inercyjny. Przesuniecie fazowe zmniejsza si¢ wraz ze zmniej-
szaniem sig rzedu rozniczki.

2.Czton catkujacy idealny
Element catkujacy idealny opisany jest réwnaniem rézniczko-
wym z pochodnymi niecatkowitego rzedu:

Ty Dy y(t) = Kx(t) (20)
Stosujac przeksztatcenie Laplace’a do réwnania (20), dla zero-
wych warunkéw poczatkowych, otrzymuije sie:
Ts"Y(s)=KX(s) 1)
Z réwnania (21) wyznacza sie transmitancje operatorowg cztonu
catkujacego idealnego rzedu v:

y Y(s K
G)(s)= (s) _ : @)
X(s) Ts
Odpowiedz impulsowa cztonu catkujgcego idealnego opisanego
transmitancjg operatorowg (22), opisuje zalezno$¢:

K Kt"
gV ()= LU (s)f =L b= (@
Ts T (v)
Przy wyznaczaniu odwrotnej transformaty Laplace’a w roéwnaniu
(23) dla przypadku szczegoinego, gdy ¥ = 1 26 wzoru (23) wyni-
ka:

g“)(t):?l(t) (24)

a wiec powszechnie znane wyrazenie definiujace charakterystyke
impulsowg cztonu catkujacego idealnego.
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Na Rys. 4., pokazane zostaty odpowiedzi impulsowe dla rzedu
z przedziatu [0,5 ... 1,2].
Odpowiedz impulsowa czionu catkujacego idealnego wyzna-

czona z réwnania (23) dla parametru V' = 1 (Rys. 4) pokrywa sie z

odpowiedzig impulsowg wyznaczong zréwnania rézniczkowego

zwyczajnego [. Potwierdza to prawidtowos$¢ wyznaczonego modelu.
Odpowiedz skokowg definiuje zalezno$c¢:

(v) _ 1 E (v) _ 1 K — Kt
e florio] -]

Dla przypadku szczegdlnego, gdy V' = 1, ze wzoru (25) wyni-
ka:

h“’(t)=$-t (26)

a wiec powszechnie znane wyrazenie definiujace charakterystyke
skokowg cztonu catkujacego idealnego.

Czton catkujgcy idealny - charakterystyka impulsowa
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Rys. 4. Odpowiedzi impulsowe elementu catkujacego idealnego dla
rzedéw [0,5...1,2] oraz parametréw K i T=1 [opracowanie wiasne]

Ponizej, na Rys. 5. pokazane zostaty odpowiedzi skokowe dla
rzedu z przedziatu [0,5 ... 1,2]:

Czton catkujacy idealny - charakterystyka skokowa
141

12¢

Rys. 5. Odpowiedzi skokowe elementu catkujgcego idealnego dla
rzedéw [0,5 ...1,2] oraz parametréw K i T=1 [opracowanie wiasne]

Wyznaczona odpowiedz skokowa (Rys. 5.) dla parametru
V= 1, pokrywa sie z odpowiedzig skokowg wyznaczong metodg,



klasyczng. Potwierdza to prawidiowe jej wyznaczenie. Zmniejszajac
rzad rézniczki uktad nabiera charakteru cztonu inercyjnego | rzedu,
zwiekszajac rzad rézniczki cztonu catkujacego rzeczywistego.

Podstawiajac zalezno$¢ (11) do wzoru (22), otrzymuje sie
transmitancje widmowg idealnego cztonu catkujacego:

6(jo)= N

Tw" {COS(WJ + ] sin(mﬂ @0
2 2

Po elementarnych przeksztatceniach oblicza sie cze$¢ rzeczy-
wistq i urojong transmitancji widmowej:

G" (jo) =P (@) + jQ¥(w) (28)
gdzie:
K cos(vgj s
p() _ a
(@) Tw"

. (VT

0" ()= “ sm(zj (290)
Tw"

Z wzordw (29) wyznacza sie charakterystyke amplitudowo — fa-
zowa (Nyquista) idealnego czionu catkujacego. Przebieg charakte-

rystyki przedstawia Rys. 6.
Czlon catkujacy idealny - Q(P)
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Rys. 6. Charakterystyki amplitudowo — fazowe cztonu catkujacego
idealnego dla réznych warto$ci parametru v oraz parametrow K
i T=1 [opracowanie wiasne]

Nachylenie charakterystyki amplitudowo — fazowej zalezy tylko
od wartosci rzedu elementu i nie zalezy od statej czasowej. Tq
wiasciwo$¢ wykorzystuje sie do projektowania uktadéw zamknietych
odpornych na zmiane parametréw obiektu, przy zastosowaniu
regulatorow PI(v)D(u), w ktdrym zaréwno czion catkujacy, jak
i rézniczkujgcy moze byC niecatkowitego rzedu). Wiasciwo$¢ ta
wynika z analizy wzorow (4.29), gdyz mozna zapisac:

Q) (@) = —tg(v—z”jpm (@)

We wzorze (30) nie wystepuje stata czasowa, tylko rzad pochodno —
catki.

Ze wzordw (29) wyznacza si¢ réwnania opisujace przebiegi
charakterystyk czestotliwo$ciowych Bodego:

logarytmicznej charakterystyki amplitudowe;j:

(30)
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keod )| [ wsinf¥7)]
L"(w) = 2010g/6™"(jo) = 20l0g { c:izw { SIH[ZJ] 1)

L") = ~20l0g %w —_20log % —20vlog

logarytmicznej charakterystyki fazowej;:
K sin(%}
Tw;”] = 7arctg{tg [‘%[H = 7%[

K cos(—
2

Tw"

(/,(V)(w)zarctg[Q‘”’(m)

P(")(a))] =arctg

Dla przypadku szczegolnego, gdy vV :1, ze wzordw (31) i
(32) wynika:

K
L' ()= 20log?—20Ioga) (33a)

(p(l)(w):_z (33b)
2

a wiec powszechnie znane zaleznosci definiujgce czestotliwosciowe
charakterystyki logarytmiczne Bodego (amplitudowg i fazowa) ide-
alnego cztonu catkujacego.

Przebiegi charakterystyk Bodego idealnego cztonu catkujacego
opisane za pomoca rachunku rézniczkowego z pochodnymi niecat-
kowitych rzeddéw zostaty pokazane na Rys. 7. oraz Rys. 8.:

Czton catkujacy idealny - L)
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Rys. 7. Logarytmiczne charakterystyki amplitudowe idealnego
cztonu catkujacego dla réznych warto$ci parametru v oraz parame-

tréw K i T=1 [opracowanie wtasne]
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0]
o 1 2 2

aD 10 10 10

ok —0o4a
—07

20f —09

30k

—12

ank

S0k
B0 F

¢l [°]

ok
8ok
90
-100

-110t
Rys. 8. Logarytmiczne charakterystyki fazowe idealnego cztonu
catkujacego dla réznych wartosci parametru v oraz parametréw K
i T=1 [opracowanie wiasne]
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Na Rys. 7. oraz Rys. 8. wida¢, Ze logarytmiczna charakterystyka
amplitudowa dla parametru V' = 1 ma nachylenie -20 dB na deka-

de, a logarytmiczna charakterystyka fazowa ¢ =-90 . Przebiegi
logarytmicznych charakterystyk czestotliwo$ciowych cztonu catkuja-
cego idealnego wyznaczone z réwnania rézniczkowego catkowitego
rzedu, pokrywajq sie z przedstawionymi na Rys. 7. oraz Rys. 8. dla

parametru V' = 1 Zmniejszajac rzad rozniczki zmniejsza si¢ spa-
dek wzmocnienia, zwiekszajac rzad rézniczki spadek wzmocnienia
zwieksza sie. Mozna wiec wywnioskowaé, ze spadek wzmocnienia
zalezy tylko od rzedu rézniczki. Na logarytmicznej charakterystyce
fazowej widac, ze przesuniecie fazowe zalezy od rzedu rézniczki.
Zwiekszajac rzad zwigksza sig przesuniecie fazowe ukladu i od-
wrotnie.

3.Czton catkujacy rzeczywisty
Element catkujacy rzeczywisty opisany jest réwnaniem roznicz-
kowym o pochodnych niecatkowitego rzedu:

Kx(t) =Ty D y(t)+%Dy y(t) (34)
Stosujac przeksztatcenie Laplace’a do réwnania (34), dla zero-
wych warunkéw poczatkowych, otrzymuije sie:
KX (s)=Ts?Y(s)+s"Y(s) (35)
Z réwnania (35) wyznacza sie transmitancje operatorowg cztonu
catkujacego rzeczywistego rzedu v:

, Y(s) K K
G —
(s)= X(s) Ts*+s" s'(1+Ts") (%)

Odpowiedz impulsowa cztonu catkujacego rzeczywistego opi-
sanego transmitancjg operatorowg (36), opisuje zaleznos¢:

Iy — e o K
g (t)=L1{G (s)}_r{m} (37)

Przeprowadzajac rozktad na utamki proste:
K A B

=—+
svil+TsVi s¥ 1+4Ts" (38)

i obliczajac wspotczynniki A i B:

{A =K
(39)

B =—-KT
3]

otrzymuje SiQ'

v-1
V()= £/ K KT |_K CKtE,
s” 1+7s" ) () '

S
:V):

Przyjmujac (% = B

k
1
1 2 (_Ttvj 1)
Ev vl _t" = Z—
T = Tk +v)

Otrzymuje sie ostatecznie zalezno$¢ opisujacg odpowiedz im-
pulsowg cztonu catkujgcego rzeczywistego:

g Ko™t (-T) " t*
O R =Ty

Dla przypadku szczegolnego, gdy ¥V = 1, wynika:

(42)
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t
g®P(t)=K - KEM(—%) = K[l—e_TJ (43)

a wiec powszechnie znana zalezno$¢ definiujgca charakterysty-
ke impulsowg cztonu catkujacego rzeczywistego.

Na Rys. 9., pokazane zostaty odpowiedzi impulsowe dla rzedu
z przedziatu [0,8 ... 1,2].

Czton catkujacy rzeczywisty - charakterystyka impulsowa
1600 -
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MIOF | — pggs
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Rys. 9. Odpowiedzi impulsowe elementu catkujacego rzeczywistego
dla rzeddéw [0,8 ... 1,2] oraz parametroéw k i T=1 [opracowanie wia-
sne]

Odpowiedz skokowg wyznacza sie z zalezno$ci:

ey 1) lam _ K
h (t)—f{sG (S)} f{m} (44)

Po przeprowadzeniu rozktadu na utamki proste otrzymuje sie:

K KT Kt” 1
h)(ty= £t - 1= __Kt'E -t
(M)=L475 (1 J o rD) [ = ) (45)
Ts ?‘FS

Przyjmujac (¥ =V i B = V+1):

1 k
_itv
1) ( T j (40
E -zt ]=Y= " 2
V‘”l( T j kz_(;l"(ﬂ(+v+1)

Otrzymuije sie ostatecznie zalezno$¢ opisujacg odpowiedz sko-
kowg cztonu catkujacego rzeczywistego:

) Kt” (=T ) *t*
ht)(t) = 4
()= r(v+1) Z Ik +v+1) )

Dla przypadku szczegolnego, gdy V= 1, ze wzoru (45) wyni-

ka:
T

a wiec znana zalezno$¢ [46], [82], [83] definiujgca charaktery-
styke skokowg cztonu catkujacego rzeczywistego.

Na Rys. 10. pokazane zostaty odpowiedzi skokowe dla rzedu
z przedziatu [0,2 ... 1].

h®(t) =Kt - KtELZ(—$J =Kt - K{
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Rys. 10. Odpowiedzi skokowe elementu catkujgcego rzeczywistego
dla rzeddéw [0,2...1] oraz parametréw k i T=1 [opracowanie wiasne]

Podstawiajac zalezno$¢ (11) do wzoru (36), otrzymuje sie
transmitancje widmowa rzeczywistego cztonu catkujacego:
K

G (jo)=
oo ) w3 ol )]

Po elementarnych przeksztatceniach oblicza sie czes¢ rze-
czywista i urojong transmitancji widmowej:

G¥ (jo) =P (@) +JQV (@) (50)
gdzie:
PO () = K{T(uz" COSZ[%] ~To® siznz(%jﬂuv Cos(%)] |
{Tm“ 5052[%] —Teo® sinz(%j s cos(%ﬂ i {2‘[{02" sin(%} cos[%] " Sin[%ﬂ (51 a)
@ sl ol 7)o () (51b)

{Tm’" cos’[%} ~To™ sin’(%j +ao" cos(%ﬂ? + {ZTw"' sin(%j cos(%] +o" sin(%ﬂz
Z wzordw (51a) oraz (51b) wyznacza sie charakterystyke ampli-
tudowo - fazowg (Nyquista) czlonu catkujgcego rzeczywistego.

Przebieg charakterystyki przedstawia Rys. 11.:
Czton catkujgcy rzeczywisty - QP)

FI
g3 25 2 15 - 05 0 0.5 1
0.8
or 0.85
05+ 0.3
WL 1
) 1.2
15}
Q@ 4
25}
_3 L
asf
At
45

AL

Rys. 11. Charakterystyki amplitudowo — fazowe cztonu catkujacego
rzeczywistego dla réznych wartoSci parametru v oraz parametrow k
i T=1 [opracowanie wiasne]

B cksploatacja i testy B

Dla przypadku szczegdlnego, gdy V' = 1, ze wzoru (51) wyni-

ka:
—KTw? KT
(1) — - _
P (a))_Tza)4+a}2 T T20% 41 (52a)
Ko K
W)= — - (52b)
Q™ (@) T?0" + »? a)(l+T2a)2)

a wiec powszechnie znane zaleznoéci [definiujgce charakterystyke
amplitudowo — fazowa cztonu catkujacego rzeczywistego.
Ze wzorow (51a) oraz (51b) wyznacza si¢ réwnania opisujace
przebiegi charakterystyk czestotliwo$ciowych Bodego:
logarytmicznej charakterystyki amplitudowe;j:
L (@) = 201og|G* (jo) = 20 log VPV @) +[o" ()] (53)
logarytmicznej charakterystyki fazowey:

- 2Tw" sin(z) cos(v—”) + sin(v—”)
2 2 2
To" cosztﬂ) ~Tw" sin? [ﬂj + cos[ﬂj
2 2 2

Dla przypadku szczegolnego, gdy V :1, ze wzorow (53) i
(54) wynika:

2
—KTo? Ko
L(l)(a))__ZOIOg\/|:(Ta)2)2+a)2:| +|:_(Ta)2)2+d)2

LW (@)= 20log K —20log @ — 20log VT 2w? +1

Q"(w)
P(")(a))

oM (w)= arctg( j = arctg (54)

T (55a)

) _ o ) 1 bl
o (w)= arctg(Tw2 j = arctg To= arctgewT > (55b)
a wiec powszechnie znane zaleznosci definiujgce czestotliwosciowe
charakterystyki logarytmiczne Bodego (amplitudowg i fazowa) rze-
czywistego cztonu catkujgcego.

Przebiegi charakterystyk Bodego rzeczywistego cztonu catkuja-
cego opisane za pomocg, rachunku rézniczkowego z pochodnymi
niecatkowitych rzedéw zostaty pokazane na Rys. 12. oraz Rys. 13.:

Czton catkujacy rzeczywisty - L)

w

il -1 0 1
a0 1 1 19

20k
30k

40t

sol
Rys. 12. Logarytmiczne charakterystyki amplitudowe rzeczywistego

cztonu catkujacego dla réznych warto$ci parametru v oraz parame-
trow K i T=1 [opracowanie wiasne]

Aurogusy 122018 519



B cksploatacja i testy IS

Czton catkujacy rzeczywisty - $lm)
o]

.2 - 0
af 0 1 o

— 08

B0 E

-100 F

20t
= 140}
-1B0}
SEu

2001

-2d00

Rys. 13. Logarytmiczne charakterystyki fazowe rzeczywistego
czionu catkujacego dla réznych warto$ci parametru v oraz parame-
tréw Ki T=1 [opracowanie wiasne]

Logarytmiczne charakterystyki czestotliwo$ciowe cztonu catku-
jacego rzeczywistego, poprawnie odzwierciedlajq dynamike ukfadu.

Dla parametru v :1Iogarytmiczna charakterystyka amplitudowa
ma nachylenie -20 dB na dekade dla pulsacji wigkszej od pulsacji
rezonansowej, a wiec tak jak jest w znanej w literaturze, logaryt-
micznej charakterystyce amplitudowej wyznaczonej z réwnania
rézniczkowego zwyczajnego cztonu. Logarytmiczna charakterystyka

fazowa niecatkowitego rzedu dla parametru ¥V = 1 ma asymptoty

(@)= ()=
poziome dane réwnaniami i 2 oraz P\9)= 7[, czyli tak
jak to jest w logarytmicznej charakterystyce fazowej wyznaczonej z
réwnania rézniczkowego zwyczajnego. Nachylenie logarytmicznej
charakterystyki amplitudowej jest tym mniejsze, im mniejszy jest
rzad rézniczki w rownaniu rézniczkowym niecatkowitego rzedu
opisujgcym badany czton. Przesuniecie fazowe zmniejsza si¢ wraz
ze zmniejszaniem sie rzedu rozniczki. Wida¢ tu podobienstwo do
cztonu inercyjnego | rzedu, opisanego réwnaniem rézniczkowym o
pochodnych niecatkowitego rzedu.

4.CZLON ROZNICZKUJACY IDEALNY
Element rézniczkujacy idealny opisany jest rbwnaniem niecat-
kowitego rzedu:

y(t) =T, DM Kx(t) (56)

Stosujac przeksztatcenie Laplace’a do réwnania (56), dla zero-
wych warunkéw poczatkowych, otrzymuije sie:
Y(s)=KTs"X(s) (57)
Z réwnania (57) wyznacza sie transmitancje operatorowg cztonu
rézniczkujacego idealnego rzedu v:
Y(s
G(”(s):—( ) _ ks (58)
X(s)
Odpowiedz impulsowa cztonu rézniczkujgcego idealnego opisa-
nego transmitancjg operatorowg (58), opisuje zalezno$¢:

g (t)= L GW(s)}= £{KTs" = KTt (59)

F(—v)
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Przy wyznaczaniu odwrotnej transformaty Laplace’a w réwnaniu

(59), dla przypadku szczegdlnego, gdy V _)1, ze wzoru (59)
wynika:

. ds(t)
limg)(t)= KT —2 60
limg*(t) . (60
gdzie:
0 dla t=#0
WO_ . wa 1m0 e
dt
-0 dla t=+40

a wiec znana zalezno$¢ definiujgca charakterystyke impulsowq
cztonu rézniczkujacego idealnego.

Ponizej, na Rys. 14., pokazane zostaty odpowiedzi impulsowe
czionu rézniczkujacego idealnego dla rzedu z przedziatu [0,5...1,2):

Czton rdzniczkujgcy idealny - charakterystyka impulsowa

= 0

_1D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 0.1 n2z 03 04 05 06 07 08 09 1

t
Rys. 14. Odpowiedzi impulsowe elementu rézniczkujacego idealne-
go dla rzedow [0,5 ... 1,2] oraz parametréw K i T=1 [opracowanie
wiasne]

Odpowiedz skokowg definiuje zalezno$¢:

(-v)
h(”(t):fl{iG(”(s)} e L

r(1-v)

(62)

Dla przypadku szczegdlnego, gdy ¥V — 1, ze wzoru (62) wyni-
ka:

limg"(t) = KTs(t) (63)

a wiec znana zalezno$¢ definiujgca charakterystyke skokowa
cztonu rozniczkujacego idealnego.

Na Rys. 15. pokazane zostaty odpowiedzi skokowe dla rzedu
z przedziatu [0,2...1].
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Rys. 15. Odpowiedzi skokowe elementu rézniczkujgcego idealnego
dla rzedéw [0,5...1,2] oraz parametréw K i T=1 [opracowanie wia-
sne]

Podstawiajac zaleznos¢ (11) do wzoru (58), otrzymuje sie
transmitancje widmowg idealnego cztonu rdzniczkujacego:

GV (jw)= KTw{cos(%j+ jsin(%ﬂ (64)

Po elementarnych przeksztatceniach oblicza sie cze$¢ rzeczy-
wistg i urojong transmitancji widmowe;j:

GY(jo)=P" (w)+ jQ" (o) (65)

gdzie:
P (w)=KTw" cos(%”} (66a)
Q") (w) = KTw" sin(%ﬁj (66b)

Z wzordw (66) wyznacza sie charakterystyke amplitudowo — fa-
zowg (Nyquista) idealnego cztonu rézniczkujacego, ktorej przebieg
przedstawia Rys. 16.. Podobnie jak w przypadku cztonu catkujacego
idealnego nachylenie charakterystyki amplitudowo - fazowej zalezy
tylko od warto$ci rzedu elementu i nie zalezy od statej czasowej. Tq
wiasdciwo$C wykorzystuje sie do projektowania uktadéw zamknietych
odpornych na zmiane parametréw obiektu, przy zastosowaniu
regulatorow PI(v)D(u) — regulatora PID, w ktérym zarédwno czion
catkujacy, jak i rozniczkujacy moze by¢ niecatkowitego rzedu. Wia-
$ciwos¢ ta wynika z analizy wzoréw (66), gdyz mozna zapisac:

Q¥ (@) = tg(%jp(” (@) (67)

We wzorze (67) nie wystepuije stata czasowa, tylko rzad pochodno —
catki.

B cksploatacja i testy B

Czton rézniczkujacy idealny - Q(F)
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Rys. 16. Charakterystyki amplitudowo — fazowe cztonu rézniczkuja-
cego idealnego dla réznych warto$ci parametru v oraz parametrow
K'i T=1 [opracowanie wiasne]

Dla przypadku szczegdlnego, gdy vV = 1, ze wzoru (29) wyni-
ka:
PY(w)=0 (68a)
Q" (w)=KTw (68b)
a wiec znane zaleznosci definiujace charakterystyke amplitudowo —
fazowg idealnego cztonu rézniczkujacego.
Ze wzordw (66) wyznacza sie réwnania opisujace przebiegi
charakterystyk czestotliwosciowych Bodego:
logarytmicznej charakterystyki amplitudowe;:

() = (i) = 212 2v o2 VE 212 2v in2| VU
L"(e)=20l0g|G"(jo) Zolog\/K T2w cos(sz T2 sin (2} (69)

L")()=20log KTew"
logarytmicznej charakterystyki fazoweyj:

) Q") (w) KTw" sin[VlJ o o
o' (w)= arctg[ P“”(w)] = arctg T{"lj = arctg{tg [TH = (70)
2

Dla przypadku szczegdlnego, gdy v :1, ze wzordw (69) i
(70) wynika:

LY (@) =20log KT

(1) _T
w)=—
(o) 5

a wiec znane zalezno$ci definiujgce czestotliwosciowe charaktery-
styki logarytmiczne Bodego (amplitudowg i fazowg) idealnego czto-
nu rézniczkujacego.

Przebiegi charakterystyk Bodego idealnego cztonu rézniczkuja-
cego opisane za pomocg, rachunku rézniczkowego z pochodnymi
niecatkowitych rzedéw zostaty pokazane na Rys. 17. Oraz Rys. 18.:

(T1a)

(71b)
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Rys. 17. Logarytmiczne charakterystyki amplitudowe idealnego
czionu rézniczkujgcego dla roznych warto$ci parametru v oraz
parametrow K i T=1 [opracowanie wiasne]
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Rys. 18. Logarytmiczne charakterystyki fazowe idealnego cztonu
rézniczkujacego dla réznych wartoci parametru v oraz parametrow
Ki T=1 [opracowanie witasne]

Z Rys. 17. oraz Rys. 18. wynika, ze logarytmiczna charaktery-
styka amplitudowa dla parametru V' = 1ma nachylenie +20 dB na

dekade, a logarytmiczna charakterystyka fazowa ¢ =90 . Do-
ktadnie w ten sam sposéb przebiegajg logarytmiczne charakterysty-
ki czestotliwosciowe czionu rézniczkujgcego idealnego wyznaczone
z réwnania rozniczkowego catkowitego rzedu. Zmniejszajac rzad
rézniczki zmniejsza sie szybko$¢ wzrostu wzmocnienia. Z tego faktu
wynika, ze szybko$¢ wzrostu wzmocnienia zalezy tylko od rzedu
rézniczki. Na logarytmicznej charakterystyce fazowej wida¢, ze
przesuniecie fazowe zalezy od rzedu rézniczki. Zwiekszajac rzad
zwigksza si¢ przesuniecie fazowe uktadu.

5.Czton rézniczkujacy rzeczywisty
Czton rdzniczkujacy rzeczywisty opisany jest réwnaniem réz-
niczkowym o pochodnych niecatkowitego rzedu:
To Dy y(t) + y(t) =K 3Dy x(1) (72)
Stosujac przeksztatcenie Laplace’a do réwnania (34), dla zero-
wych warunkéw poczatkowych, otrzymuije sie:
Ts"Y(s)+Y(s)=Ks"X(s) (73)
Z rdwnania (73) wyznacza sie transmitancje operatorowg cztonu
rézniczkujacego rzeczywistego rzedu v:
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Y(s Ks”
GM(s)= (s) _ (74)
X(s) Ts" +1
OdpowiedZz impulsowa cztonu catkujacego rzeczywistego opi-
sanego transmitancjg operatorowg (74), opisuje zaleznos¢:

Ks"
M(t)= LGV (s)}= L
g (t)= LG (s)} {TSVH} (75)

Po elementarnych przeksztatceniach, uzyskuje sie:

K K ., 1.,
g(”)(t)=;5(t)—T—2tV 1Ew(—;t j (76)

Przyjmujac (X =B =V,
k
(‘1“)
1 2T (77)
E |-t |=Y~~ ~Z_
V'V( T j Z“F(vk+v)

Otrzymuje sie ostatecznie zalezno$¢ opisujacg odpowiedz im-
pulsowa czionu rézniczkujqcego rzeczywistego:

Ttk
gt _—5 oy (78)
(t) Z vk +v
Dla przypadku szczegdlnego, gdy V' = 1, ze wzoru (76) wyni-
ka:
k k t k k
9(1)(0=*5(t)—T7E1,1(—?]:?5()—Tﬁe ! (79)

a wiec znana zalezno$¢ definiujgca charakterystyke impulsowq
cztonu rozniczkujacego rzeczywistego.

Na Rys. 19. pokazane zostaty odpowiedzi impulsowe dla roz-
nych rzedéw.

Czton razniczkujacy rzeczywisty - charakterystyka impulsowa

Rys. 19. Odpowiedzi impulsowe elementu rézniczkujacego rzeczy-
wistego dla réznych wartosci parametru v oraz parametréw K i T=1
[opracowanie wiasne]

Odpowiedz skokowg wyznacza si¢ z zaleznoSci:

st—l
h(t)= LG
(t)= { (S)} {Ts%l} (80)

K 1
h“)(t):;Ev,{—;th @)

Dla:

i przyjmujac (& =V i lel):



1 =\ T (82)
£ -2t =Y
T ~ I'(k+1)
otrzymuje si¢ ostatecznie zalezno$¢ opisujacq odpowiedz skokowq
czionu rézniczkujacego rzeczywistego:

—T )t
h(V)(t) Z( Vi-i-l (83)

Dla przypadku szczegdlnego, gdy vV = 1, ze wzoru (81) wyni-
ka:

t
h<l>(t):5e( 7) (84)
T
a wiec znana zalezno$¢ definiujaca charakterystyke skokowg cztonu
rézniczkujacego rzeczywistego.
Na Rys. 20. pokazane zostaty odpowiedzi skokowe dla wybra-
nych rzedow.

Czton razniczkujacy rzeczywisty - charakterystyka skokowa
1.2
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a

Rys. 20. Odpowiedzi skokowe elementu rozniczkujacego rzeczywi-
stego dla réznych wartosci parametru v oraz parametrow K i T=1
[opracowanie wiasne]

Podstawiajac zalezno$¢ (11) do wzoru (74), otrzymuje sie
transmitancje widmowa rzeczywistego cztonu rézniczkujacego:

L
o [COS[ )iy ﬂ”

Po elementarnych przeksztatceniach oblicza sie cze$¢ rzeczy-
wistq i urojong transmitancji widmowej:

6 (j) =

(85)

GY (jw) =P (w)+ jQ" () (86)
gdzie:
KTo® +Ko" cos[v—”j

PO)(w) = 2

|:Ta) cos[ ]+ 1}2 {Tw” sin[wrﬂ2 (873)
2 2
K" sin| 2

Q" (w)= [ 2 ] (87b)

o) ol

B cksploatacja i testy B

Ze wzoru (87) wyznacza si¢ charakterystyke amplitudowo — fa-
zowq (Nyquista) cztonu rézniczkujacego rzeczywistego, ktdrej prze-
bieg przedstawia Rys. 21..

Czton razniczkujgoy rzeczywisty - QF)
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-0.2 u] 0.z 0.4 0.6 0.8 1 1.2
FI

Rys. 21. Charakterystyki amplitudowo — fazowe cztonu rézniczkuja-
cego rzeczywistego dla réznych wartosci parametru v oraz parame-
tréw K'i T=1 [opracowanie wtasne]

Dla przypadku szczegdlnego, gdy vV = 1, ze wzoru (87) wyni-

ka:
KT w?
Pe) =
Ko (88)
W)=
Q™ (@) T?w? +1

a wiec powszechnie znane zaleznosci definiujgce charakterystyke
amplitudowo — fazowa cztonu rézniczkujacego rzeczywistego.

Ze wzorow (87) wyznacza sie réwnania opisujace przebiegi
charakterystyk czestotliwo$ciowych Bodego:
logarytmicznej charakterystyki amplitudowe;:

L (@)= 2010g|G* (jo) = 20109 {[P* (0
logarytmicznej charakterystyki fazowej:

o () = arctg(Q(v EwgJ = arctg
(4]

) +RV@)f  (89)

. v
sin| —
( 2 j
To" + cos(wzj
2

Dla przypadku szczegdlnego, gdy v =1, ze wzorow (89) i
(90) wynika:

(90)

KTw? |’ Ko T
L (w)=20lo + (91a)
(@) g\/{Tza}2+1} [T2w2+1}
LY (w)=20log Ko — 20log v T 2? +1
go(”(a)):arctgizz—arctng (91b)
To 2

a wiec znane w literaturze zalezno$ci definiujgce czestotliwo$ciowe
charakterystyki logarytmiczne Bodego (amplitudowg i fazowa) rze-
czywistego cztonu rézniczkujacego.

Przebiegi charakterystyk Bodego rzeczywistego cztonu réznicz-
kujacego opisane za pomocg rachunku rézniczkowego z pochod-
nymi niecatkowitych rzedéw zostaty pokazane na Rys. 22. oraz Rys.
23.
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Rys. 22. Logarytmiczne charakterystyki amplitudowe rzeczywistego
czionu rédzniczkujacego dla roznych wartosci parametru v oraz
parametréw K i T=1 [opracowanie wiasne]
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Rys. 23. Logarytmiczne charakterystyki fazowe rzeczywistego
cztonu rézniczkujacego dla réznych wartoSci parametru v oraz
parametrow K i T=1 [opracowanie wiasne]

Wyznaczone charakterystyki zaréwno czasowe jak i czestotli-

wosciowe, dla parametru V = 1 pokrywajg sie z charakterystykami
wyznaczonymi metodg klasyczna, czyli na podstawie analizy réw-
nania rézniczkowego zwyczajnego stanowigcego model matema-
tyczny analizowanego czlonu rézniczkowego rzeczywistego. Ta
zgodnos¢ potwierdza prawidtowo$¢ metody.

Szybko$¢ wzrostu wzmocnienia uktadu, dla czestotliwosci
mniejszych od czestotliwosci rezonansowej, zalezy od rzedu réz-
niczki i jest tym wieksze im wyzszy jest ten rzad. Przeprowadzajac
analize Rys. 23. mozna powiedzie¢, ze zwiekszenie rzedu rézniczki
powoduje zwiekszenie przesuniecia fazowego, dla matych czesto-
tliwosci, mniejszych od czestotliwosci rezonansowej. Zwiekszenie
rzedu rézniczki, powoduje zatem zwiekszenie dynamiki zjawisk w
analizowanym modelu.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono uogdlniony opis wiasciwosci dyna-
micznych podstawowych elementéw automatyki stosujac rachunek
rézniczkowy niecatkowitych rzedéw. Majac do dyspozyciji niecatko-
wite modele czlondw elementarnych mozna budowa¢ bardziej
Ztozone ukfady automatyki dowolnych rzedéw.
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Opisane w artykule cztony dynamiczne za pomocg rachunku

rozniczkowego niecatkowitych rzedow, dla parametru V = 1,
stanowig powszechnie znane zaleznosci definiujace charakterystyki
czasowe i czestotliwoSciowe badanych cztonéw dynamicznych a
wykreslone na ich podstawie charakterystyki pokrywajg sie z po-
wszechnie znanymi charakterystykami cztondw automatyki opisa-
nymi réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. Potwierdza to zatem
stusznos¢ tezy, ze klasyczny rachunek rézniczkowy (rzedéw catko-
witych) jest przypadkiem szczegolnym rachunku rézniczkowego
rzedow dowolnych.
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B cksploatacja i testy B

Analysis of dynamic properties of selected basic elements
of automation of non-integer orders

The paper presents the application of the fractional calculus to
describe the dynamics of selected basic elements of automation.
For the analyzed models, the integer and non-integer order trans-
mittance was determined. Relationships describing time characteris-
tics were determined and frequency; on the path of computer simu-
lation, the characteristics of the analyzed systems were obtained.
MATLAB software was used for simulation research.

Keywords: fractional calculus, transfer function, basic elements of automat-
ics.
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