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Streszczenie

W artykule przedstawiono dwa réwnania dla pragdu w symetrycznej antenie liniowej,
wyprowadzone po raz pierwszy przez Pocklingtona i Hallena. Oméwiono najpowszechniejszy
sposéob ich rozwigzywania — metod¢ momentéw, ktdrej ideg jest rozwinigcie poszukiwanej
nieznanej funkcji w kombinacj¢ liniowa pewnych znanych funkcji o nieznanych
wspotczynnikach. W ten sposéb mozna doprowadzi¢ do zamiany réwnan operatorowych w
rOwnania algebraiczne. W artykule dokonano réwniez poréwnania naktadéw obliczeniowych
niezbednych do analizy modeli tworzonych w oparciu o réwnania Pocklingtona 1 Hallena.

Stowa kluczowe: antena liniowa, rownanie Hallena, réwnanie Pocklingtona, metoda
momentOw, potencjal wektorowy, potencjat skalarny, koszt obliczeniowy

1. Wprowadzenie

W systemach komunikacji bezprzewodowej, pole elektromagnetyczne przenosi energie¢
1 informacj¢ na duze odlegltosci. Antena jako niezbgdny element tego systemu w duzej mierze
decyduje o jego jakosci. Jednymi z najstarszych i najbardziej popularnych sg anteny liniowe,
ktére nadal znajdujg szerokie zastosowanie w praktyce. Praktycznymi realizacjami anten
liniowych sg anteny wykonane z jednego lub wielu odcinkéw prostych przewodoéw. Tak wigc
liniowos$¢ anteny jest tu rozumiana w sensie geometrycznym i konstrukcyjnym, nie dotyczy
za$ elektrycznego zachowania si¢ anteny.

Jednym z podstawowych probleméw przy symulacji numerycznej zachowania si¢
takich anten jest wyznaczenie rozktadu pradu ptyngcego na powierzchni anteny, co pozwala
nastgpnie na obliczenie jej istotnych parametréw. Wyznaczenie rozktadu pradu jednak
ktopotliwe, gdyz wiaze si¢ zrozwigzywaniem odpowiednich réwnan catkowych. Dopiero
zastosowanie komputerow 1 metod numerycznych pozwolito na szybkie i kontrolowanie
doktadne rozwigzanie rownan Pocklingtona i Hallena, a tym samym na wyznaczanie rozktadu
pradu na wielu antenach, nie tylko tych o liniowej konstrukcji.

W artykule przedstawiono dwa réwnania dla pradu w symetrycznej antenie liniowej,
wyprowadzone po raz pierwszy przez Pocklingtona 1 Hallena oraz omdéwiono
najpowszechniejszy sposéb ich rozwigzywania — metode momentow. Na tej bazie dokonano
poréwnania naktadéw obliczeniowych niezbednych do analizy modeli tworzonych w oparciu
o réwnania Pocklingtona i Hallena.

Dana jest antena liniowa wykonana z doskonatego przewodnika o dtugosci 11 promieniu
a umieszczona w swobodnej przestrzeni w taki sposéb, ze o§ anteny pokrywa si¢ z 0sig z
uktadu wspétrzednych uzytego do analizy.
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Rys. 1. Antena liniowa o dlugosci [ i promieniu &

W $rodku anteny (punkt o wspotrzednej z = 0) jest utworzona nieskonczenie waska
szczelina, w ktdérej umieszczono hipotetyczny generator o SEM V wzbudzajacy symetryczne
pole elektryczne. Natezenie pola elektrycznego E..(z) w szczelinie — przy zatozeniu, ze
szerokos¢ szczeliny Az — 0 1 ze SEM V jest stata — wyraza si¢ poprzez funkcj¢ delta Diraca

5(2) [5]
E.(2) = Vé(z) )

Poza obszarem szczeliny styczna do powierzchni przewodu skladowa pola
elektrycznego jest rowna zeru. Napigcie w szczelinie

Az/2
v=[ m.Ge ®

—Azf2

jest réwne 1V.

2. Réwnania Pocklingtona i Hallena

Rozpatrzmy anten¢ liniowa jak na rysunku 1. Pole elektromagnetyczne przez nig
wytwarzane wyraza si¢ zaleznosciami potencjatu wektorowego A i potencjatu skalarnego @
opisanymi niejednorodnymi rownaniami falowymi [7]

624.(2)

— 5+ kRA (D) = —uL(2), )
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gdzie: ], — sktadowa gesto$ci pradu, p — objetosciowa gestos¢ tadunku na powierzchni anteny,
k = 2m/A = wy/us — liczba falowa, w — pulsacja pola, A — dtugos¢ fali. Prad oraz fadunek
powierzchniowy wigze réwnanie cigglosci
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Jezeli promien anteny jest duzo mniejszy od dtugosci fali (a << ) oraz od catkowitej
dhugosci anteny (a << 1}, to mozemy przyja¢ pewne uproszczenia opisywanego modelu, ktére
w literaturze nosza nazwe¢ przyblizenia cienkoprzewodowego [1]. Przy zastosowaniu
przyblizenia cienkoprzewodowego rozwigzania réwnan (3) - (5) przybieraja postac [1, 2]:

+ jwp(z) = 0. )

w0 exp[—jkR(z,2")] |
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R(zz')=Va* +(z—2)% (8

przy czym: I_(z) — prad ptyngcy wzdtuz osi anteny, o(z) — liniowa gesto$¢ tadunku na osi
anteny, R(z z") — odlegto$¢ od punktu obserwacji do punktu catkowania. Antena, nadawcza
badz odbiorcza, jest zawsze pobudzana polem z zewng¢trznego zrodia. W trybie nadawczym
pole to wytwarza generator przylaczony do zaciskow wejsciowych anteny, w trybie
odbiorczym za$ antena jest o$wietlana padajacym polem elektrycznym. Zewngtrzne zrodio
pola elektrycznego o natezeniu E; indukuje w antenie prad, ktory przy powierzchni anteny
generuje pole elektryczne E_. Catkowita pole E, przy powierzchni anteny jest suma

E.= E.(2) + E.(2) €))

Zaktadajac, ze mamy do czynienia z anteng doskonale przewodzaca, warunki brzegowe
powoduja, ze styczna do powierzchni anteny sktadowa pola E, znika [6], tzn.

E.(2)+ Ex(2) = 0. (10)

W réwnaniach (9) i (10) sktadowa E, nat¢zenie pola elektrycznego wytwarzanego przez
anten¢ opisuje zaleznos¢

E,(2) =~ — (kﬂ (2)+2 (zj) (11)
WLE 0z°

Rozwigzanie zbioru powyzszych réwnah prowadzi do catkowego réwnania typu
Pocklingtona, ktére po przeksztatceniach moze przybrac postac
exp[—jkR]

J I (z")[(1+jkR)(2R* —3a*) + [kaR]z]Wdz’ = —jwsE_(z) (12)
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Przyjmujac dtugo$¢ anteny duzo wigckszg od jej promienia (1= a) i promien duzo
mniejszy od dhugosci fali (a << ), pomijamy zjawiska zachodzace na koficach anteny oraz
przyjmujemy warunek zanikania pragdu w tych punktach

L(=l/2)=1L(I/2)=0 (13)
W rozwazanym przypadku styczna pola E_ (z) na powierzchni anteny znika, wigc z

(12) dostajemy réwnanie
a*A_(z)

+k*4_(z)=0, (14)
RS



ktérego ogdlne rozwigzanie ma postaé
A_(z)= —jm.-"E[B cos(kz) + Csin(k|z])] (15)

W (15) stala B zalezy od stanéw brzegowych generujacych (13). Wartos¢ statej C
wyznaczamy z warunku Lorentza
VA = —jwuss¥ (16)
oraz z tego, ze w punkcie z = 0 zachodzi #.(z) = V, otrzymujac C = HE
Z poréwnania (7) i (15) dostajemy

Hz exp|—jkR(z,z'
”J- L () pl—ikR(z,z')]

v 4nR(z,z")

v
dz' = —j,/uz |B cos(kz) —I—Esin[.klzlj (17)
Jest to catkowe rownanie Hallena dla pradu w symetrycznej antenie liniowe;j.

3. Rozwigzanie rownan Pocklingtona i Hallena metoda momentéw

Analiza numeryczna jest powszechnie stosowana przy projektowaniu anten. W
dziedzinie cze¢stotliwosci najbardziej popularng metoda rozwigzywania rownan Pocklingtona i
Hallena jest metoda momentéw. Jej ideg jest rozwinigcie poszukiwanej nieznanej funkcji w
kombinacje liniowg pewnych znanych funkcji o nieznanych wspétczynnikach. W ten sposéb
mozna doprowadzi¢ do zamiany réwnan operatorowych w réwnania algebraiczne.
Rozpatrzmy ogdélne rownanie catkowe w skonczonych granicach catkowania

j Fz")K(z,z"Ydz' = g(z), (18)

w ktorym f jest nieznang szukang funkcja, {a, b) przedzialem catkowania, K(z,z") znang
funkcja zwang jadrem réwnania catkowego, a g znang funkcja pobudzenia. Rozwigzanie

rownania (18) metodg momentéw sktada si¢ z nastepujacych etapéw [8, 10]:

1. nieznana
funkcja f jest przyblizana liniowa kombinacja znanych funkcji bazowych f,, i niezna-

nych wspétczynnikéw c,,

N
FRf=) af (19)
n=1

2. przyblize-
nie funkcji f. jest podstawiane do (18)

N B

Yo | ARG = o) +RE) @0)
n=1 e
gdzie R(z) jest resztg wynikajaca z faktu przyblizania — funkcja f, nie w petni spetnia

réwnanie (18)

3. przyblizenie £, najdoktadniej spetnia (18), jezeli reszta R(z) ma jak najmniejszg war-

tos¢.



Wobec tego zaktadamy, ze catka iloczynu przyjetych funkcji wagowych w(z) i reszty
R(z) w rozpatrywanym przedziale {a, b} jest réwna zero

b
J w, (z)R(z)dz=0 m=20,1, .., N. 21

Zastosowanie N funkcji wagowych w zbiorze Mréwnan liniowych z N nieznanymi

wspotczynnikami ¢, prowadzi do zaleznosci
N

b b b
Z C, j W, [zjj fo(z,z') K(z,z")dz'dz = j w,, (z)g(z)dz . (22)
— a a a
Do minimalizowania reszty mozna stosowa¢ rézne funkcje wagowe. Najproscie]

minimalizowa¢ reszt¢ R(z) metodg dopasowania punktowego (point matching), w ktérej jako
funkcje wagowe wykorzystuje si¢ dystrybucje Diraca

w,(z)=8(z—=z,) (23)
co sprowadza réwnanie (22) do postaci

N

b
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1 upraszcza proces obliczen numerycznych. Zastosowanie takich wtasnie funkcji wagowych
sprowadza si¢ do wymagania, aby funkcja aproksymujgca byta identyczna z funkcja doktadna
w punktach, w ktérych okreslone sg dystrybucje Diraca.
Réwnania Pocklingtona (12) i Hallena (17) moga by¢ przeksztatcone do postaci [1]

f 1) 6(z2")dz" = £ (2) 25)

gdzie I(z") — nieznana funkcja pradu, G(z,z") — jadro réwnania.

Prad w calce (25) zamieniamy na sum¢ funkcji bazowych

()= ) 1 £,(2), 6)

ktéra po wstawieniu do (25) daje rownanie

Y 1 [ h e = Y 16, @) =7, @
gdzie ~ -

G,(z) = J G(z,z")f,(z")dz

Dokonujemy prébkowania funkcji f(z) w N punktach z,, z przedziatu (a,b) i przy
zatozeniu, ze btad aproksymacji w punktach probkowania jest réwny zeru, otrzymujemy

Y L6, (z) = £z,) (28)



W praktyce anten¢ dzielimy na N segmentéw o jednakowej dtugosci, co sprowadza
rOwnanie catkowe do zbioru N niezaleznych liniowych réwnan algebraicznych. Sposéb
prébkowania funkcji f(z) pokazano na rysunku 2.
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Rys. 2. Przyblizanie funkcji f{z) dla N = 7 (A - dtugo$¢ segmentu anteny) [5]

W przyblizaniu statym funkcje¢ £, (z) definiujemy nastepujaco

dlaz, ,<z<z,
w pozastatych punktach.

1
r@={ 9)

Innym, réwniez powszechnie stosowanym, jest przyblizanie liniowe, w ktérym

Z—Z,_
—= dlaz, ,<z<z,

Ip— Zn—1

@B =41 T F (30)

dlaz, <==z=<z,,.,
Zn+1 ~ I
0 w pozostalych punktach.

Roéwnanie (28) zapisywane jest w postaci macierzowej [3, 10]

(2] [1,] = [V,] (31)
gdzie [z,,,]- macierz elementéw G, (z,,), [I,] - macierz pradu, [V,.] - macierz napigcia.

Po przeksztalceniu szukany rozktad pradu wyznaczamy z zaleznosci

[1.] = [Zpm] (V] (32)
Macierze w réwnaniu (31) sa symetryczne. Jest to wynikiem centralnego zasilania anteny
i statej dlugosci segmentéw.

4. Koszt obliczen

W artykule podano réwnania dla pragdu w antenie liniowej — réwnania Pocklingtona i
Hallena oraz jeden z powszechnie stosowanych sposob6éw wyznaczania rozkiladu pradu
metodg momentow.

Tabela 1 pokazuje jak zmieniajg si¢ wartosci impedancji wejsciowej Z,,. anteny 1 pradu
I, Na jej zaciskach (1 = 0,47};a = 0,0051) w zaleznosci od liczby segmentéw N. Podane
wartosci dotyczg rownania Pocklingtona [1].



Tab. 1. Warto$ci impedancji wejsciowej .., anteny i pradu I, na jej zaciskach w zaleznosci od
przyjetej liczby segmentow N

N Z,. () Lo (4)
41 68,0-j1,0 0,0147
51 73,1 +34,0 0,0137
61 76,2 +j8,5 0,0130
71 779 +j11,2 0,0127

Wyznaczono koszt obliczeniowy kazdego rdwnania, tzn. liczbg operacji dodawania @ 1
mnozenia ® w trakcie ich rozwigzywania. Dla réwnania Pocklingtona jest on okoto
trzykrotnie (doktadnie 2,7931) wigkszy, co wynika z bardziej ztozonej formy tego réwnania.

Tab. 2. Liczby operacji arytmetycznych przy rozwigzywaniu réwnania Pocklingtona i Hallena
w odniesieniu do jednego segmentu anteny

liczba
&) ® operacji
razem
Réwnanie Pocklingtona 18 63 81
Rownanie Hallena 12 17 29

Réznica w liczbach operacji arytmetycznych dodawania i mnozenia razem wynosi 52
na korzy$¢ réwnania Hallena. Wynika to z bardziej ztozonej formy réwnania Pocklingtona.

Rozwigzania réwnan prowadza do niemal identycznych wynikéw. W zwiazku z tym
celowym pod wzgledem kosztow (czas, energia) wydaje si¢ stosowanie do wyznaczania
rozkladu pradu na antenie réwnania Hallena. Réwnanie Hallena jest bardziej ,,ekonomiczne”.
Jednak kazde z tych réwnan ma swojg specyfike i nie zawsze moga by¢ stosowane zamiennie.

Zdajemy sobie sprawe¢ z wyjatkowej prostoty przedstawionego przyktadu. Uktad jest
jednowymiarowy, rozwazana jest tylko jedyna istotna sktadowa pola. Mamy tez tutaj do
czynienia z wyjatkowa geometryczng prostota ukladu: antena jest prosta, symetryczna i
odosobniona.

W kazdej mozliwej komplikacji opisywanego modelu pojawia si¢ tez komplikacje
obliczeniowe. Trudno jest z géry zatozy¢, ze w bardziej ztozonych uktadach sformulowane
powyzej wnioski beda obowigzywac. 1 dlatego wydaje si¢ celowe powtdrzenie opisanego
wyzej eksperymentu numerycznego dla bardziej ztozonych modeli.

Kolejng niewiadomg jest wykorzystywanie przetwarzania réwnoleglego, co w
obliczeniach antenowych ostatnich lat zaczyna by¢ norma.
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Current distribution along the antenna line — Pocklington and Hallen models

Abstract

In this paper Hallen’s and Pocklington’s equations for symmetrical linear antenna are
considered. To solve these equations the Method of Moments is taken. Moreover, we made a
brief presentation of this method which is the most common among numerical solutions. We
also made a comparison between the amount of computation for Hallen’s and Pocklington’s

currents equations respectively.



