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Streszczenie. Komputerowe metody symulacji zjawisk fizycznych obecnie sg powszechne zaréwno
w obszarze nauki, jak i przemystu. Mozliwos¢ przyblizonego rozwiazywania skomplikowanych
ukladéw réwnan rézniczkowych, opisujacych zagadnienia z dziedziny mechaniki, fizyki czy chemii,
pozwala na znaczne skrocenie czasu projektowania i wdrazania nowych projektow. Czesto dzieje sie
to przy jednoczesnym zmniejszeniu zapotrzebowania na kosztowne badania eksperymentalne lub
wytwarzanie prototypéw. Jednak wspomniana powszechno$¢ tych metod, w szczegdlno$ci metody
elementéw skonczonych, spowodowala, ze symulacje oraz analizy przeprowadzane z ich wykorzy-
staniem sg czesto z gory za dokladne. Celem tego artykutu jest przedstawienie na przykladzie prostej
analizy wytrzymalosciowej, jak duzy wplyw na wyniki symulacji majg takie parametry jak gestos¢
siatki elementow skonczonych, sformutowanie elementu skonczonego czy schemat catkowania
réwnania ruchu. Dodatkowo autorzy zdecydowali si¢ pokazad, jak tatwo jest uzyskaé wyniki, ktore
nie przedstawiaja sensu fizycznego, pomimo tego ze wszystkie podstawowe zalozenia poprawnej
analizy (odpowiednie warunki brzegowe, zachowana energia ukladu etc.) zostaly spetnione. Wyniki
przeprowadzonych badan moga by¢ przestroga przed pochopnym wycigganiem wnioskéw z obliczen
przeprowadzonych za pomoca MES.
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1. Wprowadzenie

Analizy wykorzystujace zaawansowane numeryczne metody przyblizonego
rozwigzywania réwnan rozniczkowych, takie jak metoda elementéw skonczonych,
s3 obecnie integralng czescig procesu projektowania wigkszosci elementéw kon-
strukcyjnych. Jest to wynik wielu czynnikéw, z ktérych najwazniejsze to niezwykly
rozwoj oprogramowania w ujeciu jego dostepnosci na rynku oraz ergonomii in-
terfejsu. Przyjazne uzytkownikowi §rodowiska nowych pakietéw obliczeniowych
oraz wzrost ich powszechnos$ci spowodowat pozorne uproszczenie procesu przy-
gotowania analizy numerycznej. Otwarty dostep do znacznej liczby materialow
treningowych, samouczkéw oraz dokumentacji sprawily, ze umiejetnos¢ obstugi
takiego oprogramowania wsrod absolwentow politechnik juz od dluzszego czasu
nie jest zaskoczeniem. Obecnie wigkszos¢ kierunkéw na uczelniach technicznych
obejmuje w ramach studiéw przedmioty zwigzane z metodami numerycznymi.

Dostepno$¢ komercyjnego oprogramowania MES sprawila, ze firmy z branzy
inzynierii mechanicznej si¢gaja po nie réwnie czesto jak po pakiety wspomagajace
projektowanie, szczegélnie ze programy te coraz czgsciej wyposazone sg we wbu-
dowane moduly pozwalajace na wykonanie prostych analiz wytrzymalosciowych
z zastosowaniem MES. Bardzo tatwo jest ulec przekonaniu, Ze sama umiejetnos¢
obstugi z systemu do analiz numerycznych, bez ugruntowanej wiedzy na temat
fizyki i mechaniki analizowanego przypadku, wystarczy, aby na podstawie otrzyma-
nych wynikéw wyciagna¢ daleko idgce wnioski. W praktyce okazuje sig, ze wnioski
te czesto nie maja zadnego odzwierciedlenia w rzeczywistosci [4].

Powodem tego jest faktyczna natura oprogramowania MES, ktérg w swojej
najczystszej formie mozna sprowadzi¢ do roli zwyklego kalkulatora. Podobnie jak
w tradycyjnym kalkulatorze naukowym, przy minimalnej wiedzy o jego obstudze,
mozemy wprowadzi¢ dowolne dane wejsciowe, lecz aby wynik, ktéry uzyskamy, byt
przydatny i zgodny z fizyka rozwigzywanego zagadnienia, muszg by¢ one wprowadzone
w bardzo skrupulatny sposéb. Omytka w dowolnym momencie wykonywania dzialania
na typowym kalkulatorze (pominiety przecinek, brak uwzglednienia nawiasu w celu
zachowania kolejnosci dziatan itp.) powoduje, ze uzyskany wynik zupelnie traci swoja
przydatnos¢. Dziatanie oczywiscie zostanie wykonane, ale urzadzenie nie poinformuje
nas o tym, ze wynik nie ma sensu. Do osoby wykonujacej analize nalezy interpretacja
wyniku oraz stwierdzenie, czy jest on zgodny z zalozonymi oczekiwaniami. Niestety
z powodu wspomnianych wczesniej postepéw w zakresie automatyzacji procesu obli-
czeniowego w systemach MES, otrzymywane wyniki sg bardzo przekonujace, a skoro
obliczenia zakonczyly sie sukcesem, zaklada sie, ze muszg one by¢ poprawne.

W artykule przedstawiono na prostym przykladzie niesymetrycznie obcigzonej
plyty wspornikowej, jak duzy wpltyw na wyniki analizy majg takie parametry jak
sformulowanie elementu skoniczonego, wybrany schemat rozwigzywania réwnania
ruchu oraz zaggszczenie siatki elementéw skonczonych.
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2. Podstawy metod calkowania réwnan ruchu
w ujeciu metody elementow skonczonych

Mnogo$¢ sposobow rozwigzywania réwnan rézniczkowych z wykorzystaniem
metod numerycznych wynika bezposrednio z wielkiej réznorodnosci zjawisk fizycz-
nych nimi opisanych. Obecnie nie istnieje metoda uniwersalna, ktéra postuzytaby
z jednakowa dokladnoscig zaréwno dla zjawisk krétkotrwatych majacych miejsce
na przestrzeni utamka sekundy, jak i dla zjawisk, ktérych czas analizy przekracza
kilkanascie sekund lub czasem minut. Czas analizy i dynamika badanego zjawiska
jest jednym z podstawowych kryteriéw podczas wyboru algorytmu obliczeniowego.
W zaleznosci od potrzeb, do catkowania réwnan ruchu wykorzystujemy najczesciej
metody oparte o schemat jawny (explicit) lub niejawny (implicit).

Podejscie jawne (np. metoda réznic centralnych) poszukuje rozwigzania dla ko-
lejnego kroku, korzystajac wylacznie z wynikéw kroku obecnego. Schematy niejawne
natomiast wykorzystujg uklad réwnan uwiklanych opartych o wyniki z obecnego
i nastepnego kroku czasowego. Ta podstawowa réznica pomigdzy metodami explicit
i implicit pociaga za sobg znaczace zmiany w zakresie ich stosowalnosci [5].

W metodzie réznic centralnych, dla rownania rownowagi dynamicznej
M5, +Cx, + Kx, = F, przeprowadzana jest dyskretyzacja dziedziny czasu, a na-
stepnie wykorzystywane s3 nastgpujace zaleznosci na predkos¢ i przyspieszenie:

.. 1

X = v (xt_At =2X,+x,,,, ), (2.1)
. 1
X, = E(xmm - xt—At)’ (2'2)

gdzie: X, — przyspieszenie;
2 — predkos¢;
At — krok catkowania.

Podstawiajac je do réwnania ruchu, otrzymujemy:

1 1
F Xiar — 2xl + XA )M + E(XHN —Xa )C + sz = E s

(2.3)
gdzie: M — macierz mas;

C — macierz ttumienia;

K — macierz sprezystosci;

F; — wektor obcigzen.
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Rozwiazujac to réwnanie, mozliwe jest obliczenie stanu przemieszczen w chwili
t + At, na podstawie stanu ukladu w czasie t.

W metodach jawnych rozwigzywany problem numeryczny jest o wiele prostszy
niz w metodach niejawnych. Stad obliczenia wykonywane s duzo szybciej, a zapo-
trzebowanie na zasoby komputerowe (szczegélnie pamiec operacyjna) jest znaczaco

t+ At

nl n2 n3

Rys. 1. Graficzna reprezentacja catkowania wg schematu jawnego (explicit)

mniejsze. Poniewaz jednak schemat oblicza wynik nastepnego kroku ,w ciemno”,
bez korekgcji, pojawia si¢ istotna kwestia stabilnosci metody, ktora uzalezniona jest
od kroku czasowego. Jezeli jest on zbyt duzy, model rozwigzywany bedzie w sposéb
pozbawiony fizycznego sensu i rozwigzanie szybko straci stabilnos¢. W systemie
LS-Dyna uzytym w przeprowadzanych badaniach domyslnym algorytmem szuka-
jacym rozwigzania dla zadanego problemu jest metoda réznic centralnych. Krok
czasowy dobierany jest w tym wypadku przez program automatycznie (z mozliwoscia
skalowania przez uzytkownika) i uzalezniony jest od wielkosci charakterystycznej
(np. przekatnej lub diugosci boku) najmniejszego elementu skonczonego oraz
od predkosci rozchodzenia si¢ fali dzwigkowej w materiale [9]. Krok czasowy dla
schematu jawnego obliczany jest w LS-Dyna wedtug zaleznosci:

L
At =0,9A¢ =, (2.4)

critical —

/ E
Cc= m, (25)

gdzie: L, — wielko$¢ charakterystyczna;
¢ — predkos¢ rozchodzenia sie fali dzwigkowej w materiale;
p — gesto$¢ materialu;
v — modul Poissona.

Z uwagi na bardzo maty krok czasowy, metoda réznic centralnych jest z powo-
dzeniem wykorzystywana do analizowania dynamicznych, krétkotrwatych zjawisk.
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W szczegolnosci zderzen czy detonacji, gdzie uwzgledniony jest efekt duzych prze-
mieszczen [12-14]. Maly krok czasowy sprawia jednak, ze stosowanie schematu
explicit do symulacji zjawisk odbywajacych si¢ na przestrzeni dluzszej niz kilka
sekund staje si¢ bardzo klopotliwe. Powodem tego sa narastajace z czasem bledy
catkowania numerycznego.

Stajac przed problemem analizy statycznej, gdzie interesujacy dla nas jest stan
koncowy w polozeniu réwnowagi lub gdy symulowane zjawisko fizyczne zachodzi
na przestrzeni kilkunastu sekund i diuzej, stuszne jest rozwazenie wykorzystania
schematu niejawnego. W LS-Dyna jednym z dostepnych schematéw niejawnych jest
metoda Newmarka. Na jej bazie mozliwe jest poszukiwanie rozwigzania za pomoca
calej rodziny algorytmoéw, w zalezno$ci od dwoch ustalonych przez uzytkownika
parametréw y oraz f3. Najczesciej stosowane algorytmy oraz odpowiadajgce im
warto$ci parametréw przedstawione zostaly w tabeli 1. Warto zaznaczy¢, ze algo-
rytm o stalej wartosci przyspieszenia jest stosowany domyslnie. Jest tak, poniewaz
zapewnia stosunkowo wysoka doktadnos¢ obliczen, a jednoczesnie w odréznieniu
od metody réznic centralnych jego stabilnos¢ nie zalezy w zaden sposéb od kroku
czasowego (stabilnos¢ bezwarunkowa). W razie potrzeby zwigkszenia dokladnosci
obliczen mozliwe jest zastosowanie algorytmu o liniowej zmianie przyspieszenia, na-
lezy jednak pamieta¢, ze w tym wypadku stabilnos¢ jest juz uwarunkowana krokiem
czasowym [2]. Metoda Newmarka opisana jest nastepujacymi zaleznosciami:

M, +Cx g+ KX = F s (2.6)
Xon = Founs HACBE 2.7)
Xooar = Xpopr TALYX (2.8)
X =X, + A%, +—(1 2B)%,, (2.9)
X, =% +A(1-9)X,, (2.10)

¥, =0. (2.11)
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TABELA 1
Popularne algorytmy oparte o metod¢ Newmarka

Algorytm y B Uwagi
1 1
Fox-Goodwin 5 E Bardzo duza dokladno$¢, warunkowa stabilno$é
T, 1 1 . » q
Przyspieszenie liniowe 3 5 Duza dokladno$¢, warunkowa stabilno$é
. 1 1 y g
Przyspieszenie state 3 1 Dostateczna doktadnos¢, bezwarunkowa stabilno$é
1
Réznic centralnych B 0 Metoda jawna (explicit)

Wazng cechg kazdej metody obliczeniowej jest stabilnos¢. Mozna jg scharak-
teryzowac jako wlasciwos¢ danego algorytmu do utrzymania wielkosci bledow
catkowania numerycznego w pewnych okreslonych granicach w kazdym kolejnym
kroku calkowania. W razie utraty stabilno$ci bledy calkowania numerycznego
narastajg wykladniczo i rozwigzanie traci arytmetyczny sens juz po kilku krokach
obliczeniowych. W ujeciu matematycznym istnieje wiele rodzajow stabilno$ci.
Ponizej opisano te najczgsciej spotykane w metodach numerycznych.

t+ At

nl n2 n3

Rys. 2. Graficzna reprezentacja calkowania wg schematu niejawnego (implicit)

a) Algorytmy, ktérych stabilno$¢ uwarunkowana jest rozmiarem kroku czaso-
wego, nazywamy warunkowo stabilnymi. Przykladem takiego algorytmu jest
metoda réznic centralnych, czyli domyslna metoda obliczeniowa programu
LS-Dyna. Krok dt dobierany jest z uwagi na skomplikowanie problemu lub
wg pewnej wartosci charakterystycznej. W przypadku zastosowania ww. kodu
numerycznego, jak wspomniano wczesniej, bedzie to gestosc i jakos¢ siatki oraz
parametry materialowe. W zagadnieniach nieliniowych okreslona warto$¢ kroku
czasowego moze zapewnia¢ stabilno$¢ tylko dla pewnego fragmentu analizy.
W celu utrzymania stabilnosci konieczne stanie si¢ jego zmniejszenie w toku
obliczen, co czesto jest automatycznie zapewniane przez oprogramowanie. Zbyt
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b)

maly krok czasowy jednak znaczaco wydtuzy czas obliczen, a narastajace bledy
odciecia beda miaty wptyw na dokfadnos¢ wyniku.

Jezeli stabilnos¢ algorytmu nie jest zalezna od kroku czasowego, to nazywamy
go bezwarunkowo stabilnym. Nalezy jednak uwaza¢ na rozumienie stabilno-
$ci metody jako jej dokladnos$ci. Bezwarunkowa stabilno$¢ mozna bardziej
obrazowo przedstawi¢ jako wlasciwo$¢ algorytmu do zachowywania energii
catkowitej ukladu, niezaleznie od domeny czasu i postaci rozwigzania. Jest
to bardzo pozadana cecha, dzigki ktoérej mozliwe jest stosowanie dtuzszych
krokow catkowania niz w przypadku metod explicit, ktore z definicji sg tylko
warunkowo stabilne. Co ciekawe, rzadko przeklada si¢ to na krétszy czas
obliczen z uwagi na wigksze skomplikowanie numeryczne tych pierwszych
(por. rys. 1i2) [15].

3. Przypadek niesymetrycznie obcigzonej plyty wspornikowej

W celu ukazania, jak duzym problemem moze by¢ uzyskanie wiarygodnej

analizy strukturalnej z wykorzystaniem MES oraz jak duzo parametréw ma wplyw
na ostateczny jej wynik, postanowiono przebada¢ nastepujacy przypadek. Jedno-
stronnie utwierdzony wspornik wykonany ze stali obcigzono liniowo narastajaca
sila P dzialajaca w wzdluz osi Z (rys. 3).

Rys. 3. Analizowana plyta wspornikowa — schemat obcigzenia
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3.1. Przyblizone rozwigzanie analityczne
Tak postawiony problem zamodelowano jako jednostronnie utwierdzong belke

o przekroju prostokatnym. Model fizyczny rozpatrywanego przypadku pokazany
jest na rysunku 4.

P

Ms

AL ANAVAWAN

Rys. 4. Fizyczny model obcigzenia wspornika do obliczen analitycznych

Z uwagi na powstajacy od sity P moment skrecajacy oraz calkowite utwierdzenie
z jednej strony, w teorii wytrzymatosci przypadek ten nazywany jest skrecaniem
nieswobodnym. W celu znalezienia rozwigzania analitycznego potrzebne byloby
wykorzystanie elementow teorii Wlasowa z uwzglednieniem wplywu bimomentu
[16]. Jest ona z powodzeniem stosowana przy obliczaniu wytrzymalosci elementow
nos$nych o cienkosciennych profilach otwartych i zamknietych. Jednak z uwagi na
przewidywany niewielki wptyw momentu skrecajacego na catkowite odksztalcenie
analizowanego wspornika, postanowiono oprzec si¢ o klasyczne wzory wytrzymato-
sciowe stosowane w przypadkach skrecania swobodnego, korzystajac z teorii matych
przemieszczen. Podejscie to, uzasadnione w literaturze i w praktyce inzynierskiej,
jest zazwyczaj wystarczajace [16, 17].

Dzigki takiemu uproszczeniu mozliwe jest szybkie znalezienie szacunkowego
rozwigzania analitycznego, ktore postuzy jako odniesienie do wynikéw otrzyma-
nych droga numeryczna. Poszukiwanymi wielko$ciami jest strzatka ugiecia oraz kat
skrecenia belki, poniewaz przemieszczenia sg podstawowym wynikiem obliczen
MES.

Zalezno$¢ na strzalke ugiecia jednostronnie utwierdzonej belki, obcigzonej na
swobodnym koncu silg skupiona, jest nastepujaca:

_ PP

f_3E1’

(2.12)

gdzie: P — sila skupiona;
| — dlugos¢ belki;
E — modut Younga;
I — moment bezwtadnosci.
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Wynik ugigcia z przeprowadzonych obliczen wynosi f = 8 mm. Wystepujacy
w ukladzie moment skrecajacy M wynika z niesymetrycznosci obcigzenia plyty
wspornikowej i wynosi:
M, = bp (2.13)
2
Zalezno$¢ na kat skrecenia preta o przekroju prostokatnym jest analogiczna
jak w przypadku pretéw z przekrojem kotowym, z t3 réznicy, ze zamiast momentu
bezwladnosci I, wykorzystujemy zastepczy moment bezwladnosci I,. Kat obrotu ¢
jest obliczany wg nastepujacego wzoru:

l (2.14)

p=
gdzie: 1 =% n ( -0,63 + ) — zastepczy moment bezwladnosci [16],

przy czym n = ; >1,

| — dlugos¢ belkis
G — modut Kirchoffa.

Ostatecznie kat skrecenia wynosi ¢ = = 0,1°, skutkuje to ugieciem w punkcie
00,18 [mm]. Stosujac zasade superpozycji, calkowita obliczona warto$¢ przemiesz-
czenia punktu A na kierunku osi Z wynosi 8,18 [mm].

3.2. Analizy numeryczne z wykorzystaniem schematu jawnego (explicit)

Przyjete warunki poczatkowo-brzegowe oraz parametry do liniowego modelu
konstytutywnego i analizy numerycznej postawionego zadania zestawiono w tabeli 2.
Symulacja nie uwzglednia zjawisk nieliniowych oraz ttumienia uktadu.

Dyskretyzacja geometrii plyty wykonana zostala poprzez zbudowanie siatki
czterowezlowych elementéw dwuwymiarowych. Warto$¢ sity F narastala w ukta-
dzie liniowo przez caly zalozony czas symulacji do warto$ci konicowej 10 000 [N].
W celu zbierania i fatwego poréwnywania danych wybrano trzy wezly na swobodnej
krawedzi wspornika. Do wezla A przylozona zostala sita wymuszajaca, wezet B
lezy w osi wspornika, natomiast wezet C jest symetrycznie potozony wzgledem osi
poziomej przechodzacej przez punkt B.
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C
Rys. 5. Model numeryczny badanego przypadku
TABELA 2
Parametry symulacji
Dlugoé¢ | Szeroko$¢ | Grubosé 31{\;[ oiui Modut Gestos¢ | Sila F Czas
[m] [m] [m] [;a]g Poissona | [kg/m’] [N] | symulacji [s]
1 0,2 0,05 2,lell 0,33 7850 10 000 1

3.2.1. Sformutowanie elementu skoticzonego wg Belytschko-Lin-Tsay

W pierwszej kolejnosci dokonano sprawdzenia, jaki wplyw na wyniki moze mie¢
zmiana sformulowania elementu skonczonego. Domyslnym i zalecanym elementem
typu powtokowego w LS-Dyna jest Belytschko-Lin-Tsay. Powodem tego jest uni-
wersalnos$¢ oraz mala liczba operacji matematycznych wymaganych do znalezienia
rozwigzania, przez co znaczgco skrécony zostaje czas symulacji.

Elementy te powstaly poprzez ,zdegenerowanie” tréjwymiarowego elementu
brytowego do postaci powtoki i oparte s3 o dwa zalozenia. Pierwszym jest opis geo-
metrii wykonany w korotacyjnym uktadzie wspoirzednych. Dzigki temu liczba ope-
racji matematycznych jest znaczaco mniejsza niz np. w sformufowaniu Hughesa-Liu.
Drugim zalozeniem jest sformutowanie réwnan konstytutywnych w oparciu o predkos¢
przemieszczen [5].

Gloéwng ideg stojaca za ukladem korotacyjnym jest rozdzielenie przemieszcze-
nia ciata (ruch sztywny) od deformacji spowodowanych odksztalceniem materii.
Uklad ten (é,,¢,,e;) pokazany jest na rysunku 6. Jego wyznaczenie opiera si¢ naj-
pierw o wyznaczenie wektora jednostkowego prostopadlego do gtéwnej przekatnej
elementu.

8§y =1y X ¥y, (2.15)

||Ss|| = \/m ) (2.16)
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A
y Sy 3

M
X
Rys. 6. Korotacyjny uklad wspétrzednych w elemencie Belytschko-Lin-Tsay [6]
~ S
&, = (2.17)
2]

Nastepnym krokiem jest wyznaczenie lokalnego uktadu X -y, w ktérym os x
w przyblizeniu odpowiada kierunkowi krawedzi pomiedzy wezlem 1 oraz 2. Dzigki
temu atwiejsza bedzie pdzniejsza interpretacja naprezen wystepujacych w elemencie.
W tym celu definiuje si¢ wektor s;, ktory jest prawie rownolegly do wektora r,;.

S| =~ (”21 & )éw (2.18)

& =L, (2.19)
I

Ostatni wektor jednostkowy otrzymywany jest na drodze iloczynu wektorowego:
e, =6, xeé,. (2.20)

Kiedy wszystkie cztery wezly sa koplanarne, wektory jednostkowe ¢, i €, sa
styczne do powierzchni referencyjnej, natomiast wektor é, definiuje kierunek nor-
malny. Wraz z deformowaniem si¢ elementu, kat pomiedzy faktycznym kierunkiem
normalnym a tym wyznaczonym przez wektor é; bedzie si¢ zmienial. Warto$¢ tego
kata charakteryzowana jest przez nastepujace wyrazenie:

é3 f_1| < 6’ (2.21)

gdzie: f— rzeczywisty kierunek normalny dla elementu;
0 — parametr zalezny od wielkosci odksztatcen.
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Wedtug Belytschko w wigkszo$ci zastosowan inzynieryjnych warto$¢ 0 powinna
wynosi¢ ok. 107 . Warto zaznaczy¢, ze nieréwnoéé (3.10) nie ogranicza przemiesz-
czen elementu wynikajacych z obrotéw sztywnych, a jedynie odksztalcenia powo-
dujace znaczng deplanacje¢ powierzchni referencyjnej [5]. Zaleznosci na predkosé
przemieszczen s oparte o teorie Mindlina dla plyt i powlok:

y=vi=Ze X, (2.22)

gdzie: v, — predko$¢ powierzchni referencyjnej;
9 — wektor predkosci katowej;
Z — odleglo$¢ na kierunku normalnym.

Sktadowe predkosci przemieszczen w uktadzie korotacyjnym opisane sg na-

stepujaco:

. D OV,

g -1 a—v+l . (2.23)
T2\ 0%;, o%

Po obliczeniu wszystkich skltadowych predkosci przemieszczenia, w kazdym
punkcie kwadratury, wykorzystywany jest standardowy model bilinearny w celu
interpolowania wynikéw na calg powierzchni¢ elementu. Wykorzystywane w tym
celu funkcje ksztaltu dane sg nastepujacymi zalezno$ciami:

1
N, =5 1-8)1-n)
N, =5 (+8)1-1)

1 _ (2.24)
N, =Z(1+§)(1+77)

1
Ny=7=5)+m)

Obliczony z zaleznosci (2.4-2.5) krok calkowania dla rozpatrywanej siatki
elementow skonczonych wyniést Az =1,16e —5[s]. Na rysunku 7 zaprezentowano
wyniki w postaci przemieszczen dla tego elementu, dla trzech wczesniej wspomnia-
nych weztéw ABC rozmieszczonych na swobodnej krawedzi plyty.

3.2.2. Sformutowanie elementu skoticzonego wg Belytschko- Wong-Chiang
Nastepnie zmieniono sformutowanie elementéw na Belytschko-Wong-Chiang

(B-W-C), w ktérym wprowadzono poprawki dotyczace przenoszenia naprezen $ci-
najacych. Jest to czesty problemem w elementach powlokowych. W sformutowaniu
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Rys. 7. Przemieszczenie wzdluz osi Z wezléw na swobodnej krawedzi plyty w funkcji czasu dla
sformulowania Belytschko-Tsay

Belytschko-Tsay powodem tego jest bazowanie na idealnie ptaskiej geometrii.
W wigkszosci wypadkéw podejscie to sprawdza si¢ bardzo dobrze, a ograniczona
liczba operacji matematycznych znacznie przyspiesza obliczenia. Wystapienie
duzych przemieszczen w weztach wzgledem osi normalnej (np. podczas zginania
lub skrecania spowoduje, ze otrzymane wyniki beda nieprawdziwe. W elementach
Belytschko-Wong-Chiang wprowadzone zostaly zmiany, ktérych celem jest popra-

wienie zachowania elementu w takich przypadkach.
‘ p3

Rys. 8. Wezlowe wektory normalne [6]
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Najwazniejsza zmiana jest dodanie wektoréw zgodnych z kierunkiem normalnym
dla trzech wezléw (rys. 8). Po wprowadzeniu tych wektoréw geometria elementu
interpolowana jest na powierzchni powtoki z nastepujacego réwnania:

x=x"+8p=(x, +&p, )N, (E.1, (2.25)

. = Ch
dzie: ==
g 2

¢ — jednostkowy wektor normalny do powierzchni referencyjnej

elementu.

Wektory te s3 uwzglednione w réwnaniach konstytutywnych powtoki. Efek-
tem jest element, ktéry pomimo wprowadzonych poprawek wciaz jest relatywnie
mato wymagajacy obliczeniowo, a ktéry moze zapewni¢ dokladniejsze wyniki niz
standardowy Belytschko-Tsay. Wyniki analizy z wykorzystaniem sformutowania
Belytschko-Wong-Chiang przedstawia rysunek 9.

10

Z P
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-10

-15

-20

Przemieszczenie w osi Z [mm)]

-25

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Rys. 9. Przemieszczenie w osi Z wezléw na swobodnej krawedzi plyty w czasie dla sformutowania
Belytschko-Wong-Chiang

Réznica pomiedzy otrzymanymi wynikami jest do$¢ znaczna. Nietypowy
ksztalt wykresu przemieszczenia w drugim przypadku jest wynikiem znacznego
skrecenia ptyty pod obciazeniem. Efekt ten byt praktycznie niezauwazalny podczas
pierwszej analizy.

3.2.3. Sformutowanie elementu skoriczonego wg Belytschko-Leviatan

Trzecim przebadanym sformutowaniem elementéw byt Belytschko-Leviatan. Jest
on numerycznie bardziej wymagajacy od wykorzystywanych poprzednio o ok. 40%.
Dodatkowo zaimplementowano w nim miedzy innymi automatyczng kontrole nad
tzw. energia pasozytnicza bedaca wynikiem zjawiska ,,hourglassing” wystepujacego
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w elementach z jednym punktem calkowania w plaszczyznie elementu. Wyniki
z wykorzystaniem tego elementu zaprezentowane zostaly na rysunku 8.

Poréwnanie wynikow z rysunkow 7, 9 i 10 moze postuzy¢ jako dowdd do oma-
wianego we wstepie artykutu problemu. Kazda z przeprowadzonych analiz spetnita
zalozenia energetyczne, zakonczyta si¢ bez bledow, a jedyna réznicg pomiedzy nimi
byt rodzaj sformulowania elementu skonczonego.

Przemieszczenie na kierunku Z [mm]

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Czas [s]

Rys. 10. Przemieszczenie w wzdluz osi Z weztéw na swobodnej krawedzi plyty w czasie dla sformu-
fowania wg Belytschko-Leviatan

3.2.4. Zageszczenie siatki elementow skonczonych

Nastepnie postanowiono zbadad, jaki efekt na wyniki analizy bedzie miato za-
geszczenie siatki obliczeniowej. W tym celu przygotowano model z analogicznymi
warunkami brzegowymi jak poprzednio, lecz w znaczacy sposéb zwigkszono liczbe
elementéw skonczonych. Rysunek 9 przedstawia modelowang plyte z natozong gesta
siatka elementow skonczonych.

Dla tak przygotowanego modelu ponownie przeprowadzono seri¢ analiz
z wymienionymi powyzej sformutowaniami elementu skonczonego. Zageszczenie
siatki obliczeniowej mialo znaczacy wplyw na krok catkowania. Zgodnie ze wzorem
(2.4), wyznaczony on zostal na poziomie At =2,31e—6[s], czyli byl pieciokrotnie
mniejszy od tego w analizach z rzadka siatka. Wraz ze wzrostem liczby elementéw
znacznie wydluzyt sie czas prowadzonych analiz. Wyniki na rysunkach 11-13
w postaci przemieszczen zostaly zebrane dla trzech wezlow, ktére znajdowaly sie
w miejscach odpowiadajacych tym z modelu o rzadkiej siatce MES.
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Rys. 12. Przemieszczenie w osi Z wezléw w modelu o gestej siatce obliczeniowej na swobodnej krawedzi

Przemieszczenie na kierunku Z [mm]

Rys. 13.

plyty w czasie dla sformulowania wg Belytschko-Tsay
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Przemieszczenie w osi Z wezléw w modelu o gestej siatce obliczeniowej na swobodnej krawedzi
plyty w czasie dla sformulowania wg Belytschko-Wong-Chiang
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Rys. 14. Przemieszczenie w osi Z weztéw w modelu o gestej siatce obliczeniowej na swobodnej krawedzi
plyty w czasie dla sformutowania wg Belytschko-Leviatan

Biorgc pod uwagg, ze wszystkie trzy sformulowania elementéw opierajg si¢
w sporej mierze na tych samych zaleznosciach matematycznych, powyzszy rozrzut
wynikow byt zaskoczeniem. Szczegdlnie, jezeli wezmiemy pod uwage zachowanie
elementu domyslnego, gdzie réznica w przemieszczeniu wezléw, pomiedzy modelem
z zageszczona siatka, a rzadka jest ponad dwudziestokrotna.

3.3. Analizy numeryczne z wykorzystaniem schematu niejawnego (implicit)

Kolejnym wzigtym pod uwage aspektem byl schemat calkowania. Dotychczas
wykorzystywang jawng metode réznic centralnych zamieniono na schemat niejawny.
Warunki poczatkowo-brzegowe pozostaly niezmienione. Symulacje przeprowa-
dzono na modelu z rzadka siatka obliczeniowa dla dwdch algorytmoéw opartych
o metode Newmarka. Pierwszym jest algorytm przy$pieszenia sredniego ( = 1/2,
y = 1/4), drugi to algorytm przyspieszenia liniowego (f = 1/2 y = 1/6). Niestety nie
byto mozliwe wykorzystanie tych samych sformutowan elementéw co w analizach
explicit z uwagi na ograniczenia narzucone przez oprogramowanie. W chwili obecnej
LS-Dyna nie obstuguje w analizach implicit sformutowan Belytschko-Wong-Chiang
i Belytschko-Leviatan, automatycznie zmieniajac je na Belytschko-Tsay. W ich miej-
sce przeprowadzono proby na sformutowaniach S/R Hughes-Liu i Fast Hughes-Liu.
Dla algorytmu przys$pieszenia sredniego krok calkowania wynosit dt = 0,01 [s],
natomiast dla obliczen algorytmem przy$pieszenia liniowego wymagane byto jego
zmniejszenie do warto$ci dt = le-5 [s] w celu zachowania stabilnosci. Wykresy na
rysunkach 15-18 prezentujg wyniki tych analiz.

Niezaleznie od algorytmu obliczeniowego oraz sformutowania elementu, wyniki
byly w gruncie rzeczy zbiezne. Poréwnujac wyniki otrzymane metoda explicit z metoda
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implicit mozna zauwazy¢, ze sformulowanie elementu Belytschko-Leviatan (rys. 6)
dalo wyniki najblizsze tym, ktore otrzymano przy uzyciu schematu niejawnego, co
moze by¢ podstawa do zalecenia tego elementu w analizach explicit, w ktérych mo-
delowane powloki, oprécz momentu gnacego, poddawane sa takze oddziatywaniu
sif tnacych.

Przemieszczenie na kierunku Z [mm]

Rys. 15.
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Przemieszczenie w osi Z wezléw na swobodnej krawedzi plyty w czasie dla sformutowania
wg Belytschko-Tsay — algorytm $redniego przyspieszenia
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Rys. 16. Przemieszczenie wzdtuz osi Z wezléw na swobodnej krawedzi plyty w czasie dla sformulowania

wg S/R Huges-Liu — algorytm $redniego przy$pieszenia
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Rys. 17. Przemieszczenie wzdluz osi Z wezléw na swobodnej krawedzi plyty dla sformutowania wg
Fast Huges-Liu — algorytm $redniego przyspieszenia
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Rys. 18. Przemieszczenie wzdtuz osi Z wezléw na swobodnej krawedzi plyty w czasie dla sformulowania
wg Belytschko-Tsay — algorytm liniowego przyspieszenia

4. Podsumowanie

Wraz z ogromnym zapotrzebowaniem przemystu na narzedzia efektywnie
wykorzystujace analizy numeryczne, jednym z wiodacych problemoéw jest obecnie
ich dokladnos¢ i wiarygodnos¢. Nierzadko testy walidacyjne obliczen numerycz-
nych okazujg si¢ niezwykle czaso- i pracochtonne. Zadanie to jest o tyle trudne,
ze pomimo rozleglej dokumentacji technicznej profesjonalnych srodowisk MES,
niektore aspekty ich funkcjonowania pozostaja tajemnicg handlowg firm za nie od-
powiedzialnych. Oznacza to, Ze ugruntowana i usystematyzowana wiedza na temat
fizyki analizowanego zjawiska oraz metod numerycznych wykorzystywanych do jego
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modelowania jest warunkiem koniecznym, aby wyniki analiz uzna¢ za wiarygodne
bez ich weryfikacji na drodze analitycznej oraz lub eksperymentalne;.

Przedstawiony w artykule przypadek niesymetrycznie obcigzonej plyty dobrze
obrazuje, jak nawet proste zagadnienie z dziedziny mechaniki moze okaza¢ si¢
bardzo klopotliwe, jezeli do rozwigzania problemu postanowimy wykorzysta¢ me-
tody numeryczne. Nalezy pamietac, ze zagadnienie to zostalo wybrane i specjalnie
zdefiniowane w ten sposob, aby zobrazowac, z jak duza rezerwa nalezy podchodzi¢
do wynikéw otrzymanych wylacznie na drodze symulacji MES. Jest to szczegdlnie
wazne, jezeli wyniki te podane sg bez opisu warunkéw brzegowych oraz parame-
trow analizy. Dobrg praktyka w modelowaniu zjawisk z wykorzystaniem metod
numerycznych jest w poczatkowej fazie badan uproszczenie analizowanego modelu
do tego stopnia, aby mozliwa byla relatywnie fatwa weryfikacja wstepnych wynikow
na drodze obliczen analitycznych. Dopiero w kolejnych etapach uzasadnione bedzie
zwiekszanie poziomu skomplikowania modelu numerycznego.
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M. KRZESZOWIEC, ]. MALACHOWSKI

Study on the influence of finite element formulation and equation of motion solution
scheme on FEM analysis results based on the asymmetrically loaded plate problem

Abstract. Computer simulations of physical phenomena are at the moment common both in science
and industry. The possibility of finding approximate solutions for complicated systems of differential
equations, mathematically describing issues in the fields of mechanics, physics or chemistry, allows for
shorten design and research time, often significantly reducing the need for expensive experimental studies
or costly production of prototypes. However, the mentioned prevalence of these methods, particularly
the Finite Element Method, resulted in analysis outcomes to be often in advance regarded as accurate
ones. The purpose of the article is to showcase, on a simple stress analysis problem, how parameters such
as the density of the finite element mesh, finite element formulation or integration scheme significantly
influence on the simulation results and how easy it is to end up with the results that do not hold any physical
sense, despite the fact that all the basic assumptions of correct analysis (suitable boundary conditions,
total system energy stored etc.) have been met. The results of this study can serve as a warning against
premature conclusion drawing from calculations carried out by means of FEM simulation.

Keywords: computational mechanics, finite element method, shell elements, numerical integration






