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Czym s¡ atraktory IFS?

Streszczenie. Artykuª ten jest po±wi¦cony konstrukcji, charakterystycznym wªasno±ciom oraz
gªównym de�nicjom i twierdzeniom zwi¡zanym z atraktorami. Pierwsza cz¦±¢ zawiera podstawowe
informacje niezb¦dne do wprowadzenia Czytelnika w omawian¡ tematyk¦. Druga cz¦±¢ skupia si¦
na poj¦ciach istotnych dla zde�niowania atraktorów, takich jak odwzorowanie zw¦»aj¡ce, zbio-
ry niezmiennicze, ukªad IFS i na przedstawieniu de�nicji samych atraktorów. W ostatniej cz¦±ci
przedstawione zostaªy przykªady typowych atraktorów.

Sªowa kluczowe: atraktor, ukªad IFS, odwzorowanie zw¦»aj¡ce, zbiór niezmienniczy

1.Wst¦p

Czy spogl¡daªe± kiedy± w lustro, trzymaj¡c w r¦kach inne lusterko? Jaki obraz mo»na w ten sposób

zobaczy¢? W podobny sposób zachowuje si¦ atraktor IFS - interesuj¡cy obiekt matematyczny, który jest

zbudowany z niesko«czonej ilo±ci swoich kopii.

W±ród typowych cech atraktorów wyró»nia si¦ m. in. samopodobie«stwo, czy konstrukcja z wykorzy-

staniem przeksztaªce« zw¦»aj¡cych. Inn¡ typow¡ wªasno±ci¡ atraktorów IFS jest ich niezmienniczo±¢ na

odwzorowania zw¦»aj¡ce, tzn. »e po poddaniu okre±lonego atraktora IFS odpowiednio dobranym prze-

ksztaªceniom zw¦»aj¡cym i skonstruowaniu z otrzymanych w ten sposób obiektów nowej �gury otrzymamy

pocz¡tkowy atraktor.

Jeszcze zanim poj¦cie atraktora zostaªo zde�niowane, wielu znanych matematyków badaªo ich przykªady,

np. Wacªaw Sierpi«ski czy George Cantor. Do najbardziej znanych atraktorów nale»¡: zbiór Cantora,

krzywa Kocha, trójk¡t i dywan Sierpi«skiego, kostka Mengera.

Gªównym celem poni»szego artykuªu jest zde�niowanie poj¦cia atraktora IFS, omówienie jego wªasno±ci

i przegl¡d podstawowych przykªadów.

Autor korespondencyjny: J. Skakuj (justynamaria86@poczta.fm).
Data wpªyni¦cia: 01.09.2022.
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2. Podstawowe poj¦cia

W caªej pracy b¦dziemy oznacza¢ przez N, N0, R odpowiednio zbiór liczb naturalnych, zbiór wszystkich

liczb caªkowitych nieujemnych, zbiór liczb rzeczywistych. Przestrze« euklidesow¡ n-wymiarow¡ b¦dziemy

oznacza¢ przez Rn. W tej cz¦±ci artykuªu omówimy podstawowe poj¦cia istotne dla omawianej tematyki.

Dzi¦ki nim wprowadzimy przestrze« speªniaj¡c¡ wszystkie konieczne warunki dla atraktorów IFS.

Przede wszystkim przybli»my poj¦cie odlegªo±ci. Odlegªo±¢ (metryka) to funkcja d, która dowolnej parze

elementów przyporz¡dkowuje liczb¦ rzeczywist¡. Ka»da taka funkcja musi speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki:

a) d(x, y) ≥ 0 dla dowolnych elementów x, y ∈ X;

b) d(x, y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y;

c) d(x, y) = d(y, x) dla dowolnych x, y ∈ X;

d) d(x, z) + d(z, y) ≥ d(x, y) dla dowolnych x, y, z ∈ X.

Najbardziej intuicyjnym przykªadem metryki jest metryka euklidesowa de. Za jej pomoc¡ mo»na okre±li¢

odlegªo±¢ �w linii prostej" mi¦dzy dwoma elementami.

Przestrzeni¡ metryczn¡ nazywamy par¦ (X, d), gdzie X jest zbiorem, a d metryk¡. Wszystkie poni»sze

rozwa»ania b¦dziemy przeprowadza¢ w przestrzeniach metrycznych.

Konstrukcja niektórych atraktorów IFS wymaga skorzystania z ci¡gu zst¦puj¡cego zbiorów. Jest to ci¡g

(An) zbiorów speªniaj¡cy warunek

An ⊃ An+1

dla ka»dego n ∈ N.

Ci¡g (fk)k∈N0 kolejnych iteracji odwzorowania f : X −→ X b¦dziemy okre±la¢ w nast¦puj¡cy sposób:

f0(x) := x, fk(x) := f(fk−1(x)) dla k ∈ N. (1)

Odwzorowania stosowane do konstrukcji atraktorów IFS powinny by¢ ci¡gªe. Istnieje wiele de�nicji ci¡-

gªo±ci. Tutaj b¦dziemy skupia¢ si¦ na tej zwi¡zanej z metryk¡. Mówimy, »e odwzorowanie f jest ci¡gªe

w punkcie x0, je»eli dla ka»dego ci¡gu (xn) zbie»nego do x0 ∈ X, (tzn. lim
n−→∞

d(xn, x0) = 0) ci¡g (f(xn))

jest zbie»ny do f(x0) (tzn. lim
n−→∞

d(f(xn), f(x0)) = 0). Z kolei odwzorowanie ci¡gle w ka»dym punkcie

nazywamy ci¡gªym.

Wyja±nijmy teraz czym jest przestrze« metryczna zupeªna oraz przestrze« metryczna zwarta.

Przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡ nazywamy tak¡ przestrze«, w której ka»dy ci¡g speªniaj¡cy tzw. warunek

Cauchy'ego jest ci¡giem zbie»nym. Jak wygl¡da ten warunek?



Mówimy, »e ci¡g (xn), gdzie xn ∈ X (n ∈ N) speªnia warunek Cauchy'ego wtedy i tylko wtedy, gdy dla

ka»dego ε > 0 istnieje takie n0 ∈ N, »e dla ka»dych n ≥ n0 i m ∈ N zachodzi

d(xn, xn+m) < ε.

Oznacza to, »e wraz ze wzrostem warto±ci indeksu n odlegªo±¢ mi¦dzy wyrazami ci¡gu d¡»y do zera.

Natomiast przestrze« metryczna (X, d) jest zwarta, je»eli ka»dy ci¡g (xn) elementów xn ∈ X zawiera

podci¡g zbie»ny w X. Analogicznie, zbiór A ⊂ X nazywamy zwartym, je±li ka»dy ci¡g (xn) elementów

xn ∈ A zawiera podci¡g zbie»ny w A.

W przypadku przestrzeni euklidesowej (Rn, de) zbiór A jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograni-

czony (mo»na go zawrze¢ w pewnej kuli) i domkni¦ty (zawiera swój brzeg, np. przedziaª domkni¦ty).

Rysunek 1. Zbiór zwarty w przestrzeni euklidesowej

Warto jeszcze wspomnie¢ o pewnych typowych wªasno±ciach zbiorów zwartych: zauwa»my, »e suma

sko«czonej liczby zbiorów zwartych jest równie» zbiorem zwartym oraz odwzorowanie ci¡gªe przeksztaªca

ka»dy zbiór zwarty na zbiór zwarty.

Za pomoc¡ metryki euklidesowej i innych do±¢ znanych metryk (maksimum, taksówkowa, rzeka) mo»na

okre±li¢ odlegªo±¢ mi¦dzy dwoma punktami. Ale jak okre±li¢ odlegªo±¢ pomi¦dzy caªymi zbiorami?

Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡, zbiór A ⊂ X b¦dzie niepustym zbiorem zwartym

oraz niech x ∈ X. Odlegªo±¢ punktu x od zbioru A okre±lamy jako

d(x,A) := min{d(x, y) : y ∈ A}.

Otoczk¡ domkni¦t¡ zbioru A ⊂ X o promieniu r > 0 nazywamy zbiór postaci

U(A, r) := {x ∈ X : d(x,A) ≤ r}.

De�nicja 1. (zob. [4], str. 29) Oznaczmy przez K(X) zbiór wszystkich niepustych i zwartych podzbiorów

zbioru X. Okre±lmy na K(X) funkcj¦ dH : K(X)×K(X) −→ R w nast¦puj¡cy sposób

dH(A,B) := inf{r > 0 : A ⊆ U(B, r), B ⊆ U(A, r)}.

Zde�niowan¡ powy»ej funkcj¦ dH nazywamy metryk¡ Hausdor�a.
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Rysunek 2. Otoczenie zbioru zwartego

Rysunek 3. Metryka Hausdor�a (w tym wypadku dH = rB)

Jak wida¢ (rysunek 3), odlegªo±¢ Hausdor�a mo»na uto»samia¢ z kresem dolnym takich promieni

otocze«, dla których zbiór A jest zawarty w otoczeniu zbioru B i zbiór B jest zawarty w otoczeniu zbioru

A.

Zauwa»my, »e funkcja dH podana w De�nicji 1 speªnia warunki metryki.

Przedstawmy tutaj jeszcze do±¢ istotny lemat zwi¡zany z metryk¡ Hausdor�a.

Lemat 1. Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡ oraz niech Ai, Bi ∈ K(X), dla i ∈
{1, ...,m}. Wówczas zachodzi nierówno±¢

dH

( m⋃
i=1

Ai,

m⋃
i=1

Bi

)
≤ max

1≤i≤m
dH(Ai, Bi) dla n ∈ N. (2)

Dowód tego lematu mo»na przeprowadzi¢ metod¡ indukcji matematycznej.

Wprowadzili±my w ten sposób now¡ przestrze« metryczn¡: (K(X), dH) niepustych zwartych podzbio-

rów przestrzeni metrycznej zupeªnej (X, d) z metryk¡ Hausdor�a dH . B¦dziemy j¡ nazywa¢ przestrzeni¡



podzborów zwartych. Mo»na wykaza¢, »e jest ona przestrzeni¡ zupeªn¡. To wªa±nie j¡ "zamieszkuj¡" atrak-

tory IFS.

3. Atraktory IFS

Przede wszystkim, zauwa»my, »e w zwartych przestrzeniach metrycznych dla zst¦puj¡cych ci¡gów

(Fn) niepustych zbiorów domkni¦tych zachodzi
∞⋂

n=1
Fn 6= ∅. Twierdzenie to zostaªo przedstawione w [3].

Otrzymany w ten sposób zbiór jest niepusty, co jest niezb¦dnym warunkiem stworzenia atraktora IFS.

Rysunek 4. Ci¡g zst¦puj¡cy niepustych zbiorów domkni¦tych

Istotnym poj¦ciem niezb¦dnym do wprowadzenia poj¦cia atraktora IFS jest kontrakcja. Zgodnie z

intuicj¡, mo»emy stwierdzi¢, »e jest to odwzorowanie, które zmniejsza odlegªo±ci.

De�nicja 2. (zob. [4], str. 27) Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Odwzorowanie C : X −→ X

nazywamy odwzorowaniem zw¦»aj¡cym (kontrakcj¡) na X, je±li istnieje liczba c ∈ (0, 1), taka »e

d(C(x), C(y)) ≤ c · d(x, y), dla ka»dego x, y ∈ X.

Liczb¦ c b¦dziemy nazywali wspóªczynnikiem odwzorowania zw¦»aj¡cego C.

Ponadto, je»eli A ∈ K(X), to przyjmujemy oznaczenie C(A) := {C(x) : x ∈ A}. Warto zauwa»y¢

równie», »e ka»de odwzorowanie zw¦»aj¡ce jest ci¡gªe.

Innym istotnym zagadnieniem zwi¡zanym z omawian¡ tematyk¡ jest poj¦cie punktu staªego x0 odwzo-

rowania f . Zgodnie z de�nicj¡, taki punkt speªnia warunek f(x0) = x0. W przypadku punktu staªego

kontrakcji zachodzi poni»sze twierdzenie, które cz¦sto uto»samia si¦ z planem miasta upuszczonym na

terytorium tego miasta: z pewno±ci¡ jeden z punktów mapy upadnie na punkt na ziemi, który reprezen-

tuje.
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Twierdzenie 1. (zob. [3], str. 43) Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡ i niech C : X −→
X b¦dzie odwzorowaniem zw¦»aj¡cym. Wówczas istnieje jednoznacznie okre±lony punkt x∞ ∈ X, dla

którego zachodzi C(x∞) = x∞, tzn. punkt x∞ jest punktem staªym odwzorowania C.

Rysunek 5. Punkt staªy odwzorowania zw¦»aj¡cego

Szkic dowodu: Dla dowolnego punktu x0 ∈ X nale»y rozpatrzy¢ dwa przypadki: C(x0) = x0 lub

C(x0) 6= x0. W drugim przypadku ustalamy ci¡g (xn), taki, »e xn+1 = C(xn) dla n ∈ N0 i wykazujemy,

»e dla dowolnych n ∈ N0, p ∈ N i pewnego c ∈ (0, 1) zachodzi

d(xn, xn+p) ≤ (1 + c+ c2 + ...+ cp−1) · d(xn, C(xn)) ≤
1

1− c
· d(xn, C(xn))

oraz d(xn, C(xn)) ≤ cn ·d(x0, C(x0)). Na mocy d(xn, xn+p) ≤ cn

1−c ·d(x0, C(x0)) stwierdzamy, »e ci¡g (xn)

jest ci¡giem Cauchy'ego oraz dowodzimy, »e jest on zbie»ny do granicy x∞ ∈ X, która speªnia warunek

C(x∞) = C( lim
n−→∞

xn) = lim
n−→∞

C(xn) = lim
n−→∞

xn+1 = x∞. (3)

Ostatecznie, korzystaj¡c z dowodu nie wprost dowodzimy jednoznaczno±ci otrzymanego punktu staªego.

(powy»szy dowód w peªnej wersji, jak i inne dowody tego twierdzenia mo»na znale¹¢ w [3].)

Wprowad¹my teraz niezwykle istotne w tej tematyce poj¦cie ukªadu IFS.

De�nicja 3. (zob. [4], str. 31) Ka»d¡ sko«czon¡ rodzin¦ S1, ..., Sm odwzorowa« zw¦»aj¡cych na X b¦-

dziemy nazywa¢ iterowanym ukªadem funkcyjnym lub ukªadem IFS (ang. iterated function scheme) i

oznacza¢

{X,S1, ..., Sm}.



Okre±lmy teraz czym jest zbiór niezmienniczy na okre±lone przeksztaªcenie. Zgodnie z intuicj¡, jest to

taki zbiór, który nie zmienia si¦ po poddaniu go temu przeksztaªceniu. Natomiast niepusty zwarty zbiór

F nazywamy zbiorem niezmienniczym na odwzorowania zw¦»aj¡ce S1, ..., Sm, je±li

F =

m⋃
i=1

Si(F ).

Rysunek 6. Zbiór niezmienniczy na odwzorowania zw¦»aj¡ce S1, ..., S4

Ograniczmy teraz nasze rozwa»ania do przestrzeni metrycznej (Rn, de), gdzie de jest metryk¡ eukli-

desow¡.

Niech Si, i ∈ {1, ...,m} b¦d¡ odwzorowaniami zw¦»aj¡cymi. Ustalmy odwzorowanie S : K(Rn) −→
K(Rn) zde�niowane poprzez

S(E) =

m⋃
i=1

Si(E) (4)

dla E ∈ K(Rn) oraz niech (Sk)k∈N0 b¦dzie ci¡giem odwzorowa« S, speªniaj¡cym zaªo»enia zawarte we

wzorze (1).

Przejd¹my teraz do przedstawienia i wykazania gªównego twierdzenia w tym artykule. Przedstawia ono

konstrukcj¦ i typowe wªasno±ci atraktorów IFS.

Twierdzenie 2. (zob. [2], str. 114) Niech K(Rn) b¦dzie rodzin¡ niepustych zwartych podzbiorów Rn oraz

niech S1, ..., Sm b¦d¡ odwzorowaniami zw¦»aj¡cymi na Rn. Wówczas istnieje jednoznacznie okre±lony

zbiór F ∈ K(Rn), niezmienniczy na odwzorowania S1, ..., Sm, tzn. speªniaj¡cy warunek

F =

m⋃
i=1

Si(F ).
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Ponadto, niech S : K(Rn) −→ K(Rn) b¦dzie odwzorowaniem okre±lonym poprzez (4) i niech (Sk)k∈N0

b¦dzie ci¡giem kolejnych iteracji odwzorowa« S. Wówczas

F =

+∞⋂
k=0

Sk(E)

dla dowolnego zbioru E ∈ K(Rn), speªniaj¡cego dla ka»dego i ∈ {1, ...,m} warunek Si(E) ⊂ E.

Szkic dowodu: Zaªó»my, »e S1,..., Sm s¡ odwzorowaniami zw¦»aj¡cymi na Rn oraz przeksztaªcenie S

dane jest wzorem S(E) =
m⋃
i=1

Si(E). Zauwa»amy, »e dla dowolnego zbioru E ∈ K(Rn) i dowolnych takich

kontrakcji S1,..., Sm speªniaj¡cych warunek Si(E) ⊂ E zachodzi S(E) ⊂ E. Dowodzimy, »e zachodzi te»

ogólnie Sk(E) ⊂ Sk−1(E), czyli ci¡g kolejnych odwzorowa« Sk jest zst¦puj¡cy. Nast¦pnie wykazujemy,

»e zbiór F :=
+∞⋂
k=0

Sk(E) jest niepusty i zwarty oraz na mocy

S(F ) =

+∞⋂
k=0

Sk(E) = F

równie» niezmienniczy na odwzorowania S1, ..., Sm. Ostatecznie, korzystaj¡c z Lematu 1, dowodzimy, »e

zbiór F jest okre±lony jednoznacznie (Peªny dowód tego twierdzenia mo»na znale¹¢ w [2]).

Rysunek 7. Ci¡g (Sk)k∈N0 odwzorowa« zw¦»aj¡cych

Zauwa»my, »e okre±lony w powy»szym twierdzeniu zbiór F jest odpowiednikiem punktu staªego dla

pojedynczej kontrakcji.

De�nicja 4. (zob. [1], str. 81) Niech {Rn, S1, ..., Sm} b¦dzie iterowanym ukªadem funkcyjnym przestrzeni

metrycznej zupeªnej. Niech (K(Rn), dH) b¦dzie przestrzeni¡ podzbiorów zwartych, a odwzorowanie S :



K(Rn) −→ K(Rn) b¦dzie dane wzorem

S(E) =

m⋃
i=1

Si(E) dla E ∈ K(Rn)

Zbiór A∞ ∈ K(Rn) niezmienniczy na odwzorowania S1, ..., Sm, speªniaj¡cy warunek

A∞ := lim
k−→∞

Sk(E)

nazywamy atraktorem IFS.

Istnienie powy»szej granicy wynika z twierdzenia o punkcie staªym (patrz twierdzenie 1), poniewa»

zbiór A∞ uto»samia si¦ z punktem staªym kontrakcji.

Zauwa»my jeszcze, »e je±li ci¡g odwzorowa« (Sk)k∈N0 jest zst¦puj¡cy (tzn. Sk+1(E) ⊂ Sk(E) dla dowol-

nego k ∈ N), to

A∞ = lim
k−→∞

Sk(E) =

∞⋂
k=0

Sk(E),

czyli

A∞ = F.

4.Wybrane przykªady atraktorów

W tej cz¦±ci artykuªu zajmiemy si¦ omówieniem kilku typowych przekªadów atraktorów IFS. S¡ one

znanymi fraktalami, ale tutaj przedstawimy te ich cechy, które konstytuuj¡ je jako atraktory.

4.1. Krzywa Kocha

Niech (R2, de) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ z metryk¡ euklidesow¡. Krzywa Kocha K∞ ⊂ R2 zde-

�niowana poni»ej za pomoc¡ wzoru (5) jest generowana przez ci¡g odpowiednich przeksztaªce« zbioru

pocz¡tkowego b¦d¡cego odcinkiem domkni¦tym (patrz rysunek 8).

Geometrycznie kolejne etapy konstrukcji krzywej Kocha s¡ nast¦puj¡ce:

a) odcinek domkni¦ty dzielimy na trzy odcinki trzykrotnie krótsze od pocz¡tkowego i usuwamy odcinek

±rodkowy,

b) powy»ej usuni¦tego odcinka konstruujemy dwa kolejne w ten sposób, aby wraz z usuni¦tym odcinkiem

tworzyªy trójk¡t równoboczny,

c) powy»sz¡ procedur¦ powtarzamy dla czterech skonstruowanych odcinków,
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Rysunek 8. Krzywa Kocha. �ródªo: http://www.catenasc.pl/a�niczne/index.html

d) punkty a), b), c) stosujemy niesko«czenie wiele razy.

Omówmy proces generowania zbioru K∞ za pomoc¡ iterowanego ukªadu funkcyjnego. Niech zbiór

K0 ∈ K(R2) b¦dzie okre±lony jako

K0 :=
{
(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, y = 0

}
oraz niech {R2, S1, ..., S4} b¦dzie ukªadem IFS, gdzie odwzorowania S1, . . . , S4 przeksztaªcaj¡ce punkty

pªaszczyzny s¡ okre±lone wzorami:

S1((x, y)) :=
(1
3
x,

1

3
y
)
,

S2((x, y)) :=
(1
3
+

1

6
x−
√
3

6
y,

√
3

6
x+

1

6
y
)
,

S3((x, y)) :=
(2
3
− 1

6
x+

√
3

6
y,

√
3

6
x+

1

6
y
)
,

S4((x, y)) :=
(1
3
x+

2

3
,
1

3
y
)
.

Odwzorowania S1, ..., S4 s¡ kontrakcjami, gdy» dla ka»dych (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 mamy

de
(
Si((x1, y1)), Si((x2, y2))

)
≤ 1

3
· de
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
, i ∈ {1, ..., 4},

a wspóªczynnik odwzorowa« zw¦»aj¡cych ci =
1
3 dla i ∈ {1, ..., 4}.

Ustalmy odwzorowanie S : K(R2) −→ K(R2) w sposób nast¦puj¡cy

S(A) =

4⋃
i=1

Si(A) dla A ∈ K(R2)

oraz ci¡g (Sk)k∈N0
, dla którego zachodzi S0(A) := A i Sk(A) = S

(
Sk−1(A)

)
dla k ∈ N. Wówczas mamy

S0(K0) = K0. Krzywa Kocha jest granic¡ ci¡gu (Sk)k∈N0
, tzn.

K∞ := lim
k−→∞

Sk(K0). (5)

Zbiór K∞ ∈ K(R2) oraz

K∞ = S(K∞) =

4⋃
i=1

Si(K∞),



co oznacza, »e zbiór K∞ jest niezmienniczy na odwzorowania S1, ..., S4. Wnioskujemy wi¦c, »e krzywa

Kocha jest atraktorem IFS.

4.2. Trójk¡t Sierpi«skiego

Niech (R2, de) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ z metryk¡ euklidesow¡. Trójk¡t Sierpi«skiego S∞ ∈ R2

zde�niowany poni»ej za pomoc¡ wzoru (6) jest generowany przez ci¡g odpowiednich przeksztaªce« zbioru

pocz¡tkowego b¦d¡cego domkni¦tym trójk¡tem równobocznym.

Geometrycznie konstrukcja trójk¡ta Sierpi«skiego (patrz rysunek 9) przebiega nast¦puj¡co:

a) domkni¦ty trójk¡t równoboczny dzielimy na cztery przystaj¡ce domkni¦te trójk¡ty równoboczne,

których kraw¦d¹ ma dªugo±¢ o poªow¦ krótsz¡ od dªugo±ci kraw¦dzi �gury pocz¡tkowej,

b) usuwamy trójk¡t niezawieraj¡cy »adnego z wierzchoªków �gury pocz¡tkowej,

c) procedur¦ powtarzamy dla trzech pozostaªych trójk¡tów,

d) powy»sz¡ konstrukcj¦ stosujemy niesko«czenie wiele razy.

Rysunek 9. Trójk¡t Sierpi«skiego. �ródªo: http://www.catenasc.pl/a�niczne/index.html

Przeanalizujmy proces generowania trójk¡ta Sierpi«skiego za pomoc¡ ukªadu IFS. Niech zbiór S0 ⊂ R2

b¦dzie okre±lony jako

S0 := {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1

2
, 0 ≤ y ≤

√
3x}

∪ {(x, y) ∈ R2 :
1

2
< x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ −

√
3x+

√
3}.
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Zauwa»my, »e S0 ∈ K(R2). Niech {R2, S1, ..., S3} b¦dzie iterowanym ukªadem funkcyjnym, gdzie odwzo-

rowania S1, S2, S3 przeksztaªcaj¡ce punkty pªaszczyzny okre±lone s¡ wzorami:

S1((x, y)) := (
1

2
x,

1

2
y),

S2((x, y)) := (
1

2
x+

1

2
,
1

2
y),

S3((x, y)) := (
1

2
x+

1

4
,
1

2
y +

√
3

4
),

dla (x, y) ∈ R2. �atwo sprawdzi¢, »e odwzorowania S1, S2, S3 s¡ kontrakcjami ze wspóªczynnikami c1 =

c2 = c3 = 1
2 .

Ustalmy odwzorowanie S : K(R2) −→ K(R2) takie, »e

S(A) :=
3⋃

i=1

Si(A) dla A ∈ K(R2)

oraz ci¡g (Sk)k∈N0 taki, »e S0(A) := A i Sk(A) := S
(
Sk−1(A)

)
dla k ∈ N. Wówczas mamy S0(S0) = S0,

a zbiór S∞ ⊂ R2 de�niujemy nast¦puj¡co

S∞ := lim
k−→∞

Sk(S0). (6)

Zauwa»my, »e ci¡g (Sk)k∈N0
jest zst¦puj¡cy. Ponadto, z Twierdzenia 2 wynika, »e S∞ ∈ K(R2) oraz

trójk¡t Sierpi«skiego jest niezmienniczy na kontrakcje S1, S2, S3, tzn.

S∞ = S(S∞) =

3⋃
i=1

Si(S∞).

Tak wi¦c zbiór S∞ ∈ K(R2) jest atraktorem IFS.

4.3. Kostka Mengera

Niech (R3, de) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ z metryk¡ euklidesow¡. Kostka Mengera M∞ ⊂ R3 zde-

�niowana poni»ej za pomoc¡ wzoru (7) jest generowana przez ci¡g odpowiednich przeksztaªce« zbioru

pocz¡tkowego b¦d¡cego sze±cianem domkni¦tym.

Pierwszym etapem konstrukcji jest podziaª sze±cianu domkni¦tego na 27 przystaj¡cych domkni¦tych sze-

±cianów o kraw¦dzi równej 1
3 kraw¦dzi bryªy pocz¡tkowej. Usuwamy sze±cian ±rodkowy oraz sze±ciany za-

wiaraj¡ce ±rodki ±cian bryªy pocz¡tkowej. Powy»sz¡ procedur¦ stosujemy dla 20 pozostaªych sze±cianów.

Kostk¦ Mengera konstruujemy powtarzaj¡c opisan¡ procedur¦ niesko«czenie wiele razy (patrz rysunek

10).



Rysunek 10. Kostka Mengera. �ródªo: https://plus.maths.org/content/build-mega-menger

Przedstawmy proces generowania atraktora M∞ poprzez iterowany ukªad funkcyjny. Niech M0 ⊂ R3

b¦dzie sze±cianem domkni¦tym o kraw¦dzi dªugo±ci 1, tzn.

M0 := {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x, y, z ≤ 1}.

Zauwa»my, »e M0 ∈ K(R3). Ustalmy ukªad IFS postaci {R3, S1, ..., S20}, gdzie odwzorowania zw¦»aj¡ce

S1, ..., S20 przeksztaªcaj¡ce punkty przestrzeni R3 dane s¡ wzorami:

S1((x, y, z)) := (
1

3
x,

1

3
y,

1

3
z), S2((x, y, z)) := (

1

3
x+

1

3
,
1

3
y,

1

3
z),

S3((x, y, z)) := (
1

3
x+

2

3
,
1

3
y,

1

3
z), S4((x, y, z)) := (

1

3
x,

1

3
y +

1

3
,
1

3
z),

S5((x, y, z)) := (
1

3
x+

2

3
,
1

3
y +

1

3
,
1

3
z), S6((x, y, z)) := (

1

3
x,

1

3
y +

2

3
,
1

3
z),

S7((x, y, z)) := (
1

3
x+

1

3
,
1

3
y +

2

3
,
1

3
z), S8((x, y, z)) := (

1

3
x+

2

3
,
1

3
y +

2

3
,
1

3
z),

S9((x, y, z)) := (
1

3
x,

1

3
y,

1

3
z +

1

3
), S10((x, y, z)) := (

1

3
x+

2

3
,
1

3
y,

1

3
z +

1

3
),

S11((x, y, z)) := (
1

3
x,

1

3
y +

2

3
,
1

3
z +

1

3
), S12((x, y, z)) := (

1

3
x+

2

3
,
1

3
y +

2

3
,
1

3
z +

1

3
),

S13((x, y, z)) := (
1

3
x,

1

3
y,

1

3
z +

2

3
), S14((x, y, z)) := (

1

3
x+

1

3
,
1

3
y,

1

3
z +

2

3
),

S15((x, y, z)) := (
1

3
x+

2

3
,
1

3
y,

1

3
z +

2

3
), S16((x, y, z)) := (

1

3
x,

1

3
y +

1

3
,
1

3
z +

2

3
),

S17((x, y, z)) := (
1

3
x+

2

3
,
1

3
y +

1

3
,
1

3
z +

2

3
), S18((x, y, z)) := (

1

3
x,

1

3
y +

2

3
,
1

3
z +

2

3
),

S19((x, y, z)) := (
1

3
x+

1

3
,
1

3
y +

2

3
,
1

3
z +

2

3
), S20((x, y, z)) := (

1

3
x+

2

3
,
1

3
y +

2

3
,
1

3
z +

2

3
).

Powy»sze przeksztaªcenia s¡ odwzorowaniami zw¦»aj¡cymi, gdzie wspóªczynnik ci =
1
3 dla ka»dego Si, i ∈

{1, ..., 20}.
Niech odwzorowanie S : K(R3) −→ K(R3) b¦dzie dane wzorem

S(A) :=

20⋃
i=1

Si(A), A ∈ K(R3).
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Ustalmy ci¡g (Sk)k∈N0 takich odwzorowa«, dla którego S0(A) := A oraz Sk(A) := S(Sk−1(A)) dla k ∈ N.

Wtedy S0(M0) = M0, a kostk¦ Mengera de�niujemy nast¦puj¡co

M∞ := lim
k−→∞

Sk(M0). (7)

Zauwa»my, »e ci¡g (Sk)k∈N0
jest zst¦puj¡cy. Zbiór M∞ nale»y do K(R3). Ponadto, jest niezmienniczy na

odwzorowania S1, ..., S20, tzn.

M∞ = S(M∞) =

20⋃
i=1

Si(M∞).

Zatem kostka Mengera jest atraktorem IFS.

4.4. Papro¢ Barnsley'a

Interesuj¡cym przykªadem atraktora IFS z powodu ªudz¡cego podobie«stwa do naturalnych ro±lin

jest papro¢ Barnsley'a.

Niech (R2, de) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ z metryk¡ euklidesow¡. Papro¢ Barnsley'a B∞ ⊂ R2 zde�nio-

wana za pomoc¡ wzoru (8) jest generowana przez ci¡g odpowiednich przeksztaªce« zbioru pocz¡tkowego,

np. prostok¡ta domkni¦tego.

Rysunek 11. Pierwszy etap konstrukcji paproci Barnsley'a. �ródªo: http://www.catenasc.pl/a�niczne/index.html

Konstrukcja geometryczna paproci Barnsley'a wygl¡da nast¦puj¡co:

a) stosujemy przeksztaªcenia a�niczne prostok¡ta pocz¡tkowego, takie jak skalowanie, translacja, obrót,

symetria i ich zªo»enia otrzymuj¡c w ten sposób ukªad nowych �gur, tak jak na rysunku 11,

b) te same przeksztaªcenia powtarzamy dla powstaªych �gur,

c) powy»sz¡ procedur¦ powtarzamy niesko«czenie wiele razy.



Rysunek 12. Papro¢ Barnsley'a. �ródªo: http://www.catenasc.pl/a�niczne/index.html

Omówmy proces generowania paproci Barnsley'a za pomoc¡ ukªadu IFS. Zbiorem pocz¡tkowym B0

mo»e by¢ np. prostok¡t domkni¦ty.

Niech {R2, S1, ..., S4} b¦dzie ukªadem IFS, gdzie odwzorowania S1, ..., S4 przeksztaªcaj¡ce punkty

pªaszczyzny okre±lone s¡ wzorami:

S1((x, y)) := (0; 0, 16y),

S2((x, y)) := (0, 85x+ 0, 04y;−0, 04x+ 0, 85y + 1, 6),

S3((x, y)) := (0, 2x− 0, 26y; 0, 23x+ 0, 22y + 1, 6),

S4((x, y)) := (−0, 15x+ 0, 28y; 0, 26x+ 0, 24y + 0, 44).

Mo»na stwierdzi¢, »e odwzorowania powy»sze s¡ kontrakcjami.

Ustalamy odwzorowanie S : K(R2) −→ K(R2) dane za pomoc¡ wzoru

S(A) :=

4⋃
i=1

Si(A), A ∈ K(R2)

oraz ci¡g (Sk)k∈N0 taki, »e S0(A) := A oraz Sk(A) := S(Sk−1(A)) dla k ∈ N. Wówczas S0(B0) = B0.

Zbiór dany wzorem

B∞ := lim
k−→∞

Sk(B0) (8)

jest paproci¡ Barnsley'a. Zbiór ten nale»y do K(R2) oraz jest niezmienniczy na odwzorowania S1, ..., S4,

tzn.

B∞ = S(B∞) =

4⋃
i=1

Si(B∞).

Wnioskujemy ostatecznie, »e papro¢ Barnsley'a jest atraktorem IFS.
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5. Podsumowanie

Atraktory s¡ wykorzystywane w wielu dziedzinach nauki, technologii i sztuki. Z powodu wysokiego

stopnia szczegóªowo±ci i mo»liwo±ci generowania �gur ªudz¡co podobnych do obiektów wyst¦puj¡cych w

naturze atraktory znalazªy zastosowanie chocia»by w kompresji danych, gra�ce komputerowej, czy kine-

matogra�i. Stosuje si¦ je tak»e do badania wielu zjawisk zachodz¡cych w naturze jak i w ró»norodnych

obszarach dziaªalno±ci ludzkiej. Za ich pomoc¡ mo»na przedstawi¢ zªo»ono±¢ ro±lin, linii brzegowych, na-

czy« krwiono±nych, bªyskawic, itp. Dlatego te» budz¡ du»e zainteresowanie w±ród naukowców i zasªuguj¡

na dogª¦bn¡ analiz¦.

Podzi¦kowania: Chciaªabym podzi¦kowa¢ recenzentom artykuªu za cenne uwagi. Skªadam równie» po-

dzi¦kowania dr. Sªawomirowi Sorkowi i dr. hab. Jackowi Chudziakowi, prof. UR - odpowiednio promotoro-

wi i recenzentowi mojej pracy magisterskiej, napisanej w trakcie studiów na Uniwersytecie Rzeszowskim,

na podstawie której przygotowaªam ten artykuª.
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