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Czym sa atraktory IFS?

Streszczenie. Artykul ten jest po§wiecony konstrukeji, charakterystycznym wtasnogciom oraz
gltéwnym definicjom i twierdzeniom zwiazanym z atraktorami. Pierwsza cze$¢ zawiera podstawowe
informacje niezbedne do wprowadzenia Czytelnika w omawiana tematyke. Druga czes¢ skupia sie
na pojeciach istotnych dla zdefiniowania atraktoréw, takich jak odwzorowanie zwezajace, zbio-
ry niezmiennicze, uktad IFS i na przedstawieniu definicji samych atraktoréw. W ostatniej czesci
przedstawione zostaty przyktady typowych atraktoréw.

Stowa kluczowe: atraktor, uktad IFS, odwzorowanie zwezajace, zbiér niezmienniczy

1. Wstep

Czy spogladates kiedy$ w lustro, trzymajac w rekach inne lusterko? Jaki obraz mozna w ten sposob
zobaczy¢? W podobny sposéb zachowuje sie atraktor IFS - interesujacy obiekt matematyczny, ktory jest
zbudowany z nieskoriczonej ilosci swoich kopii.

Wsréd typowych cech atraktoréw wyrdznia sie m. in. samopodobienstwo, czy konstrukcja z wykorzy-
staniem przeksztatcen zwezajacych. Inng typowa wtlasnoscia atraktoréw IFS jest ich niezmienniczo$¢ na
odwzorowania zwezajace, tzn. ze po poddaniu okreslonego atraktora IFS odpowiednio dobranym prze-
ksztalceniom zwezajacym i skonstruowaniu z otrzymanych w ten sposob obiektow nowej figury otrzymamy
poczatkowy atraktor.

Jeszcze zanim pojecie atraktora zostalo zdefiniowane, wielu znanych matematykéw badato ich przyktady,
np. Waclaw Sierpiniski czy George Cantor. Do najbardziej znanych atraktoréw naleza: zbiér Cantora,
krzywa Kocha, trojkat i dywan Sierpiniskiego, kostka Mengera.

Gloéwnym celem ponizszego artykutu jest zdefiniowanie pojecia atraktora IFS, oméwienie jego wlasnosci

i przeglad podstawowych przyktadéw.
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2. Podstawowe pojecia

W calej pracy bedziemy oznaczaé przez N, Ny, R odpowiednio zbiér liczb naturalnych, zbiér wszystkich
liczb caltkowitych nieujemnych, zbiér liczb rzeczywistych. Przestrzen euklidesowa n-wymiarowa bedziemy
oznaczaé przez R™. W tej czedci artykulu oméwimy podstawowe pojecia istotne dla omawianej tematyki.
Drzieki nim wprowadzimy przestrzen spelniajaca wszystkie konieczne warunki dla atraktoréw IFS.
Przede wszystkim przyblizmy pojecie odlegtosci. Odlegtosé (metryka) to funkcja d, ktéra dowolnej parze

elementéw przyporzadkowuje liczbe rzeczywista. Kazda taka funkcja musi spelnia¢ nastepujace warunki:

a) d(z,y) > 0 dla dowolnych elementéw z, y € X;
b) d(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = y;
c) d(z,y) = d(y,z) dla dowolnych z, y € X;

d) d(z,2) + d(z,y) > d(z,y) dla dowolnych z, y, z € X.

Najbardziej intuicyjnym przyktadem metryki jest metryka euklidesowa d.. Za jej pomoca mozna okresli¢
odleglo$¢ ,w linii prostej" miedzy dwoma elementami.

Przestrzenia metryczng nazywamy pare (X,d), gdzie X jest zbiorem, a d metryka. Wszystkie ponizsze
rozwazania bedziemy przeprowadzaé¢ w przestrzeniach metrycznych.

Konstrukcja niektérych atraktoréw IFS wymaga skorzystania z ciaggu zstepujacego zbioréw. Jest to ciag
(A;,) zbiorow spelniajacy warunek

An D An+1

dla kazdego n € N.

Ciag (f*)ren, kolejnych iteracji odwzorowania f : X — X bedziemy okresla¢ w nastepujacy sposéb:

Pla)y=z  ff2)=ff""2) da kel (1)

Odwzorowania stosowane do konstrukeji atraktoréw IFS powinny by¢ ciggle. Istnieje wiele definicji cig-
glosci. Tutaj bedziemy skupiaé sie na tej zwigzanej z metryks. Mowimy, ze odwzorowanie f jest ciggte
w punkcie zg, jezeli dla kazdego ciagu (z,,) zbieznego do xy € X, (tzn. nli_r>noo d(xn,z0) = 0) ciag (f(xn))
jest zbiezny do f(xg) (tzn. nli_rr}oo d(f(xn), f(xg)) = 0). Z kolei odwzorowanie ciaggle w kazdym punkcie
nazywamy ciagltym.

Wyjasnijmy teraz czym jest przestrzen metryczna zupelna oraz przestrzen metryczna zwarta.
Przestrzenia metryczna zupelna nazywamy taka przestrzen, w ktérej kazdy ciag spetniajacy tzw. warunek

Cauchy’ego jest ciggiem zbieznym. Jak wyglada ten warunek?



Mowimy, ze ciag (z,), gdzie z, € X (n € N) spelnia warunek Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego £ > 0 istnieje takie ng € N, ze dla kazdych n > ng i m € N zachodzi

A(Tp, Tngm) < €.

Oznacza to, ze wraz ze wzrostem wartodci indeksu n odlegtosé miedzy wyrazami ciagu dazy do zera.
Natomiast przestrzeri metryczna (X, d) jest zwarta, jezeli kazdy ciag (x,) elementow z, € X zawiera
podciag zbiezny w X. Analogicznie, zbior A C X nazywamy zwartym, jesli kazdy ciag (z,) elementow
T € A zawiera podciag zbiezny w A.

W przypadku przestrzeni euklidesowej (R™,d.) zbior A jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograni-

czony (mozna go zawrze¢ w pewnej kuli) i domkniety (zawiera swoj brzeg, np. przedzial domkniety).

Rysunek 1. Zbiér zwarty w przestrzeni euklidesowej

Warto jeszcze wspomnieé¢ o pewnych typowych wlasnosciach zbioréw zwartych: zauwazmy, ze suma
skoniczonej liczby zbioréw zwartych jest réwniez zbiorem zwartym oraz odwzorowanie ciagte przeksztatca
kazdy zbiér zwarty na zbiér zwarty.

Za pomocg metryki euklidesowej i innych do§¢ znanych metryk (maksimum, takséwkowa, rzeka) mozna
okregli¢ odlegtos¢ miedzy dwoma punktami. Ale jak okresli¢ odlegto$¢ pomiedzy calymi zbiorami?
Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna zupetna, zbior A C X bedzie niepustym zbiorem zwartym

oraz niech z € X. Odlegtos¢ punktu x od zbioru A okreslamy jako
d(z,A) := min{d(z,y) : y € A}.
Otoczka domknietg zbioru A C X o promieniu r > 0 nazywamy zbiér postaci
UA,r):={xe X :d(z,A) <r}.
Definicja 1. (zob. [4), str. 29) Oznaczmy przez K (X) zbior wszystkich niepustych i zwartych podzbioréw
zbioru X . Okreslmy na K(X) funkcje di : K(X) x K(X) — R w nastepujacy sposdb
dp(A,B) :=inf{r >0: ACU(B,r),BCU(A,1)}.

Zdefiniowang powyzej funkcje dg nazywamy metrykg Hausdorffa.
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Rysunek 2. Otoczenie zbioru zwartego

U(B, rB)

Rysunek 3. Metryka Hausdorffa (w tym wypadku dg = rp)

Jak widaé¢ (rysunek 3), odlegtos¢ Hausdorffa mozna utozsamiaé¢ z kresem dolnym takich promieni
otoczen, dla ktorych zbiér A jest zawarty w otoczeniu zbioru B i zbior B jest zawarty w otoczeniu zbioru
A.

Zauwazmy, ze funkcja dy podana w Definicji [l spelnia warunki metryki.

Przedstawmy tutaj jeszcze dosé¢ istotny lemat zwigzany z metryka Hausdorffa.

Lemat 1. Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng zupeing oraz niech A;, B; € K(X), dla i €

{1,...,m}. Wowczas zachodzi nieréwnosé

dH( 6 Aj,
i=1

=

Bi> < max dy(A.B) dla neN. 2)

=1

Dowdd tego lematu mozna przeprowadzi¢ metoda indukcji matematycznej.

Wprowadzilismy w ten sposob nowa przestrzen metryczna: (K (X), dy) niepustych zwartych podzbio-

row przestrzeni metrycznej zupelnej (X, d) z metryka Hausdorffa dg. Bedziemy ja nazywac przestrzenig



podzborow zwartych. Mozna wykazaé, ze jest ona przestrzenig zupetng. To wlasnie ja "zamieszkuja" atrak-

tory IFS.

3. Atraktory IFS

Przede wszystkim, zauwazmy, ze w Zwartych przestrzeniach metrycznych dla zstepujacych ciagow
(F},) niepustych zbioréw domknietych zachodzi ﬂ F,, # 0. Twierdzenie to zostalo przedstawione w [3].

Otrzymany w ten sposéb zbidr jest niepusty, co Jest niezbednym warunkiem stworzenia atraktora IFS.

Rysunek 4. Ciag zstepujacy niepustych zbior6w domknietych

Istotnym pojeciem niezbednym do wprowadzenia pojecia atraktora IFS jest kontrakcja. Zgodnie z

intuicja, mozemy stwierdzié¢, ze jest to odwzorowanie, ktére zmniejsza odlegtosci.

Definicja 2. (zob. [4], str. 27) Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng. Odwzorowanie C : X — X

nazywamy odwzorowaniem zwezajgcym (kontrakejg) na X, jesli istnieje liczba ¢ € (0, 1), taka zZe
d(C(z),C(y)) < c-d(x,y), dla kazdego z,y € X.

Liczbe ¢ bedziemy nazywali wspotczynnikiem odwzorowania zwezZajgcego C'.

Ponadto, jezeli A € K(X), to przyjmujemy oznaczenie C(A) := {C(z) : x € A}. Warto zauwazy¢
réowniez, ze kazde odwzorowanie zwezajace jest ciagte.
Innym istotnym zagadnieniem zwigzanym z omawiang tematyka jest pojecie punktu stalego zy odwzo-
rowania f. Zgodnie z definicja, taki punkt spelnia warunek f(zg) = zo. W przypadku punktu stalego
kontrakcji zachodzi ponizsze twierdzenie, ktére czesto utozsamia sie z planem miasta upuszczonym na
terytorium tego miasta: z pewnoscia jeden z punktéw mapy upadnie na punkt na ziemi, ktéry reprezen-

tuje.
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Twierdzenie 1. (zob. @, str. 48) Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng zupetng i niech C : X —
X bedzie odwzorowaniem zwezajgcym. Wowczas istnieje jednoznacznie okreslony punkt o, € X, dla

ktorego zachodzi C(To) = Too, tzn. punkt T jest punktem statym odwzorowania C.

Punkt staty
odwzorowania zwezajgcego

Rysunek 5. Punkt staly odwzorowania zwezajacego

Szkic dowodu: Dla dowolnego punktu zy € X nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki: C(zg) = zo lub
C(zo) # xo. W drugim przypadku ustalamy ciag (z,), taki, ze 2,11 = C(z,) dla n € Ny i wykazujemy,
ze dla dowolnych n € Ny, p € N i pewnego ¢ € (0, 1) zachodzi

1
1—c

ATy Tnap) < (L+c+E 4+ o+ P d(zy,, Ozy,)) < ~d(p, C(zy))

oraz d(z,, C(xy,)) < ™-d(x, C(x0)). Na mocy d(zy, Tnip) < l%nc-d(xo, C(zo)) stwierdzamy, ze ciag ()

jest ciagiem Cauchy’ego oraz dowodzimy, ze jest on zbiezny do granicy x., € X, ktéra spelnia warunek

C(r00) = C(nli_r>nOo Tp) = nlinooC(mn) = nli_}rnoo T4l = Too- (3)

Ostatecznie, korzystajac z dowodu nie wprost dowodzimy jednoznacznosci otrzymanego punktu statego.

(powyzszy dowod w pelnej wersji, jak i inne dowody tego twierdzenia mozna znalezé w )

Wprowadzmy teraz niezwykle istotne w tej tematyce pojecie uktadu IFS.

Definicja 3. (zob. , str. 81) Kazdg skoviczong rodzine Si, ..., Sy odwzorowan zwezajgcych na X be-
dziemy nazywaé iterowanym uktadem funkcyjnym lub ukladem IFS (ang. iterated function scheme) i

oznaczaé

{X,S1, .., S}



Okreslmy teraz czym jest zbidr niezmienniczy na okreslone przeksztalcenie. Zgodnie z intuicja, jest to
taki zbior, ktory nie zmienia sie po poddaniu go temu przeksztalceniu. Natomiast niepusty zwarty zbior

F nazywamy zbiorem niezmienniczym na odwzorowania zwezajgce S, ..., Sy, jesli

m
F=|]JSi(F)
i=1
-®- Ko,
Si(F) S(F) I
© ©
S3(F)
Sy(F)
o~ -~ -Q
Rysunek 6. Zbiér niezmienniczy na odwzorowania zwezajace Si, ..., S4

Ograniczmy teraz nasze rozwazania do przestrzeni metrycznej (R”,d.), gdzie d. jest metryka eukli-
desowa.
Niech S;, i € {1,...,m} beda odwzorowaniami zwezajacymi. Ustalmy odwzorowanie S : K(R") —

K(R™) zdefiniowane poprzez

S(B) = | Si() 4

dla E € K(R") oraz niech (S*¥)jen, bedzie ciagiem odwzorowai S, spetniajacym zalozenia zawarte we
wzorze ([1f).
Przejdzmy teraz do przedstawienia i wykazania gléwnego twierdzenia w tym artykule. Przedstawia ono

konstrukcje i typowe wlasnosci atraktoréw IFS.

Twierdzenie 2. (zo0b. ,@, str. 114) Niech K(R™) bedzie rodzing niepustych zwartych podzbioréw R™ oraz
niech S1, ..., Sy bedg odwzorowaniami zwezajgcymi na R™. Wowczas istnieje jednoznacznie okreslony

zbior F € K(R™), niezmienniczy na odwzorowania Sy, ..., Sm, tzn. spetniajgcy warunek
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Ponadto, niech S : K(R") — K(R"™) bedzie odwzorowaniem okreslonym poprzez i niech (S*)pen,

bedzie ciggiem kolejnych iteracji odwzorowan S. Wiéwczas
+oo
F=()5"E)
k=0
dla dowolnego zbioru E € K(R™), spetniajgcego dla kazdego i € {1,...,m} warunek S;(E) C E.

Szkic dowodu: Zatozmy, ze Si,..., Sy, sa odwzorowaniami zwezajacymi na R™ oraz przeksztalcenie S
dane jest wzorem S(FE) = Lnj S;(E). Zauwazamy, ze dla dowolnego zbioru E € K(R™) i dowolnych takich
kontrakcji Sy,..., Sp, spe}nli;jladcych warunek S;(E) C E zachodzi S(E) C E. Dowodzimy, ze zachodzi tez
ogolnie S*(E) c S*1(E), czyli ciag kolejnych odwzorowan S* jest zstepujacy. Nastepnie wykazujemy,

+oo
7e zbiér F := () S¥(E) jest niepusty i zwarty oraz na mocy
k=0

S(F) = ﬁo SHE)=F
k=0

réowniez niezmienniczy na odwzorowania S, ..., Sy,. Ostatecznie, korzystajac z Lematu [I] dowodzimy, ze

zbior F jest okreslony jednoznacznie (Pelny dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w |2]).

(E)

S (Si(E))

S; (S} (E))

S1(S: (E))

S3(S; (E))

Rysunek 7. Ciag (S*)ren, odwzorowan zwezajacych

Zauwazmy, 7e okreslony w powyzszym twierdzeniu zbiér F jest odpowiednikiem punktu stalego dla

pojedynczej kontrakcji.

Definicja 4. (zob. [1|], str. 81) Niech {R™, S, ..., Sy} bedzie iterowanym uktadem funkcyjnym przestrzeni

metrycznej zupetnej. Niech (K(R™),dy) bedzie przestrzeniq podzbioréw zwartych, a odwzorowanie S :



K(R") — K(R") bedzie dane wzorem
S(E) = Si(E) dla E € K(R")

Zbior A, € K(R™) niezmienniczy na odwzorowania Si, ..., Sm, spetniajgcy warunek

Ay = lim S*(E)

k— o0

nazywamy atraktorem IFS.

Istnienie powyzszej granicy wynika z twierdzenia o punkcie stalym (patrz twierdzenie 1), poniewaz
zbiér A, utozsamia sie z punktem stalym kontrakcji.
Zauwazmy jeszcze, ze jedli ciag odwzorowari (S*)ren, jest zstepujacy (tzn. S¥T1(E) c S¥(E) dla dowol-
nego k € N), to

A = lim S¥(E) = () S*(E),
k=0

k—> 00

czyli
Ay, =F.

4. Wybrane przyklady atraktorow

W tej czesdci artykulu zajmiemy sie oméwieniem kilku typowych przektadéw atraktoréw IFS. Sa one

znanymi fraktalami, ale tutaj przedstawimy te ich cechy, ktore konstytuuja je jako atraktory.

4.1. Krzywa Kocha

Niech (R?,d.) bedzie przestrzenia metryczng z metryka euklidesowsa. Krzywa Kocha Ko, C R? zde-
finiowana ponizej za pomoca wzoru jest generowana przez ciag odpowiednich przeksztalcenn zbioru
poczatkowego bedacego odcinkiem domknietym (patrz rysunek 8).

Geometrycznie kolejne etapy konstrukeji krzywej Kocha sa nastepujace:

a) odcinek domkniety dzielimy na trzy odcinki trzykrotnie krotsze od poczatkowego i usuwamy odcinek

srodkowy,

b) powyzej usunietego odcinka konstruujemy dwa kolejne w ten sposéb, aby wraz z usunietym odcinkiem

tworzyly tréjkat rownoboczny,

¢) powyzsza procedure powtarzamy dla czterech skonstruowanych odcinkow,
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S s

Rysunek 8. Krzywa Kocha. Zrodto: http://www.catenasc.pl/afiniczne/index.html

d) punkty a), b), c) stosujemy nieskoriczenie wiele razy.

Omoéwmy proces generowania zbioru Ko, za pomocy iterowanego ukladu funkcyjnego. Niech zbior

Ko € K(R?) bedzie okrelony jako
Ko := {(x,y)€R2: 0<z<1, y:()}

oraz niech {R? Sy, ..., S4} bedzie uktadem IFS, gdzie odwzorowania S1,...,S; przeksztalcajace punkty

plaszczyzny sa okreslone wzorami:

Si(w) = (50 59).

Sallw) = (5 = B2y VB L),
Sullen)) = (2 - to s Y2, Y3, 1)
Sy = (50+ 5 50).

Odwzorowania S, ..., Sy sa kontrakcjami, gdyz dla kazdych (z1,v1), (z2,y2) € R? mamy

~de((x1,91), (22,92)), i€ {l,.... 4},

W =

de(Si((x1,91)), Si((22,2))) <

a wspotczynnik odwzorowarn zwezajacych c¢; = % dlaie {1,...,4}.

Ustalmy odwzorowanie S : K(R?) — K(R?) w spos6b nastepujacy
SA) =JS(4) da AecK®R?

oraz ciag (S¥)ken,, dla ktorego zachodzi SO(A) := A i S¥(A) = S(S*71(A)) dla k € N. Wowczas mamy
S9(Ky) = K. Krzywa Kocha jest granica ciagu (S*)gen,, tzn.

Ko := lim S*(Kp). (5)

k— 00

Zbior K, € K(R?) oraz



co oznacza, ze zbidér Ko, jest niezmienniczy na odwzorowania Si, ..., S4. Wnioskujemy wiec, ze krzywa

Kocha jest atraktorem IFS.

4.2. Trojkat Sierpiniskiego

Niech (R?,d.) bedzie przestrzenig metryczng z metryka euklidesows. Trdjkgt Sierpiniskiego Soo € R?
zdefiniowany ponizej za pomoca wzoru (@ jest generowany przez ciag odpowiednich przeksztalcen zbioru
poczatkowego bedacego domknietym trojkatem réwnobocznym.

Geometrycznie konstrukcja trojkata Sierpinskiego (patrz rysunek 9) przebiega nastepujaco:

a) domkniety trojkat rownoboczny dzielimy na cztery przystajace domkniete trojkaty rownoboczne,

ktorych krawedz ma dhugosé o potowe krétszg od diugosci krawedzi figury poczatkowej,
b) usuwamy trojkat niezawierajacy zadnego z wierzchotkéw figury poczatkowej,
c¢) procedure powtarzamy dla trzech pozostalych trojkatow,

d) powyzsza konstrukcje stosujemy nieskoniczenie wiele razy.

Rysunek 9. Trojkat Sierpiniskiego. Zrodto: http://www.catenasc.pl/afiniczne/index.html

Przeanalizujmy proces generowania tréjkata Sierpiriskiego za pomoca uktadu IFS. Niech zbioér Sy C R?

bedzie okreslony jako

0<y<V3ax}

So :={(z,y) eR?:0<z <

DN | =

1
U{(x,y)eRQ:§<x§1,0§y§—\/§x+\/§}.
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Zauwazmy, ze Sy € K (R?). Niech {R?, 5, ..., S3} bedzie iterowanym uktadem funkcyjnym, gdzie odwzo-

rowania Sp, S, S3 przeksztalcajace punkty plaszczyzny okre§lone sg wzorami:

Si((29) = (2 30),
Sa((w9) = (G + 5. 39),
Si((a0)) = (ot 1 dy+ X2)

dla (z,y) € R?. Latwo sprawdzi¢, ze odwzorowania Si, Sz, S3 sa kontrakcjami ze wspolczynnikami c¢; =
Cy = C3 = %

Ustalmy odwzorowanie S : K(R?) — K (R?) takie, ze
S(A):=JSi(4) da AeKR?

oraz ciag (S*)ken, taki, ze S°(A) := A1 S*(A) := 5(S*71(A)) dla k € N. Wowezas mamy S°(Sg) = So,
a zbiér So, C R? definiujemy nastepujaco

Seo = lim S*(Sp). (6)

k— 00

Zauwazmy, ze ciag (S*)ren, jest zstepujacy. Ponadto, z Twierdzenia [2| wynika, ze S,, € K(R?) oraz

trojkat Sierpinskiego jest niezmienniczy na kontrakcje Sy, Ss, Ss3, tzn.

3
See = S(Ss) = | Si(Se0)-

i=1

Tak wiec zbior So, € K (R?) jest atraktorem IFS.

4.3. Kostka Mengera

Niech (R?,d,) bedzie przestrzeniag metryczna z metryks euklidesowa. Kostka Mengera My, C R? zde-

finiowana ponizej za pomocy wzoru jest generowana przez ciag odpowiednich przeksztatcen zbioru
poczatkowego bedacego szeScianem domknietym.
Pierwszym etapem konstrukcji jest podzial sze$cianu domknietego na 27 przystajacych domknietych sze-
Scianéw o krawedzi réwnej % krawedzi bryly poczatkowej. Usuwamy szeScian §rodkowy oraz szesciany za-
wiarajace §rodki §cian bryly poczatkowej. Powyzsza procedure stosujemy dla 20 pozostalych szescianow.
Kostke Mengera konstruujemy powtarzajac opisang procedure nieskonczenie wiele razy (patrz rysunek
10).



Rysunek 10. Kostka Mengera. Zrédlo: https://plus.maths.org/content /build-mega-menger

Przedstawmy proces generowania atraktora M., poprzez iterowany uktad funkcyjny. Niech M, C R3

bedzie szedcianem domknietym o krawedzi dtugosci 1, tzn.
My = {(z,y,2) ER*: 0 < 2,y,2 < 1}.

Zauwazmy, ze My € K(R?). Ustalmy uktad IFS postaci {R3, Sy, ..., So0}, gdzie odwzorowania zwezajace

S1, ..., Sog przeksztatcajace punkty przestrzeni R? dane sg wzorami:

$1((r,3:2)) = (57, 3, 32) Sul(a)) = ot 21y 1,
S3((w,,2)) = (32 + g;y; ), Sal(@,2) = (5 ,%y+%,%z),
Ss((w,y.2)) := (%w + % %y + é %z) Se((@,9,2)) = (%x, %y + % %Z),
So((2,y.2)) = (%:H %%y géz) Ss((2,9,2)) = (%m—i— g; ;%z)
So((2,3,2)) = (32 39, 32+ 3, Su(@2)) = o+ 2 by dar by,
Sy ) = oyt o tet b Su(wn) = Got o dys 2t ),
Sis((@,y, 2)) = (:13 , :1,)1/7 :1,) + 2) S1((z,y,2)) = (%x + é, zl)’y, %z + ;),
Sis((@,9.2) = Gr b oay izt D), Sil@y2) = Go gyt 552+ 2),
Sir(@,9,2) = Gr b+ 22y + 3,224 5), Susl(@y,2) 1= (Go, 3y + 232+ 2),
S19(@,9,2) == (Gr+ 32y + 2324 2), Saol(@,y,2) 1= (ot oyt 2324 2),
Powyzsze przeksztatcenia sa odwzorowaniami zwezajacymi, gdzie wspoétczynnik ¢; = % dla kazdego S;,i €

{1,...,20}.

Niech odwzorowanie S : K(R3) — K (R?) bedzie dane wzorem

=[JSi(4), AcKR®).
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Ustalmy ciag (S*)ken, takich odwzorowari, dla ktorego S°(A) := A oraz S¥(A) := S(S*~1(A)) dla k € N.
Wtedy S°(Mg) = My, a kostke Mengera definiujemy nastepujaco

My, := lim S*(Mj). (7)

k—> 00

Zauwazmy, ze ciag (S*)ren, jest zstepujacy. Zbior M, nalezy do K (R?). Ponadto, jest niezmienniczy na

odwzorowania Si, ..., Sog, tzn.
20
so = S(Moo) = | Si(Mxo).
i=1

Zatem kostka Mengera jest atraktorem IFS.

4.4. Papro¢ Barnsley’a

Interesujacym przyktadem atraktora IFS z powodu tudzacego podobienistwa do naturalnych roglin
jest papro¢ Barnsley’a.
Niech (R?, d,) bedzie przestrzenia metryczna z metryka euklidesowa. Papro¢ Barnsley’a B, C R? zdefinio-
wana za pomoca wzoru jest generowana przez ciag odpowiednich przeksztatcen zbioru poczatkowego,

np. prostokata domknietego.

Rysunek 11. Pierwszy etap konstrukeji paproci Barnsley’a. Zrodto: http://www.catenasc.pl/afiniczne/index.html

Konstrukcja geometryczna paproci Barnsley’a wyglada nastepujaco:
a) stosujemy przeksztalcenia afiniczne prostokata poczatkowego, takie jak skalowanie, translacja, obrot,
symetria i ich zlozenia otrzymujac w ten sposéb uktad nowych figur, tak jak na rysunku 11,
b) te same przeksztatcenia powtarzamy dla powstatych figur,

c) powyzsza procedure powtarzamy nieskoriczenie wiele razy.



Rysunek 12. Papro¢ Barnsley’a. Zrodto: http://www.catenasc.pl/afiniczne/index.html

Omoéwmy proces generowania paproci Barnsley’a za pomoca uktadu IFS. Zbiorem poczatkowym By

moze by¢ np. prostokat domkniety.

Niech {RZ? Si,...,S4} bedzie uktadem IFS, gdzie odwzorowania Si,..., Sy przeksztalcajace punkty

plaszczyzny okreslone sa wzorami:

S1((z,y)) = (0;0,16y),

Sy((z,)) := (0,852 + 0, 04y; —0, 042 + 0,85y + 1,6),
S3((x,y)) := (0,2z — 0,26y; 0,23z + 0,22y + 1,6),
Sy((2,9)) := (=0,152 + 0, 28y; 0, 262 + 0, 24y + 0,44).

Mozna stwierdzié¢, ze odwzorowania powyzsze sa kontrakcjami.

Ustalamy odwzorowanie S : K (R?) — K(R?) dane za pomoca wzoru
S(A)=[JSi(4), AcKR?

oraz ciag (S*¥)ken, taki, ze S°(A) := A oraz S¥(A) := S(S*71(A)) dla k € N. Wowczas S°(Bg) = By.
Zbiér dany wzorem

By := lim S*(By) (8)

k—> o0
jest paprociag Barnsley’a. Zbior ten nalezy do K (R?) oraz jest niezmienniczy na odwzorowania Sy, ..., Sy,

tzn.
4

i=1

Whnioskujemy ostatecznie, ze papro¢ Barnsley’a jest atraktorem IFS.
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5. Podsumowanie

Atraktory sa wykorzystywane w wielu dziedzinach nauki, technologii i sztuki. Z powodu wysokiego
stopnia szczegotowosci i mozliwoscei generowania figur tudzaco podobnych do obiektéw wystepujacych w
naturze atraktory znalazly zastosowanie chociazby w kompresji danych, grafice komputerowej, czy kine-
matografii. Stosuje sie je takze do badania wielu zjawisk zachodzacych w naturze jak i w réznorodnych
obszarach dziatalno$ci ludzkiej. Za ich pomoca mozna przedstawi¢ ztozonosé roslin, linii brzegowych, na-
czyn krwionosnych, blyskawic, itp. Dlatego tez budza duze zainteresowanie wéréd naukowcoéw i zastuguja
na doglebna analize.

Podziekowania: Chciatlabym podziekowaé recenzentom artykultu za cenne uwagi. Sktadam réwniez po-
dziekowania dr. Stawomirowi Sorkowi i dr. hab. Jackowi Chudziakowi, prof. UR - odpowiednio promotoro-
wi i recenzentowi mojej pracy magisterskiej, napisanej w trakcie studiéw na Uniwersytecie Rzeszowskim,

na podstawie ktorej przygotowatam ten artykut.
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