
JACEK JUZWA  
IRENA KUCIARA  
WIESŁAW PIWOWARSKI  
KAZIMIERZ SICIŃSKI 
 
 
 
 

Analizy dotyczące procesów typu parabolicznego  
dla szacowania stabilności odwzorowań  

przemieszczeń terenu górniczego w systemie INGEO  
 
 

 
W pracy przedstawiono rozważania dotyczące analizy w homomorfizmie procesów: 
deformacji z odniesieniem do drgań ośrodka (górotworu) generujących zagrożenia 
fizykalne podobszaru przekształceń topologicznych. Podstawowe są tu odwzorowa-
nia deformacyjne, służące do modelowania procesów przemieszczeń komunikują-
cych się z procesem para-sejsmicznym. Cechami zależności czasowych są: struktura 
i dynamika procesów. Proces zniszczenia części warstw górotworu w otoczeniu eks-
ploatacji złoża, wywołuje deformacje i najczęściej przekształcenia topologiczne ko-
lejnych warstw, często generuje również wstrząsy górnicze - co związane jest głów-
nie z przekroczeniem stanów granicznych ośrodka. Istotna jest tu informacja pomia-
rowa odnośnie do przekształceń ośrodka oraz zdefiniowania parametrów i miar 
charakteryzujących anizotropię jego struktur. Prace badawcze w projekcie INGEO 
dotyczyły m.in. rozwiązań bazujących na przystosowaniu opisu różniczkowego pa-
rabolicznego, wspomaganego monitorowaniem konkretnego fizykalnego procesu 
przemieszczeń. Wyróżniono w przestrzeni deformacji stan odwzorowania trajektorii 
procesu poprzez matematyczne algorytmy. Numeryczne modelowanie pól deforma-
cyjnych wspomagane było, zastosowaniem sensorów GPS - innowacyjny bezpośred-
ni monitoring - technologia GNSS on-line oraz czujników kompakcji do pomiarów 
złożonych pól przemieszczeń, co stanowi nową technologię. Zoptymalizowany  
– w zakresie parametrów- model trafnie odtwarza wzorcowy (wyniki pomiaru) roz-
kład przemieszczeń pionowych. 
 
Słowa kluczowe: estymacja parametryczna, model paraboliczny, pomiary on-line, 
proces deformacji, trajektorie, zjawiska losowe  

 
 
 
 
1. WPROWADZENIE 

 
 
Podziemna eksploatacja złoża narusza pierwotny 

stan naprężeń górotworu w otoczeniu wyrobisk 
eksploatacyjnych - w konsekwencji następuje nisz-
czenie warstw stropowych, generując proces prze-
mieszczeń nadległych struktur geologicznych 
ośrodka. W skrajnych przypadkach powoduje to 
gromadzenie i wyzwalanie energii w górotworze  
i wstrząsy mogące powodować często tragiczne  
w skutkach tąpnięcia. Do oceny zagrożenia tąpa-
niami stosowane są w kopalniach doskonalone od 

lat iskrobezpieczne systemy, np. ARAMIS i ARES 
opisane w literaturze [4], [5] i [6], wykorzystujące 
w swym działaniu analizę drgań rejestrowanych  
w górotworze. 

W innowacyjnym systemie INGEO przeznaczo-
nym również do oceny zagrożenia tąpaniami dodat-
kowo umożliwiono dokonywanie rejestracji defor-
macji wyrobisk w rejonie wydobycia oraz precyzyj-
nych rejestracji deformacji na powierzchni w rejo-
nie nad przemieszczającą się ścianą wydobywczą. 

Procesy to fakty empiryczne odzwierciedlające 
zmiany zachodzące w kolejnych etapach rozwoju 
zjawiska i stanowiące istotne źródło wspomagania 
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badań naukowych. Obserwacje geodezyjnie prze-
mieszczania się punktów powierzchni terenu, sta-
nowią podstawę szacowania przekształcenia podob-
szaru – nie są jednak w pełni wystarczające, bo-
wiem często nie opisują zadawalająco złożoności 
procesów destrukcji górotworu [12]. 

Podstawową procedurą dochodzenia do ogólnych 
praw fizycznych jest wnioskowanie poprzez inter-
polację wyników eksperymentu [2]. Analizując 
proces przekształceń ośrodka generowany eksploat-
acją podziemną najczęściej postępujemy wg. sche-
matu: hipoteza – sformułowanie problemu  mo-
del. Przedmiotem rozważań jest tu modelowanie 
procesu przemieszczeń punktów górotworu w ob-
szarze wpływów eksploatacji podziemnej. 

Procesy, które zachodzą szybko lub są krótko-
trwałe, podlegają z reguły metodom monitoringu 
(zawał, wstrząsy). Procesy, które zachodzą powoli  
i w długim okresie czasu można monitorować jak  
i modelować, jako procesy przemieszczeń pogórni-
czych. Procedury te pozwalają prowadzić T – opty-
malizację celem wyboru modelu dobrze przybliża-
jącego analizowany proces.  

Oczekiwanie, iż model będzie doskonale przysta-
wał do danych, jest wygórowane – z wielu powo-
dów. Jeśli zdarza się, że model pasuje do danych nie 
oznacza to, że jest modelem adekwatnym. Obser-
wowane ilościowo (pomiar) pole przemieszczeń jest 
nieliniowe oraz zaburzone losowo, więc dla różnych 
podzbiorów wyników eksperymentu nie jest speł-
nione globalnie minimum funkcji strat. Istota jest tu 
emergentną (wieloraką) złożonością [9]. 

 
 

2. CHARAKTERYSTYKA PROBLEMU  
 
 
Celem projektu było wykorzystanie najnowszych 

osiągnięć współczesnej inżynierii dla stworzenia 
bazy i zarazem oferty nowoczesnych rozwiązań w 
dziedzinie wielorakich analiz przekształceń środowi-
ska ukierunkowanych na zrównoważony rozwój oraz 
na poprawę jakości analizowanej podprzestrzeni.  

Przedstawiono zatem techniki monitorowania oraz 
modelowania zmian środowiska w warunkach za-
grożeń skojarzonych: drgania i przemieszczenia. 
Problematyka monitorowania drgań została wyczer-
pująco opisana np. w [4], a procesy przemieszcze-
niowe ośrodka o współrzędnych stanu, jako trans-
formacja jednego stanu w inny poprzez destrukcję 
ośrodka w [13]. Ogólnie wiedzę podaje tzw. ogólny 
teoremat transportu wielkości ekstensywnych. Całą 
informację o polu wektorowym niesie n funkcji Xi 
których wartość koduje wartość współrzędnych 
wektora 
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Współczesny rozwój techniki wymaga poszukiwa-

nia coraz dokładniejszych modeli matematycznych 
wraz z jednoczesnym uzyskiwaniem precyzyjniej-
szych informacji o otaczających nas zjawiskach. 
Odpowiednia wiedza w tym zakresie pozwoli na 
przewidywanie przebiegu i skutków analizowanego 
zjawiska w różnych warunkach, kontrolowanych 
przez człowieka czy też niekontrolowanych. Jeżeli 
fizycznie zlokalizowane punkty podobszaru nie są 
stabilne to dla zobrazowania tego ruchu wykorzystu-
jemy znany fakt z topologii, że ciągłe i różnowarto-
ściowe odwzorowanie przestrzeni metrycznej zwartej 
jest homeomorfizmem na swój obraz (pomiar) [1]. 
Dalej, jeśli któraś z wartości własnych macierzy ma 
dodatnią część rzeczywistą, to punkt „stacjonarny” x0 
analizowanego podobszaru nie jest stabilny w sensie 
Lapunowa. 

Działania naukowo-badawcze – w większości no-
watorskie, realizowanie w projekcie poprawiają efek-
tywność modelowania procesów destrukcji górotwo-
ru. Innowacyjne technologie pomiaru stanu ośrodka 
(rzeczywistej sceny) pozwalają dostroić modele  
w sensie optymalnego rozwiązania nowych zdefi-
niowań i adaptacji już istniejących rozwiązań prze-
znaczonych do oceny stanu zagrożenia środowiska. 
Pomiary sceny rzeczywistej rozumiemy szerzej niż 
pobieranie liczby. Ostatecznie są to dość skompliko-
wane procesy rozważane, jako mieszanina sytuacji 
czystych. W efekcie dochodzimy do pojęcia stanów 
własnych, wartości własnych oraz funkcji własnych. 

Formalnie można zapisać odwzorowanie pomiaro-
we fy jako złożenie następujących stanów: 

 
 smkf y =  
 
gdzie: 
k – funkcja odwzorowująca X w przestrzeń Ω przed-

miotów poznania. 
m – funkcja opisująca właściwy pomiar, czyli przy-

porządkowanie przedmiotom poznania ω ∈ Ω.  
s – funkcja skalowania. 

 
Jeżeli punkt ośrodka (powierzchni) w R2+1 (X, Z; t) 

przemieszcza się pod wpływem rozwijającej się eks-
ploatacji to fenomenologicznie pojawia się coś  
w rodzaju wędrującego wektora. Czy możliwym jest 
wyznaczenie (bez odwołania się do pomiaru) ruchu 
punktu, jeśli nie jest jednoznacznie określona trajek-
toria jego przemieszczania się – to problem otwarty 
zarówno w sensie geometrii różniczkowej jak i teorii 
pola [12], [14]. 
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Wyznaczone pomiarowo trajektorie wi(x,t) czy też 
ui(x,t) przemieszczania się punktów są z prawdopo-
dobieństwem dążącym do 1 różne dla istotnie róż-
nych punktów przestrzeni. Wyniki pomiarów okre-
ślają „wąskie” przedziały liczbowe, a funkcje prze-
kształcające „f” są regularne. Jeśli pole U jest odpo-
wiednio gładkie (np. klasy C1), to problem począt-
kowy jest lokalnie dobrze postawiony. Oznacza to, że 
dla każdego punktu x ∈ M istnieje lokalnie jedyna 
krzywa całkowa fx(t), tj. 

 

 Mtft x ∈→⊃− )(,εε  
 
startująca z tego punktu, tzn. spełniająca warunek 
początkowy fx(0) = x. 

Układ naprężeń w górotworze, w którym prowa-
dzona jest eksploatacja górnicza zależy od istnieją-
cych warunków w układzie pierwotnym (przed roz-
poczęciem robót górniczych) oraz od geomechanicz-
nych uwarunkowań prowadzonej eksploatacji m.in. 
od sąsiedztwa zrobów czy kierunku postępu eksploa-
tacji względem stref quasi stabilnych. Można więc 
wyróżnić w przestrzeni stan odwzorowania trajektorii 
procesu poprzez matematyczne algorytmy.  

 
 

3. MODELOWANIE I ANALIZA  
PROCESU PRZEMIESZCZEŃ  

 

Prace badawcze dotyczyły m.in. rozwiązań bazują-
cych na przystosowaniu opisu różniczkowego wspo-
maganego monitorowaniem do odwzorowania kon-
kretnego procesu fizykalnego. Opracowano modele  
i algorytmy opisujące deformacje górotworu w ob-
szarze eksploatacji podziemnej.  

Uzyskanie informacji o stanie destrukcji górotworu 
dostarczanej przez model matematyczny stanowi, że 
wszystkie parametry tego modelu będą dokładnie zna-
ne, jak również informacja pomiarowa dostarczana  
z urządzeń pomiarowych będzie dokładna. Formuła 
modelu oraz błędy pomiaru, implikują konieczność 
charakterystyki jakości modelowania [7]. Modelowanie 
procesu w powiązaniu z algorytmem lokacji pewnej 
(wystarczającej) liczby urządzeń pomiarowych pozwala 
na zdobycie dostatecznej wiedzy dla analizy podobszaru 
deformacji. Rozwiązania zostały więc ukierunkowane 
na wspomaganie działań dotyczących rewitalizacji 
środowiska oraz stanu bezpieczeństwa ludności.  

Niech Ω ∈ topRn oznacza przestrzeń, w której za-
chodzi proces przemieszczeń pogórniczych, nato-
miast przez ω oznaczmy powierzchnię ograniczającą 
daną przestrzeń. Przez element ω


d przepływa ele-

mentarny strumień energii wyzwolonej bilansowane-
go układu [14], a mianowicie: 
 
   ω


ddu Φ−=  

  

ω


d  – element powierzchni traktowany, jako wektor 
⊥ do ω ω


d   

 
Lokalną miarą niejednorodności pola przemiesz-

czeń jest jego gradient Φ definiowany przez prawo 
Fouriera: 

ua ∇⋅=Φ  

Generowane eksploatacją górniczą pole przemiesz-
czeń można opisać [14], korzystając ze sformułowań 
różniczkowych a mianowicie: 
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gdzie:  
Ω ∈ (a,b) × (0,T), ∂’Ω  
Ω  – dwuwymiarowy spójny i ograniczo-

ny obszar Ω ∈ R2, 
u = u(x,t) – zmienna stanu, 
Θ = (θ1,…,θm) – wektor parametrów; Θ ∈ Rm. 

Dokładność estymacji parametrów Θ zależy od lo-
kalizacji punktów obserwacyjnych, ważnym jest tu 
dobór miejsc obserwacji układu z czasoprzestrzenną 
dynamiką [8]. Obserwowane pole przemieszczeń  
w ogólności jest nieliniowe oraz zaburzone losowo 
niejednorodnością struktury górotworu. A więc ob-
serwowane pomiarowo pole przemieszczeń podob-
szaru u(x,t) = upom(x,.) jest obciążone.  
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( )τδδ −⋅ tij  – odpowiednio delty Kroneckera i Diraca, 
( ){ }tx j ,ε   – szum pomiarowy. 

Estymatory parametrów: 
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Estymata θ̂  zależy od lokalizacji czujników xj. 
Fakt ten uzasadnia potrzebę optymalnego doboru 
lokalizacji czujników, które maksymalizowałyby 
dokładność otrzymywanych estymat parametrów.  
Z pracy [7] wynika, że przy dostatecznie długim hory-
zoncie obserwacji odwrotność IMF (macierz Fishera) 
jest asymptotyczną macierzą kowariancji estymowa-
nych parametrów – tj. miarą rozproszenia estymat 
wokół wektora prawdziwych wartości parametrów. 
Sekwencja{ }lxx ,...,1  to różne miejsca wykonywania 
pomiarów, oraz ciąg odpowiadających im wartości 
{ }lrr ,...,1 . Budujemy macierz punktów nośnika planu, 
którą definiujemy następująco, jako zbiór par:  
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Zakładamy, że przestrzeń stanów składa się ze 

skończonej liczby punktów ( ) Rxxx N ⊂<<< ...10  
(stany dyskretne). Różnicowanie polega na przecho-
dzeniu procesu do kolejnego stanu. Punkty ix  mogą 
również opisywać wydzielone grupy stanów. Model 
kontroli jakości rozkładu obserwowanego pola prze-
mieszczeń, zwany również multikompartmentalnym, 
ma następującą postać [8]: 

 
  )()()()()()()(

11 tmtbtmtbtmta
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i ⋅−⋅+⋅= −−   (3) 

 
gdzie: 
mi  – ilość punktów w podobszarze odpowiadającym 

stanowi xi, 
ai – współczynnik wzrostu populacji w podobszarze 

i przez podziały wewnątrz podobszaru 
bi – szybkość różnicowania.  

 
Jak wspomniano, dokładność estymacji parame-

trów modelu zależy od lokalizacji w przedmiotowym 
obszarze punktów pomiarowych – pole nieliniowe 
obciążone. Ponieważ punkty pomiarowe z reguły są 
stacjonarne, zaś obserwacje realizowane są w skoń-
czonej liczbie sesji pomiarowych t1,…,tk to zachodzi: 
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ε(x,t) – szum pomiarowy. 
 
Numeryczne modelowanie emisji pól deformacyj-

nych wspomagane było, zastosowaniem sensorów – 
odbiorniki GPS [3], [11], dostosowano je do przeka-
zu bezpośredniego – nowa technologia GNSS on-line 
oraz czujników kompakcji do pomiarów złożonych 

pól przemieszczeń, co stanowi innowacyjną techno-
logię określania wpływu poszczególnych oddziały-
wań, jako całości przemieszczających się struktur 
górotworu. Spełnione są tu uwarunkowania teorii nie 
sprzecznej, jeśli nie ma formuły A takiej, że zarówno 
A jak i negacja A mogą być wyprowadzone z aksjo-
matów danej teorii za pomocą związanego z nią sys-
temu dedukcji.  

Algorytmicznie procedury modelowania stanowią, że: 
− każdy stan rozwoju eksploatacji jest rzutowa-

niem procesu definiującego, 
− istnieje przejście pomiędzy stanami,  
− stan poprzedni  →← )( prefiksuoperator  stan kolejnego 

zdarzenia, 
− stan początkowy l ≠ 0 to instancja procesu  

w klauzuli specyfikacji, 
− stan końcowy lN  → END bez definicji kolejnych 

akcji. 
 
 

4. ODWZOROWANIE 
PROCESU PRZEMIESZCZEŃ  

 
 
Celem dokonania ilościowego opisu procesu we-

dług przedstawionej metodyki oraz algorytmów obli-
czeniowych, w projekcie INGEO przeprowadzono 
kilka eksperymentów obliczeniowych. Testy doty-
czyły typowej sytuacji górniczo-geologicznej, tzn. 
pokład eksploatowano systemem ścianowym z zawa-
łem stropu. Weryfikacja miała charakter wielowąt-
kowy, dotyczyła głównie oceny użytkowej algoryt-
mów, dokładności opisu oraz wpływu warunków 
dodatkowych (brzegowe i początkowe), na jakość 
odwzorowania. Ponadto dla każdego procesu aktyw-
nego generowano brzeg obszaru pola przemieszczeń. 

Porównywanie wyników symulacji numerycznych  
i wyników pomiarów doświadczalnych jest podsta-
wowym etapem procesu dostrajania modeli matema-
tycznych [9].  

 
4.1. Model procesu przemieszczeń  

 
Niech (X, Σ1)  i (X, Σ2) oznaczają przestrzenie mie-

rzalne 

gdzie: 
X,Y – zbiory mierzalne, 
Σ1, Σ2 – σ – algebry. 
  

Statystyka T: (X, Σ1) → (X, Σ2) jest dostateczna 
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją F - mierzalne funk-
cje gθ (θ ∈ Θ) oraz Σ2 mierzalna funkcja h taka że: 

  
( ) ( )( ) ( )xhxTgxp ⋅= θθ  
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Statystyka T jest dostateczna wtedy i tylko wtedy, 
gdy gęstość rozkładu próby (X1, X2,…, Xn) można 
przedstawić w postaci: 

 
( ) ( ) ( )nnn xxhxxgxxf ,...,,...,..., 111 ⋅= θθ  

 

czyli jako iloczyn funkcji h zależnej od wartości pró-
by, ale niezależnej od parametru Θ i funkcji gθ zależnej 
od parametru Θ i zależnej od próby, ale tylko poprzez 
wartość statystyki T (tw. o faktoryzacji).  

Modelowanie to znalezienie jednej, najlepszej 
aproksymacji procesu:  
 

 ),( Θ= XFOX  (5) 
 

Zwiększenie dokładności całkowania w czasie  
(1, 6) nie wymaga dodatkowych ograniczeń ze 
względu na czas i przestrzeń. Jest to możliwe dzięki 
zastosowaniu metody punktu środkowego (obliczenie 
pochodnej centralnej w 2 punktach, co daje znacznie 
większą precyzję) – metoda Cranka – Nicolsona.  
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Aproksymacja rozwiązania 
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Prawdopodobieństwo wygenerowania wektora ob-

serwacji Ot przez model M zadane jest następująco: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )Μ⋅⋅Μ⋅Μ=Μ tsttt OPOPOPOP ,...,21  (8) 
 
4.2. Proces deformacji – odwzorowanie w 3D  

 
Przedstawienie wyników modelowania w 3D 

(obiekt trójwymiarowy) zapewnia możliwość resty-
tucji: zespół rzutów  →restytucja  obiekt 3D z możli-
wością analizy jego własności geometrycznych  
z uwzględnieniem elementów niewłaściwych tworzą-
cych przestrzeń rzutową. Każdy bowiem obiekt trój-
wymiarowy składa się z wielu powierzchni - cyfrowa 
edycja obrazu. Poprawne odwzorowanie jest trudne, 
bowiem winno zapewniać, że osie współrzędnych 
prostokątnych przestrzennie rzutują się na dowolne 
współpękowe proste – co pozwala dowolnie dobrać 
układ aksjonometryczny  ← goPohlketw '.

(dimetria).  

Przykłady rezultatów modelowania, również w 3D 
przedstawiają poniższe rysunki i wykresy. 

 
Rys. 1. Przemieszczenia pionowe 3D – górotwór (40 m powyżej złoża) 

  
 

Rys. 2. Przemieszczenia pionowe 3D – powierzchnia terenu  
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Rys.3. Wektory przemieszczeń poziomych 2D – górotwór (40 m powyżej złoża)  
 

 
 

Rys.4. Rozkład pochylenia terenu 3D – powierzchnia  

 
 

Rys. 5 Rozkład odkształceń poziomych 3D – powierzchnia terenu 
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4.3. Obserwacje geodezyjne  
pola przemieszczeń terenu górniczego  

 
W ramach obserwacji geodezyjnych, w projekcie 

INGEO wykonano analizę zmian wysokości po-
wierzchniowych punktów terenowych, dla punktów 
znajdujących się w rejonie eksploatacji kopalni –  
w strefie oddziaływań eksploatacji podziemnej.  

Z uwagi na bardzo mały udział czynnika reologicz-
nego w kształtowaniu się procesu deformacji, pro-
blem opisu nieustalonych niecek obniżeniowych 
można przyporządkować odwzorowaniu niecek usta-
lonych z uwzględnieniem wpływu kierunku i kolej-
ności eksploatacji na ich kształt. 

Założona sieć pomiarowa umożliwia pozyskanie 
informacji o deformacjach terenu górniczego. Stano-
wiska zostały usytuowane w sposób quasi-optymalny 
– wytypowano punkty o charakterystycznym położe-
niu w danym podobszarze. Zabieg ten pozwolił na 
późniejsze oszacowanie stanu procesu w dowolnym 
punkcie analizowanego terenu. 

Zaprojektowana osnowa pomiarowa zapewniała moż-
liwość obserwacji pola przemieszczeń. Punkty pomia-
rowe rozmieszczono w odległościach ok. 25 m. Lokali-
zacja punktów pomiarowych sieci oraz jej gęstość zo-
stały ustalone w sposób umożliwiający określenie: 
− stanu zmienności przestrzennej pola deformacji, 
− oszacowania przemieszczeń poza punktami po-

miarowymi oraz w innym momencie czasu, 
− prawdopodobieństwa przypisania danego punktu 

lub obszaru do kategorii zagrożenia terenu gór-
niczego oraz prawdopodobieństwa przekrocze-
nia wartości progowej. 

Metoda wykrywania brzegu podobszaru deformacji 
to analiza lokalnych pochodnych. Pierwsza i druga 
pochodna odwzorowania pola zostały wykorzystane 
do detekcji miejsca brzegu. Gradient obrazu I  
w punkcie (x, y) jest wektorem określonym następu-
jącym wzorem:  

 ( )
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Rys. 6. Fragment mapy wyrobisk górniczych, pomiar i odwzorowanie przemieszczeń  

 
Rys. 7. Porównanie wyników modelowania i monitoringu procesu przemieszczeń pionowych  
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5. WIZUALIZACJA ZBIORÓW WYNIKÓW 
MONITORINGU PRZEMIESZCZENIOWEGO 
GNSS ONLINE  

 
 
Pomiary geodezyjne na terenach górniczych to 

podstawowe źródło informacji o deformacjach tere-
nu, w tym o przemieszczeniach. Monitoring terenu 
górniczego należy rozumieć, jako nowatorskie 
przedsięwzięcie kontrolno – pomiarowe służące 
weryfikacji stanu deformacji konkretnego podobsza-
ru górniczego, ale również, jako podstawa analiz 
przekształceń topologicznych danego rejonu [3], 
[11], które mogą być weryfikowane stosowaną me-
todą INSAR [10]. 

 
Równanie obserwacyjne fazy posiada następującą 

postać:  
 

   Φ++−−−+
⋅

=Φ εNdd
c
fdTdtf

c
df

jonstrop )()(  (10) 

gdzie: 
Φ – zmierzona faza, 
N – początkowa nieoznaczoność pomiaru fazy, 
f – częstotliwość fali nośnej, 
εΦ – błąd pomiaru fazy, 
d  – odległość pomiędzy anteną odbiornika a sate-

litą, 
dt – offset zegara satelitarnego, 
dT – offset zegara odbiornika, 
djons – opóźnienie jonosferyczne, 
dtrop – opóźnienie troposferyczne, 
c  – prędkość światła, 
ep – błąd pomiarowy pseudoodległości. 

  
 Równanie obserwacyjne pseudoodległości posiada 

następującą postać: 
 

 pjonstrop dddTdtcdp ε+++−⋅+= )(  (11) 
 
gdzie: 
p  – zmierzona pseudoodległość,  
d  – odległość pomiędzy anteną odbiornika a satelitą,  
εp – błąd pomiarowy pseudoodległości.  

 
W badaniach wykorzystano programowanie biuro-

we Trimble. 
Obsługa systemu monitoringu wykonywana jest 

poprzez moduły: 
− moduł do post-processingu danych GNSS (GPS) 

dla rozwiązań wektorów (linii bazowych) krót-
kich i długich, 

− moduł Trimble RTK Engine dla rozwiązań RTK 
wektorów do 35 km, 

− moduł Network Motion Engine do monitorowa-
nia sieci odbiorników GPS poprzez użycie wy-
znaczenia wielostanowiskowego,  

− moduł Rapid Motion Engine dokładnie namierza 
pozycje anten w sieci zakładanej, w celu obser-
wacji niewielkich i powolnych deformacji oraz 
rzadko występujących gwałtownych ruchów  
(np. osunięcia, wstrząsy). 

 
Najważniejszymi rezultatami monitoringu prze-

mieszczeniowego w technologii GPS uzyskanymi  
w projekcie INGEO są następujące graficzne formy 
wizualizacji zbiorów wyników:  
− kompletny widok satelitów na niebie, możli-

wych do zaobserwowania z dostępnych anten,  
− wykresy trójkierunkowych przemieszczeń (De-

formation monitoring),  
− historia przemieszczeń w płaszczyźnie poziomej 

punktów zamocowania anten GPS, względem 
punktu obserwacyjnego (Scatter Plot). 

 
Wykresy prezentowane przedstawiają graficzne ob-

razy (wizualizacje) w 3D przyrostów przemieszczeń 
szczytów wież w odniesieniu do położenia punktów 
zamocowania anten GPS w chwili startowej rejestra-
cji wyników pomiarów monitoringowych przemiesz-
czeń, wykonanych w technologii GPS. 

Wykresom przemieszczeń w 3D przyporządkowa-
no kolory: 
− Δ Northing – północny kierunek przemieszczenia, 
− Δ Easting – wschodni kierunek przemieszczenia, 
− Δ Height – pionowy kierunek przemieszczeń 

zmiana wzdłuż wysokości wieży). 
 
Niech trajektorię przemieszczenia pomiędzy są-

siednimi chwilami czasu opisuje ogólne wyrażenie: 
 

 







=

β
tUu ln0   (12) 

 
z kolei pomiędzy punktami ui(ti) oraz ui+1(ti+1) trajek-
toria przemieszczenia będzie przybliżeniem linio-
wym: 
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Średnia odchyłka wynikająca z przyjętego przybli-

żenia liniowego od rzeczywistej wartości na odcinku 
pomiędzy ui oraz ui+1 wynosi: 
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Rys. 8. Trajektorie przemieszczeń: ΔN; ΔE; ΔH punktu w okresie 22.03.2016 ÷ 28.04.2016 
 

 
Rys. 9. Diagram przemieszczeń w 2D (E,N), punktu zamocowania anten GPS w okresie 24.09.2015 ÷ 28.04.2016  

 
Rys.10. Przykładowy diagram przemieszczeń w 2D (E,N) dla badanego szybu – 28.04.2016  

(z taktem Δt= 0.25 h)  
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Dodajmy, że istnieje możliwość rozbudowy syste-
mu monitoringu stacji referencyjnej względem stacji 
ASG Eupos poprzez zakup jednej licencji oprogra-
mowania T 4D Control.  

Istotnym elementem monitoringu przemieszcze-
niowego w technologii GPS jest stwierdzona jego 
podstawowa użyteczność tzn.: ciągłe zobrazowanie 
przemieszczeń podobszaru górniczego oraz użytecz-
ność w formie wspomagania pomiarów w trybie GPS 
RTK na liniach pomiarowych układu lokalnych sieci 
geodezyjnych, usytuowanych na obszarach górni-
czych. 

Z rejestracji 2D w okresie 2 miesięcy (24.02 – 
28.04. 2016) wynika, że pole trajektorii przebywa-
nia punktu szczytu wieży badanego szybu obej-
mowało obszar: w kierunku N = 11 mm, a w kie-
runku E = 9 mm. 

 
 

6. WNIOSKI I SPOSTRZEŻENIA  
 
 
Dla rzeczywistego procesu U (przemieszczeń)  

o trajektoriach prawostronnie ciągłych (càdlàg) został 
sformułowany i zanalizowany problem modelowania 
procesu, którego trajektorie winny być jednostajnie 
bliskie trajektoriom procesu Up (obserwowanego) 

Na podstawie dokonanych pomiarów geodezyjnych 
i technologii GNSS on-line i wielorakich analiz for-
malnych można przedstawić następujące wnioski:  
1. Sformułowany model opisu procesu ewolucji 

przemieszczeń pogórniczych działa na odsprzężo-
nym polu fizycznym – korzysta się tu z operacji 
linearyzacyjnych (całkowanie, dyskretyzacja itd.) 
W rozwiązaniu nie uwzględnia się efektów nie-
monotoniczności (wypiętrzenia, nieciągłości) ty-
powych dla pól sprzężonych. Zoptymalizowany – 
w zakresie parametrów, model trafnie odtwarza 
wzorcowy (wyniki pomiaru) rozkład przemiesz-
czeń pionowych. W otoczeniu brzegu ∂Ω pola 
przemieszczeń wyniki odwzorowania mogą być 
obciążone wymuszeniem ewolucji „swobodnego” 
brzegu. 

2. Jakość odwzorowania. Mając różne parametry 
funkcji rozkładu i odpowiedni model możemy ob-
liczyć wiarygodność danych. Przeprowadzona 
walidacja oprogramowania opracowanego dla po-
trzeb analiz prowadzonych w projekcie INGEO, 
obejmującego modelowanie procesów deforma-
cyjnych z uwzględnieniem zaburzeń losowych po-
twierdziła zbieżność uzyskanych rezultatów z da-
nymi otrzymanymi w wyniku monitorowania 
obiektu, jakim jest górotwór zlokalizowany nad 
obszarem eksploatacji.  

3. Monitoring terenu górniczego przeprowadzony  
w projekcie INGEO należy rozumieć, jako no-
watorskie przedsięwzięcie kontrolno-pomiarowe 
służące weryfikacji stanu deformacji konkretne-
go podobszaru górniczego. Jest to również pod-
stawa analiz przekształceń topologicznych dane-
go rejonu. Monitoring oparto o rozwiązania  
i modyfikację technologii GNSS: pomiary on-
line. Technologie pomiaru Time-To-First-Fix 
(TTFF) umożliwiają poprawę dostępności sygna-
łu satelitarnego w podobszarach trudnych śro-
dowiskowo – co pozwala zobrazować trajektorie 
oraz poszukiwać pewnej miary przestrzennej za-
leżnej od czasu. Przedstawiona metodyka mode-
lowania i monitoringu umożliwia T – optymali-
zację celem wyboru modelu dobrze przybliżają-
cego analizowany proces. 

4. Istotnie nowym elementem monitoringu prze-
mieszczeniowego on-line w technologii GPS jest 
stwierdzona jego podstawowa użyteczność tzn.: 
ciągłe zobrazowanie przemieszczeń podobszaru 
górniczego oraz użyteczność w formie wspoma-
gania pomiarów w trybie GPS RTK pojedynczych 
obiektów jak i linii pomiarowych układu lokal-
nych sieci geodezyjnych, usytuowanych na obsza-
rach górniczych. 

5. Aktualnie w opracowywaniu znajdują się wyniki 
badań wykonanych przy wykorzystaniu pełnego 
modelu stochastycznego. Ich celem jest próba uzy-
skania doświadczeń mających na celu określenie 
czy możliwe jest wykorzystywanie modelowania  
i opracowanych modeli uwzględniających losowy 
charakter badanych procesów dla predykcji wystę-
powania zagrożeń spowodowanych losowymi zda-
rzeniami, jakimi są wstrząsy górnicze. Uzyskanie 
miarodajnych rezultatów wymaga jednak dłuższe-
go okresu prowadzenia obserwacji w powiązaniu  
z wynikami monitorowania w odniesieniu do pa-
rametrów zaobserwowanych wstrząsów. 

6. Podjęcie próby skojarzenia procesów przemiesz-
czenia ↔ drgania: to innowacyjne podejście do 
modelowania niepełnej informacji o preferencjach 
procesów. Wprowadzenie relacji typu trade-off, 
może być stosowane do analizy teoretycznej pro-
cesu podejmowania decyzji w odniesieniu do tzw. 
procesów koalicyjnych. 
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