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Omoéwienie miedzynarodowego dokumentu
JCGM 102:2011 dotyczacego wyrazania niepewnosci
pomiaru

dr Pawetl Fotowicz (Zaktad Promieniowania i Drgan, GUM)

Dokument JCGM 102:2011 jest rozwinieciem metodyki opracowania danych pomiarowych przedstawionej
w opracowaniu JCGM 101:2008. Dotyczy wielowymiarowego modelu pomiaru, czyli takiego w ktorym
wystepuje dowolna liczba wielkosci wyjsciowych. Wielkosci te sg wzajemnie skorelowane, gdyz zaleza
od tych samych wielkosci wejsciowych. Dokument przedstawia prawo propagacji niepewnosci w postaci
macierzowej. Uogdlnia tez zastosowanie metody Monte Carlo w celu numerycznego wyznaczania
wspolnego rozktadu prawdopodobienstwa dla wielkosci wyjsciowej wielowymiarowego modelu
pomiaru. Na ich podstawie mozna wyznaczyc¢ obszar rozszerzenia, bedacy odpowiednikiem przedziatu
rozszerzenia dla jednowymiarowego modelu pomiaru, ktéry odpowiada okreslonemu prawdopodobienstwu.
Obszar ten moze przybiera¢ postac hiperelipsy lub hiperprostokata. Dokument przedstawia réwniez
procedure obliczeniowa wyznaczania najmniejszego obszaru rozszerzenia.

The document describes a generalization of the Monte Carlo method for measurement models having
any number of input quantities and any number of output quantities. Two approaches are considered
for treating such models. The first approach is a generalization of the Guide uncertainty framework.
The second is a Monte Carlo method as an implementation of the propagation of distributions. Guidance
is also given on the determination of a coverage region for the output quantities of a multivariate model,
the counterpart of a coverage interval for a single scalar output quantity, corresponding to a stipulated
coverage probability. The guidance includes the provision of coverage regions that take the form of
hyper-ellipsoids and hyper-rectangles. A calculation procedure is also described for obtaining an
approximation to the smallest coverage region.

Wprowadzenie

Wspdlny Komitet ds. Przewodnikéw w Metrologii
JCGM (Joint Committee for Guides in Metrology),
dzialajacy pod egida Migedzynarodowego Biura Miar,
wydal w 2011 roku kolejny dokument [1] dotyczacy
wyrazania niepewnosci pomiaru. Jest on kontynua-
cja i uogolnieniem podejscia przedstawionego w do-
kumencie [2], opracowanym w 2008 roku. Oba te ma-
terialy w znaczacy sposéb rozwijaja metodyke opra-
cowania danych pomiarowych, opisana w klasycz-
nym juz dla metrologéw dokumencie [3], opartg na
prawie propagacji niepewnosci.

Omawiany dokument dotyczy wielowymiarowe-
go modelu pomiaru, czyli takiego w ktéorym wyste-
puje dowolna liczba wielkosci wyjsciowych. Wielkosci
te s3 wzajemnie skorelowane, gdyz zaleza od tych sa-
mych wielko$ci wejsciowych. Material przedstawia
uogoélnienie podejscia GUM (Guide Uncertainty
Measurement), stuzacego do wyznaczania estymat

wielkosci wyjsciowych, zwigzanych z nimi niepew-
nosci standardowych i kowariangcji par tych wielko-
$ci. Wielkosci wejsciowe i wyjsciowe moga by¢ rze-
czywiste, jak i zespolone. Dokument uogdlnia
zastosowanie metody Monte Carlo w celu numerycz-
nego wyznaczania wspélnego rozktadu prawdopodo-
bienstwa dla wielkosci wyjsciowej wielowymiarowe-
go modelu pomiaru. Na jego podstawie mozna
wyznaczy¢ obszar rozszerzenia, bedacy odpowiedni-
kiem przedzialu rozszerzenia dla jednowymiarowe-
go modelu pomiaru, ktéry odpowiada okreslonemu
prawdopodobienstwu. Obszar ten moze przybieraé
postac hiperelipsy lub hiperprostokata. Dokument
przedstawia réwniez procedure obliczeniowg wyzna-
czania najmniejszego obszaru rozszerzenia.

Sposdb zapisu

Wielowymiarowy model pomiaru moze by¢ za-
pisany w postaci:
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Y = f(X) (1)

gdzie Y = (Yl,..
cig wyjsciows, f = (f,....f,)" jest wielowymiarowg
funkcja pomiaru, a X reprezentuje N wielkosci wej-
$ciowych (Xl,...,XN)T. Estymatg X jest x = (x,,.. .,xN)T,
macierz o wymiarze Nx1. Macierzg kowariancji U,
wielkosci wejsciowych jest macierz o wymiarze
NxN. Estymatg Y jest y = (y,,...,y, )", macierz o wy-
miarze mx1. Macierzg kowariancji U wielkosci wyj-
sciowych jest macierz o wymiarze mxm.

.Y )T jest wielowymiarowg wielkos-

Zasady postepowania

Gléwne etapy postgpowania to: opis wielkosci
(Formulation), obliczenia (Propagation) i zapis wyni-
ku (Summarizing). Opis wielkosci dotyczy:

1) definicji wielkos$ci wyjsciowej Y jako menzuran-
du wektorowego,

2) okreslenie wielkosci wejsciowej X, od ktdrej za-
lezy wielkos$¢ wyjsciowa Y,

3) zbudowanie modelu pomiaru lub funkcji pomia-
ru fokreslajacej relacje pomiedzy Xi Y,

4) przyjecie rozktadéw prawdopodobienstwa (na
0go6l normalnych lub prostokatnych) dla sktado-
wych wielkosci wejsciowej X, a dla skorelowanych
par skltadowych X wspolnych funkcji gestosci praw-
dopodobienstwa.

Obliczenia polegaja na realizacji zasady propaga-
cji rozkladow sktadowych wielko$ci wejsciowej X, po-
przez model pomiaru, w celu otrzymania wspdlnego
rozktadu dla wielkosci wyjsciowej Y. Zapis wyniku
polega na przedstawieniu:

1) wartosci oczekiwanej Y jako estymaty y wielko-
$ci wyjsciowej,

2) macierzy kowariancji U, wielkosci Y,

3) obszaru rozszerzenia dla wielkosci wyjsciowej Y
przy okreslonym prawdopodobienstwie.

Podstawa obliczeniowa niepewnosci (GUF)

Propagacja niepewnosci jest uogoélnieniem pra-
wa propagacji niepewnosci stosowanego w dziedzi-
nie jednowymiarowych modeli pomiaru. Opiera sie
na rachunku macierzowym, wykorzystujac estyma-
tex= (xl,. . .,xN)T wielkosci wejsciowej X oraz macierz
kowariancji U_zwigzang z estymatg x, zawierajacg
kowariancje u(x, x}.) wielkosci x, X,

Propagacja niepewnosci dla jawnych wielowy-
miarowych modeli pomiaru polega na okresleniu re-
lacji pomiedzy wielkoscig wyjsciowg ¥ = (Y,,....Y )"
a wielkoscig wejsciowa X = (X,,..,X,)" w postaci
Y =fiX), gdzie f=(f,...,f )" oznacza wielowymiarowa
funkcje pomiaru. Dla estymaty x wielkosci X esty-
mata wielkosci Y dana jest zaleznoscia y = f(x). Macierz
kowariancji o wymiarze mxm, zwigzana z estymata
y, ma postac:

() o uley)
u,=| e
u(y,.31) o w'(,)
ijest obliczana na podstawie rdwnania:
U,=CUC; (3)

gdzie C_jest macierza wrazliwo$ci o wymiarze mxN,
dana zaleznoscia:

[
ox, ox
Co=| @
T U
ox, ox,, |

Propagacja niepewnosci dla niejawnych wielowy-
miarowych modeli pomiaru polega na okresleniu re-
lacji pomiedzy wielkoscig wyjsciowg ¥ = (Y,,....Y )"
a wielo$cig wejsciowg X = (X,,...,X,)" w postaci
h(Y, X) =0, gdzie h = (h,,.. .,hm)T. Estymata x wielko-
$ci X i estymata y wielkosci Y spelnia réwnanie
h(y, x) = 0. Macierz kowariancji o wymiarze mxm,
zwigzana z estymatg y, jest obliczana z rdwnania:

cuUcC =cuc!, (5)

yoyoy

gdzie Cy jest macierzg wrazliwosci o wymiarze mxm
zawierajgcg pochodne czgstkowe 0h /0Y, a C_jest ma-
cierzg wrazliwo$ci o wymiarze mxN, zawierajacg po-
chodne czgstkowe oh /0X.. Wszystkie pochodne be-
dg obliczanedlaX=xiY=y.

Formalnie, macierze kowariancji U_ i U, sa po-
wigzane zaleznoscia:

U =CUc, 6)
gdzie:
C=C,'C, ?)

jest macierzg wrazliwosci o wymiarze mxN.
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Obszar rozszerzenia dla wektorowej wielkosci
wyjsciowej

Rozwazane sg w szczegoélnosci dwa rodzaje ob-
szaru rozszerzenia:
a) hiperelipsa lub elipsa wielowymiarowa o liczbie
wymiaréw m, ktéra to dana jest zaleznoscia:

-y)U, (n-y)=k, ®8)

gdzie k jest staly okreslajacg wielowymiarowy

obszar rozszerzenia z prawdopodobienstwem p,

agdym=1to(n-y)=ku,codajen=yxtku,

b) hiperprostokat lub prostokat wielowymiarowy
o liczbie wymiaréw m, centrowany estymatg y
z bokami réownymi diugosci oddzielnie okresla-
nych przedzialéw rozszerzenia dla kazdego z wy-
miar6w Y. Przedzialy te okreslane sg dla praw-
dopodobienstwa rozszerzenia g = 1 - (1 - p)/m.
Wielowymiarowy rozklad prostokatny okresla
obszar rozszerzenia dla wielkosci Y z prawdopo-
dobienstwem p.

Ogodlnie istnieje wiele dowolnych obszaréw roz-
szerzenia dla Y o okreslonym prawdopodobienstwie.
Kazdy z nich opary jest na dystrybuancie G, czyli
zbiorze M punktéw y przypadkowo losowanych
z rozkladu wielkosci Y, ktére moga by¢ otrzymane
przy zastosowaniu metody Monte Carlo:

a) hipereliptyczny obszar rozszerzenia, ktéry bedzie
najmniejszym obszarem rozszerzenia dla Y, gdy
dobrym przyblizeniem Y jest rozklad normalny,

b) hiperprostokatny obszar rozszerzenia, ktory jest
najprostszg interpretacja tego obszaru, ale nad-
mierny,

¢) najmniejszy obszar rozszerzenia, ktory nie ma
szczegolnej geometrycznej definicji i jest otrzy-
mywany jako stopien przyblizenia zalezny od M.

Najmniejszy obszar rozszerzenia

Postepowanie przy wyznaczaniu najmniejszego

obszaru rozszerzenia:

a) zbudowanie hiperprostokatnego obszaru w prze-
strzeni wielko$ci wyjsciowej,

b) podzielenie tego prostokatnego obszaru na sie¢
mniejszych prostokatow,

c) przypisanie kazdej warto$ci wielko$ci wyjsciowej
do tego mniejszego prostokata, ktdry ja zawiera,

d) uzycie czesci wartosci wielkosci wyjsciowych przy-
pisanych do kazdego prostokata jako przyblize-
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nia prawdopodobienstwa, ze Y nalezy do tego pro-
stokata,

e) wylistowanie prostokatéw w porzadku malejace-
go prawdopodobienstwa,

f) utworzenie skumulowanej sumy prawdopodo-
bienstw dla tych wylistowanych prostokatow, gdy
suma ich nie jest mniejsza od prawdopodobien-
stwa p,

g) przyjecie zbioru odpowiednich prostokatéw do
zdefiniowania najmniejszego obszaru rozsze-
rzenia.

Metoda Monte Carlo (MCM)

Metoda MCM moze by¢ realizowana krok po
kroku:

a) wybdr liczby probkowan M,

b) wygenerowanie M wektoréw poprzez losowanie
z funkgji gestosci prawdopodobienstwa, przypi-
sanych wielko$ciom wejsciowym X,

¢) dlakazdego takiego wektora wyznaczenie odpo-
wiadajacych mu wartosci Y, uzyskujac M warto-
sci wektorowej wielkos$ci wyjsciowej,

d) przyjecie jako reprezentacji dystrybuanty G zbio-
ru M wartosci wektorowych Y,

e) uzycie G do utworzenia estymaty y wielkosci Y
i macierzy kowariancji Uy zZwigzanej z y,

f) uzycie G do utworzenia odpowiedniego obszaru
rozszerzenia dla Y z okreslonym prawdopodo-
bienstwem p.

Zalecana procedura Monte Carlo

Skutecznos¢ procedury MCM, wyznaczajacej esty-
mate y wielkosci wyjsciowej Y, zwigzang z nig ma-
cierz kowariancji Uy oraz obszar niepewnosci Y, za-
lezny od uzycia adekwatnie duzej liczby M prébkowan.
Procedura prowadzi do:

a) estymaty y = (y,,...,y,)" wielkosci wektorowe;j Y,

b) wektora u(y) = (u(y,),....u(y,))" niepewnosci stan-
dardowych zwigzanych z estymatami,

¢) macierzy R, o wymiarze mxm, wspélczynnikéw
korelacji r, = r(y,y) zwigzanych z parami esty-
mat,

d) wspdlczynnika rozszerzenia k zdefiniowanego
dla obszaru rozszerzenia w postaci m wymiaro-
wej hiperelipsy, dla ktérego oczekuje sig, ze war-
tosci te moga by¢ zgodne z okreslong tolerancja
numeryczna.
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Tolerancja numeryczna: 6 = %101 zwigzana z wiel-
koscig z, gdy wielko$¢ ta wyrazana jest w postaci:
z = cx10', ¢ to mantysa z okreslong liczbg cyfr znacza-
cych, a [ to wykladnik.

Zalecana procedura postepowania:

a) przyjmij n, jako malg liczbe catkowity,

b) przyjmij M = max (J, 10*), gdzie ] > 100/(1-p) to
najmniejsza liczba calkowita,

¢) przyjmij h =1 jako pierwszy krok postepowania,

d) przeprowadz symulacje Monte Carlo na prébie
M wartosci,

e) uzywajac M wartosci wielkosci wyjsciowej wek-
torowej y,,....y,, oblicz y, u(y™), RV i k * jako
estymate Y, w postaci niepewnosci standardo-
wych, macierzy korelacji, wspétczynnika rozsze-
rzenia dla 100p % obszaru rozszerzenia,

f) jezelih <10 to powigksz h o jeden i powtorz pro-
cedure od kroku d),

g) dlaj=1,..,m oblicz odchylenie standardowe s .
zwigzane ze $rednig estymat y©, ..., y " wielko-
Sci Y, na podstawie:

1

k r : 1 I r
s :m;(y.f( )—yj)z » gdzde y, :z;yj( G

~.

h) oblicz powyzsze statystyki dla u(y™), A ik,

i) uzyj wszystkich warto$ci funkcji modelu pomia-
ru hxM, aby okresli¢ u(y), Ry i kp,

j) dlaj=1,...,m oblicz tolerancj¢ numeryczng § zwig-
zang z u(yj),

k) oblicz tolerancje numeryczna zwigzang z macie-
rzg wspolczynnikéw Korelacji R,

1) oblicz tolerancje numeryczng zwigzang ze wspol-
czynnikiem rozszerzenia k ,

m) jezeli dlakazdego j=1,...,m ktoras z wartosci sta-
tystyk: 25y]., Zsu(yj), 25/\"“; 25kp przekracza odpowied-
nig tolerancj¢ numeryczna, to powigksz h o jeden
i wr6¢ do kroku d),

n) stwierdziwszy, ze wszystkie obliczenia sg stabil-
ne, uzyj wszystkich wartosci wielkosci wyjscio-
wej wektorowej (hxM), aby wyznaczy¢: y, U oraz
k, dla 100p % obszaru rozszerzenia.

Walidacja obliczen
Dokument przedstawia zalecany sposéb poste-

powania przy walidacji obliczen tradycyjng metoda,
sprowadzajacy sie do dwoch dziatan:

a) zastosowanie propagacji niepewnosci w celu uzy-
skania estymaty yUf, niepewnoéci standardowych
u(y®""), macierzy korelacji R ©“F i wspélezynnika
rozszerzenia k " dla 100p % obszaru rozszerze-
nia w postaci m wymiarowej hiperelipsy,

b) zastosowanie zalecanej procedury obliczeniowej
dla metody Monte Carlo w celu otrzymania od-
powiednio: yMEM, g(yMM), RyMCM i kpMCM.
Nastepnie nalezy sprawdzi¢, czy otrzymane war-

tosci estymat, niepewnosci standardowych, wspoét-

czynnikow korelacji i rozszerzenia metodg GUF (Guide

Uncertainty Framework) i MCM (Monte Carlo Method)

zgadzajg sie co do ustalonych tolerancji numerycz-

nych. W tym celu oblicza si¢:

d, =|y¢" -yY dlaj=1,..,m (10)
d,, =8 -u(™| dlaj=1,.,m (1)
d, =[x - (12)

R (13)

Jezeli wartosci te sg nie wieksze niz odpowiednie
tolerancje numeryczne, to mozna uznaé obliczenia
wykonane metodg propagacji niepewnosci za zwali-
dowane.

Zakonczenie

Dokument [1] jak i pozostale opracowania, w tym
[2] i [3], wydane pod wspolnym tytulem ,,Evaluation
of measurement data”, dostepne s na stronie interne-
towej Miedzynarodowego Biura Miar (BIPM) w dzia-
le dotyczacym Przewodnikéw w Metrologii (Guides
in Metrology). Dokument zawiera rdwniez szereg przy-
kladéw obliczeniowych majacych zastosowanie w me-
trologii.
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