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Streszczenie: Omowiono w skrocie efektywisé estymatorow danych z populacji o rozkladach w postaci symefnych
menzurandu dla probek danych pomiarowych pobranych trapezéw o bokach liniowych i krzywoliniowych vetych.
populacji o symetrycznym rozkladzie trapezowym Trapy Syplemencie 1 do GUM [Lh®ne oznaczone jako Trap i

R_ozpat_rzono tycie niekonwencjonalnej metody m_aksymallizacjic-l-rap_ Wyznaczono standardowe odchylenia (SD) tych
wielomianu stochastycznego (PMM) do wyznaczaniginestoréw tgzech estymatorow w funkgji liczby danych probki i

wartdsci i odchylenia standardowego menzurandu probek ] . N
rozktadu trapezowego Trap o zrym stosunku podstaw. stosunkuﬂD[O,l] diugasci podstaw trapezu. Dla probek z

Oszacowano niepewhd standardowe warfoi $redniej, srodka  rozkltadu Trap wart@d SD $redniej X jest najmniejsza w
rozpigcia i estymatora menzurandu wyznaczanego nedM z  przedziale 0 ¢ < 0,35. Dla wgkszychp, tj. dla 0,35%<1
danych tych probek zzyciem kumulantéw i za poednictwem mniejsz wartci¢ SD masrodek rozsfpu gy,. Ponadto w [5,
momentéw centralnych. Metgdsymulacji Monte Carlo (MC) 6] wykazano,ze dla prébek z rozktadu Trap w catym

dokonano poréwnania tych ocen z obliczanymi klasiezze P e - o
wzoréw rozkiadu dlgredniej wg Przewodnika GUM orazodka zakresief jeszcze mniejsza i to nawet 0 20%, jest wirto

rozpkcia i ich redniej. Do poréwnania efektywsd, dla kadej SD dwuelementowego (2C) estymatogg(X+q,,). Syntez
metody wyznaczono granice obszaru o najmniejszejangii W tych badaé i poréwnanie estymatoréw 1C i 2C zawiera
funkcji liczby danych prébki i stosunku podstawpeau. monografia [7] (rozdziaty 7 -9).

o W praktyce, w szeregu przypadkach rodzaj rozktadu
danych pomiarowych menzurandu nie jest znany ariprio
Z&$ jego jednoznaczna identyfikacja wymaga probki geglu
liczbie danych. Zbadamy metpdIC dla probek z rozktadu
Trap, jakie wyniki mana uzyské alternatywm metod
maksymalizacji wielomianu o skrocie PMM (&blynomial
4\/Iaximization Methop [8]. Jej réwnania g prostsze, gdy
wyrazi st je w kumulantach, ktére mwoa wyznaczy z
centralnych momentéw prébki. Kumulanty powey rzedu
czwartego dla rozkladu normalnegpréwne zeru.

Stowa kluczowe: menzurand, estymata, odchylenie standardow
rozktad trapezowy, kumulanty, wielomian stochastycz

1. WSTEP

Zjawiska o charakterze przypadkowym zachmezw
badanym obiekcie, systemie pomiarowym i otoczerju
przyczyry pojawienia si losowej skladowej w sygnale
pomiarowym menzurandu. Da zkszenia dokladni
pomiary powtarza gj lub tez ciggly w czasie sygnat jest
automatycznie zwykle regularnie probkowany. Otrzjamu
sie prébke pomiarow o0 losowym rozrzucie warfoi
danych. Do jego modelowania, obok normalnego raizkia o ) )
prawdopodobigstwa opisanego funkgj Gaussa trzeba Ponizej symbolem 6 bedzie oznacza si¢ estymator
stosowd tez inne rozktady. Wediug zalesePrzewodnika Wartasci menzurandu wyznaczany mefo@MM z probki
GUM [1] wynik pomiaréw ocenia sj jako wart@é srednig i~ fozproszonych danych pomiarowych. Waétde estymuje
rozszerzos niepewné¢ pomiaru wyznaczanz odchylenia Si¢ przez statystyczn analiz wektora X ={Xl, XZ""Xn}'

s;andardovyego 'Fak,jak (_Jlla_ roz!dadu norr_nalnego_. Talena  zaktada si, ze dane losowe; s niezalgéne, pochodz z
niepewnéci pomiarow nie jest jednak najbardziej efektywnaego samego rozktadu i ich wastb opisane $ modelem
dla prébek z populacji o rozkladach nlegaussowsklch5=5+fo_ W modelu tym &, jest wycentrowan zmienm

Omowimy to_na przykiadzie —symetrycznego rOZkJradToso Rozpatrzy si prébki z populacji o rozktadzie Tra
trapezowego Trap, stosowanego w modelowaniu systemo wwzostacpi) sy%grf/)cznego Qr:fpezuj o liniowych mp’

przyrzadéw pomiarowych z elementami o przedzia’:owe}l' , ) . o
tolerancji parametréw i przy dyskretyzacji sygnal@est on SZerokaci doIne,J podstawyl i stosunku diuggri podstaw
splotem dwu rozktadéw réwnomiernych azn@j szerokéci. B - Poprzez proby statystyczne, dokonywavie=10razy
Krancowe przypadki - to rozktad réwnomierny i trgfly. metody MC, wyznaczy s estymaty parametrow prébki
W pracach [2-4] metadsymulaciji Monte Carlo (MC) metod, wielomianows PMM, tj. niepewné¢ i zbieznos¢ jej

poréwnano efektywnidé wartdici $redniej X, $rodka rozktadu empirycznego do funkcji Gaussa, w funkcgby
rozstpu Qyv2=0,5Kmax—Xmin) 1 Mediany Xeq jako jedno- danychn prébki. Poréwna sgitez je z ocenami odchylenia
elementowych (1C) estymatorow menzurandu dla probekandardowego (SD) innych estymatoréw menzurandu.

2. MATEMATYCZNE UJ ECIE PROBLEMU



3. OCENY METODY PMM | ICH WELA SCIWO SCI

3.1. Podstawy teoretyczne metody PMM

We wzorach (1) i

=13) =
Z4 K,,y,i y,- to

statystyKi, (dla i
prébki,

(®)

momentami  pocgkowymi

W metodzie maksymalizacji wielomianu PMM podaneparametry teoretyczne: kumulant 2-gedu i wspotczynniki

przez Y. Kunchenko [8], oszacowaniem wécicbadanego
parametru skalarneg8 jest rozwijzanie réwnania

zh ©)a -a6)] =

6=6

0, (1)

gdzie: s -

parametréw, a,(8) i

:_le-

v=1

teoretyczne i
estymowane metadPMM momenty centralne prébkitego
rzedu, h(&) - wspotczynniki wagi.

Wsp6tczynniki h(&) (dlai=1s) wyznacza si rozwiazujac
uktad algebraicznych réownadiniowych rzdu s podany dla

warunku minimalizacji wariancji poszukiwanej estytgna

wartasci parametrud [8, 9], a mianowicie:

ShO)F (6)=La6). j=1s,

= dé
|+j(6)_ai(6)aj (6) Lj =1s.

2

gdzie F, . (9) a,

W [8] wykazano,ze stanowice rozwjzania réwnania (1)

wielomianowe oceny war§ci menzurandufd, 3 zgodne i
asymptotycznie nieobgione.

3.2. Estymatory dla symetrycznych rozktadéw
zmiennych losowych wg metody PMM
W [8] wykazano,ze oszacowanie waroi skiadowej

rza;d wielomianu uytego do szacowania

kumulantéw rzdéw 4 i 6 zmiennej losowe§,. Réwnanie
(5) rozwhzuje st za pomog wzoréw Cardana [7- 9].

3.3. Dokfadnaié¢ estymat odchylenia standardowego
wedtug metody PMM dla rozkladéw symetrycznyia

Estymator wariancjio? $redniej arytmetycznej (taki
sam jak dla metody PMM przs=1) nie zaley od wartgci
oszacowania parametrd. Jest on okrgony dla prébki
przez wariang drugiego rgdu m, rowm kumlantowi K, i
przez liczly jej danychn, wedtug wzoru (6)

2 _K;

0'(9)1 = F .

(6)

Wykorzystupc pogcie wielkasci informacji uzyskanej o
badanym parametrze otrzymano wagaie analityczne [8],

[9] dla asymptoty Wariancjﬁé,)3 przy n — o, 0szacowanej
metody PMM. Opisuje § ponizszy wzor (7):

K %
g2 =22|1—-—_ 74 | 7
G n{ 6+9y4+yJ v
Stad otrzymuje sj wspoétczynnik stosunku wariancji
2
g
R e
O(on 6+9y, + 4,

statej metod PMM w przypadku wielomianu (1) stopnia \wartasci 0(s)s N@lez do przedziatu(0;1] . Zaleza one tylko

s=1 jest rbwnowane oszacowanigredniej arytmetycznej
dla dowolnego rozktadu zmiennej losowej. Dla rodia
symetrycznych wartei nieparzystych kumulantéwk i
momentoéwm s3 réwne zeru. Dla wielomiandw stopngs= 2
estymaty parametrévg gakie jak wg GUM [1]. W pracy [9]
(i rozdz. 10 monografii [7]) wykazanaze wyznhaczenie

estymat parametrow menzurandu wg algorytmu PMM dla

od wiaciwosci rozkladu prawdopodobistwa okrélonych
przez wspoétczynniki kumulantéwy, i ), [8].

4. STATYSTYCZNE MODELOWANIE ESTYMATOROW

Implementacji modelowania statystycznego dokonano

wielomianu (1) stopnias=3 i symetrycznych rozktadéw za pomog pakietu oprogramowania, ktéry opracowano w

danych wymaga rozwtania rGwnania o postaci:
hY (x -6 +h> ¢ -6+ ] +h D[ -( +3c )| =0
v=l v=1 v=1 6=6
3)
Wspotczynnikin, - h, minimalizujgce wariang} parametru,
znajduje s jako rozwizania uktadu réwnaalgebraicznych
liniowych typu (2). 8 one opisane wyegniami

1 _y
h=y ez p)l n=e h= @

A, A, A3
gdzie: A, =kZ(2-9y,-y,-6); kumulantyx, =m,
K,=m,, K, =m, -3n%, K, =m, ~15mm +30n3;

wspotczynniki kumulantowy, =k, [ k5, y, = ksl k3.

Podstawienieh, - h, do (1) daje rownanie 3-go stopnia

ad®+bg* +co+d| =0, (5)
gdzie:a=y,, b=-3y,4,, d=(6+12,+y, )k, —y.a,
c=3YkK, —(6+13/4 +y6)K2 +3y4[&2 _Kz] :
86

srodowisku MATLAB. Wykorzystuje si metod Monte-
Carlo (MC) opar na wielokrotnie powtarzanych testach o
losowo zmiennych danych. Urmdovia ona dokonanie
analizy dokfadnéci algorytméw wielomianowej estymaciji
statystycznej oraz zbadanie probabilistycznychseWaosci
uzyskanych oszacowita Jako kryteria do poréwnywania
skutecznéci stosuje s eksperymentalne stosunki wariancji
opisane wzorami (9):

0".2 0'*.2
- (5 )3 ~ — (9) 3 (9)
8 ~ ’ N ’
(6)3 Ué; " (6)3 U(Ze iz

gdzie Gl Oan. Ofs)s- Wrednione diaM prob MC
wartosci oszacowa wariancji parametréwé, obliczone
odpowiednio dla statystylkrodka rozpgcia gy, Sredniej
arytmetycznejX i metody PMM o stopniu wielomianus=3.
Wiarygodng¢ wynikow symulacji dokonywanej
algorytmami estymacji statystycznej zateod wielkaci
prébki, czyli liczby n elementéw wektoraX i liczby M
eksperymentéw wykonanych metodIC w jednakowych
warunkach pocgkowych (stosunek podstaw trapezu).
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Do obliczenia wartéci estymat metogd wielomianows  srodka rozsipu gy, Dla probek z rozkladu Trap wygtuje
PMM korzysta sj z wartdci trzech parametrow modelt,, podana w [2], [3] granica obszarg/1>0,35 o mniejsze]

¥, | y,- W badaniach oméwionych w [9] i opisanyct te wartasci SD dlagy; niz dla x.

[7] (rozdz. 10) wartéci tych parametrow modelu obliczono B : : :
z analitycznych wyrzen dla parametréw rozktaduggtaosci I:5
prawdopodobigstwa (pdf), ktére wizg jego momenty oraz
odpowiednie kumulanty i wsp6étczynniki kumulantowdyc
jednak w praktyce informacja o rodzaju rozkladu pdf
populacji i/lub wartéci jego parametréw nie jest znana a
priori, to w danym badaniu wykorzystuje sie oszaania a
posteriori, uzyskiwane z zaleosci asymptotycznych (10)
dla duychn

Srodek rozstepu

08l !

ko=, o=l y6=A—3—15%+30, (10)

gdzie ﬁ'] - moment centralnistego rzdu wyznaczony z

L Rys. 1. Obszary efektywlc metod znajdowania estymat
probki standardowego odchylenia rozktadu trapezowego

M=oY (x-%) (11)

v=1

Waznym rezultatem statystycznego modelowania jest
) . , tez potwierdzenie tezy o asymptotycznymzeniu (przy

Tabela 1 podaje wyniki badaymulacyjnych uzyskane 1, _ «) rozktadu estymat parametréw wielomianu metody
metod; Monte Carlo. Wspc')_+czynniki s_tosunkc')w warianciippm do rozkladu Gaussa. M to shiyé w praktyce do
uzyskano M =10" préb dla kilku wartéci parametris. Wyzhaczania niepewsoi rozszerzone;.

Na rysunkach 2a, b poréwnano wyniki modelowania w
postaci rozktadéw warfgi liczbowych ocen menzurandu
otrzymanych eksperymentalnie dl@dniej arytmetycznek
i srodka rozpgcia gy, oraz dlad wg metody PMM (s = 3).

Tabela 1. Wyniki modelowania MC stosunkéw wariaesfiymat
rozktadu Trap

Stosunek Wspétczynniki stosunku wariancji estymat )
diugdsci ~ - 52 O e = F2n, | OF O Srodek rozstepu Est
podstaw| g, Yio)s 0(29)3/ O(gn Qe)s = los ! Oy 12 .00 __;;; :gz:t:EuGsa::s g
trapezu n 0.999 o Sredn!a Estym
p 20 | 50 [ 200] 20] 0] =204 005 || —rb 3 caus

p=1 0,3 | 056| 036/ 0,33 2,15 351 10,4 075

0.5
p=075| 0,36/ 061 045 0,38 153 129 1,04 0.25

0.1
£=05 0,55| 0,78 0,63 057 102 085 0,74 0.05
p=025| 0,76/ 0,97/ 0,86 0,79 0,9 0,97 0,1
p=0 0,84 | 1,03| 0,95 087 084 0,76 0,69 0-0001 | &)

s
-1 -0.5 0 0.5 1
Analiza danych z tabeli 1 otrzymanych metddonte a) 0

Carlo wykazuje znacznkorelacg pomigdzy obliczeniami
analitycznymi i wynikami modelowania statystycznego 1 + 1
Wraz ze wzrostem liczby danyah w prébce X rdznica o i % +
pomiedzy teoretycznymig,, i eksperymentalnymig,, 0'6 i . i
wartasciami wspotczynnikéw stosunku wariancji zmniejsza 04 i i |
sig (np. dlan=50 réznica ta nie przekracza 20%, a przy o2 j : l
n=200 spada ju ponizej 10%). Ogdlnie, potwierdza ¢si 6 o D
asymptotyczna wigiwos¢ o ilosci pobranej informacji o

badanym parametrze [9], kidrwykorzystuje si do ”
obliczania estymat wariancji metpdielomianovg PMM.
Analiza petnego zestawu wynikéw symulacji statystej z e jg %
tabeli 1 potwierdza te ze efektywn@é¢ zastosowania danej §

statystyki do oszacowania niepewaioparametrow rozktadu
istotnie zaley od przygtego modelu opisggego losowe
bl@d_y pomiarowe 1 O,d liczebrsoi n probki. Na quStaWIG Rys. 2. Empiryczne rozktady estymat parametru Si) wykres
wynikow wielu powtorzonych badametogy MC probe_k 0 probabilistyczny (Q-Q wykres) przyténia do funkcji Gaussa;
n=15..200danych stworzono rysunek 1. Przedstawia on w b) wykres typu Box-plot (dla przedziatu ufim99%)

funkcji wartcsci parametréwn i g granice obszaréw, ktére

wedtug kryterium minimalnej wariancji umtwiaja pgne wejciowe - to M =10* préb wykonanych metad
poréwnywanie ~ efektywn@i wykorzystywania — trzech \ic g3 prebek on=50 danych. 5 to oceny parametru
statystyk: parametrud wg metody PMM, sredniej X i =0 dla rozkladu trapezowego pray= 0,5 iA = 6.
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Adekwatn@g¢ hipotezy o gaussowskim rozkladziepozyskania z probki przy wzéde jej liczby danych jest
estymat metody PPM sprawdzono z teza pomog odwrotnag¢ warianciji populacii, z ktéregjpobrano [8], [9].
wbudowanego w oprogramowanie MATLAB testu Omowiona niekonwencjonalna metoda wielomianowa
Lillieforsa opartego na statystyce Kotmogorowa-Smowa. o akronimie PMM opiera si na pierwszych Kkilku
Tabela 2 przedstawia wyniki tych badgako zestaw kumulantach wyznaczanych z danych prébki za

parametréw wyjciowych testu nagpujagco oznaczonych: pasrednictwem jej momentow centralnych.
CV - krytyczna warté¢ statystyki testu;LSTAT- wybrana Metode PMM mazna tez stosowa do wyznaczania
wartasc tej statystykip -prawdopodobikstwo testowe. wyniku pomiardw, gdy rozktad, z ktérego pochodzblpka,

Jelli LSTAT<CV to dla zadanego poziomu istogsd €St nieznany a priori, a liczba jej danyehest jeszcze zbyt
p = 005 nie odrzuca sihipotezy zerowej (funkcji Gaussa). Mata, by dokonajednoznacznej jego identyfikacji.

Tabela 2. Wyniki kontroli hipotez o gaussdwbestymat rozktadu 6. BIBLIOGRAFIA
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ESTIMATION OF THE UNCERTAINTY OF MEASURAND FOR TRAP EZE DISTRIBUTED
DATA BY POLYNOMIAL MAXIMIZATION METHOD AND ITS EFFI CIENCY

The types of measurand parameter estimators defioead samples of measured data taken from the syrivake
trapezoidal population Trap are briefly discussAdnon-standard approach to finding estimates of rlbe-Gaussian
distributions parameters based on the unconveritioaghod of maximizing the stochastic polynomial{R) and using a
moment-cumulant description of random variablgsrégposed. By means of multiple statistical testMohte Carlo method,
the properties of polynomial estimators are ingegd and a analysis of their accuracy is made agithpare to estimates of
the distributions with arithmetic mean or the méghge as their centers. As a function of the nurobsample data and the
basis of trapeze ratio, the boundaries of the andese these methods are most effective are detednirhe PPM method
has been proposed to use for determining estimakebs of the standard deviation and uncertaintfemeasurand when
distribution of the random errors population isrp unknown and first few cumulants have to braffrom the sample data.

Key words: measurand, estimate, standard deviation, tragakdistribution, cumulant, statistic polynomial.
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