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Streszczenie: Referat zawiera metodyk¢ doboru parametréw
regulatora stanu z wykorzystaniem liniowych nieréwnosci
macierzowych (ang. LMI - Linear Matrix Inequalities) metoda
lokowania  biegunéw. W  pracy zdefiniowano  warunki
rozmieszczenia biegunéw w lewej polptaszczyznie zmiennej
zespolonej s i wyznaczono obszary dopuszczalnych potozen
biegunéw. Na potrzeby rozwazanej, liniowej metody projektowania
dokonano  linearyzacji modelu  matematycznego  obiektu
w wybranym punkcie pracy. Zaprojektowany regulator stanu
zastosowany zostal do sterowania obiektem rzeczywistym, ktérym
byt uktad kaskadowy dwoéch — zbiornikéw. W referacie
przedstawione zostaty zardwno wyniki badan symulacyjnych jak
ibadan eksperymentalnych przeprowadzonych na obiekcie
rzeczywistym.
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1. WPROWADZENIE

W Kklasycznej teorii sterowania i zastosowan dobrze
znang metodologia osiggania pewnych, pozadanych
wlasnosci zwigzanych z czasem regulacji, maksymalnym
przeregulowaniem i czasem narastania jest metoda
lokowania biegunéw. Ksztalt odpowiedzi uktadu regulacji
w stanie przejSciowym (nieustalonym) silnie zalezy od
polozen biegunéw uktadu zamknigtego na plaszczyznie
zmiennej zespolonej s. Jesli tylko obiekt jest sterowalny to
doktadne potozenie biegunéw jest zawsze osiggane poprzez
zastosowanie odpowiedniego prawa sterowania w sprz¢zeniu
od zmiennych stanu. Tego typu sterowanie realizowane jest
przez regulator stanu, w ktérym nalezy dobra¢ odpowiednie
wartosci parametréw. Dobdr warto$ci parametréw dla
regulatora stanu metoda lokowania biegundw moze zostaé
zrealizowany z wykorzystaniem  transmitancji lub
w przestrzeni stanéw, poprzez klasyczne przyporzadkowanie
wartosci wlasnych opartych na réwnaniu
charakterystycznym ukladu zamknigtego.

Kiedy jednak w ukladzie wystepuja pewne
nieokre$§lono$ci to metoda dokladnego umiejscowienia
biegunéw moze okaza¢ si¢ nieodpowiednia. Z tego powodu
zostaly rozwinigte metody, ktére bazujg na tym, Ze bieguny
lokowane sa w pewnym obszarze na ptaszczyznie zmiennej
zespolonej s, ktéry moze mie¢ ksztalt wielokata wypuktego,
okregu lub stozka. Nieznaczne przemieszczanie si¢
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biegunéw uktadu zamknigtego w okolicach pozadanych
polozen moze nie powodowa¢ silnych modyfikacji
w odpowiedzi przej$ciowe]j uktadu regulacji i w ten sposob
moze zostaé osiggnigta pewna krzepkos¢. Takimi
ograniczonymi przestrzeniami moga by¢ obszary stosowane
w metodzie LMI do przedstawienia typowego podobszaru
wypuklego 1 symetrycznego wzglgdem osi liczb
rzeczywistych [3]. Stad, taki krzepki regulator jest tatwo
zaprojektowac poprzez rozwigzanie zagadnien
definiowanych poprzez LMI [1]. Poczatki rozwoju
liniowych nieréwno$ci macierzowych swymi korzeniami
siegaja do pracy doktorskiej Aleksandra Lapunowa,
przedstawionej na Uniwersytecie w Moskwie w roku 1892
[12]. Jak to zostato szczegélowo przedstawione w pracach
[1, 5], warunki stabilno$ci i wiele wymagan jakosciowych
dotyczacych uktadéw liniowych moze zosta¢ przeksztalcone
na liniowe nier6wno$ci macierzowe obejmujace réwniez
tzw. macierz Lapunowa.

W niniejszej pracy zrealizowano sterowanie poziomem
wody w dolnym zbiorniku przy uzyciu regulatora stanu dla
ktérego wzmocnienia dobierane byly dwoma metodami:
klasyczng w przestrzeni standw oraz przy wykorzystaniu
liniowych nieréwnoséci macierzowych (LMI). Przedstawione
zostaty zar6wno wyniki badan symulacyjnych jak i badanh
eksperymentalnych  przeprowadzonych na  obiekcie
rzeczywistym. Badania symulacyjne przeprowadzono na
modelu  matematycznym  obiektu = w  $rodowisku
obliczeniowym MATLAB/Simulink, natomiast badania
eksperymentalne wykonano w ukladzie rzeczywistym
z wykorzystaniem  programowalnego  mikrokontrolera
sygnatowego TMS320F28335.

2. LINIOWY MODEL MATEMATYCZNY OBIEKTU

Jako obiekt sterowania wybrany zostal uklad
kaskadowy dwoch zbiornikéw wyposazony w urzadzenie
wykonawcze, ktérym byta pompa oraz w czujniki stuzace do
pomiaru pozioméw wody w zbiornikach. Na rysunku 1
pokazany zostal uproszczony schemat przedstawiajacy
obiekt sterowania wraz z oznaczeniami zmiennych
zastosowanych w modelu matematycznym obiektu.
Zastosowane metody projektowania opieraja si¢ na
liniowym modelu matematycznym obiektu. Uklad
kaskadowy dwdch zbiornikéw wraz z pompa jest ukladem



silnie nieliniowym i dlatego tez model matematyczny
obiektu wymagat linearyzacji.
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Rys. 1. Definicja zmiennych w modelu matematycznym obiektu,
gdzie: u — napigcie sterujace pompa, Qy — nat¢zenie doptywu wody

do gbérnego zbiornika, Q;, O, — natgzenia swobodnych
wyptywéw wody ze zbiornikéw, hy, h, — poziomy wody
w zbiornikach, y;, y, — warto$ci napigcia na wyjsciach
czujnikéw

Szczegdlty dotyczace wyprowadzenia zastosowanego
liniowego modelu matematycznego mozna znalezé w pracy
[14]. Ponizej zawarte zostaly najwazniejsze rdwnania
opisujace  uzyskany liniowy model matematyczny,
sktadajacy si¢ z nastepujacego zestawu rOwnan stanu
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gdzie: x;(H)= hy(f), x,(f) = hy(f) — zmienne stanu, u(f) — sygnat
sterujagcy ~ pompa  (wyjScie z  regulatora),
T:=67.1827 [s], T,=65.7704 [s] — state czasowe,
k=0.4714 — wzmocnienie.

3. SFORMULOWANIE PROBLEMU STEROWANIA

Na rysunku 2 zaprezentowany zostal schemat blokowy
ukladu sterowania z regulatorem stanu, w ktérym wszystkie
zmienne wystepujace w obiekcie sg mierzone. Na wyjsciach
czujnikéw dodatkowo dotaczone zostaly bloki ,,Skalowanie”
w ktérych znajduja si¢ odwrotne charakterystyki czujnikow.

Zadaniem uktadu regulacji bedzie stabilizacja poziomu
wody w dolnym zbiorniku na zadanym poziomie r(£)=/,..

W regulatorze stanu zastosowane zostalo dodatkowe
wzmocnienie dla catki uchybu regulacji
t t
%0 = [edr = [ o0 = r@yar @
0 0

ktéra staje si¢ dodatkowa zmienng stanu. W tym uktadzie
sterowania takie rozwigzanie jest Kkonieczne, gdyz
zastosowany obiekt jest silnie nieliniowy i na kazdym
poziomie stabilizacji poziomu wody ma inne wzmocnienie.
W zapisie ogblnym uzyskuje si¢ nastgpujace rownania
dynamiczne opisujace proces sterowania pokazany na

rysunku 2
x(1) = Ax(t) + Bu(t) + Er(t) 3)
gdzie
_1 0 o0
L k 0
1 1
A=| — —-— 0 B=|0 E=l0
U I,
o 1 0 0 -1
Gléwnym celem projektowania jest znalezienie
wartos$ci wektora wzmocnien K
x,(#)
u(ty=-Kx() =k, k, k;]0x, () )
x3(2)

ktéry pozwoli na
projektowych:

spelnienie nastgpujacych wymagan

a) zamknigty ukltad regulacji bedzie asymptotycznie
stabilny;

b) maksymalne przeregulowanie (M,y,), mniejsze od
5%;
c) czas regulacji (#z), mniejszy od 200s (4= 2%).

Po podstawieniu zaleznos$ci (4) do réwnania (3) uzyskuje
si¢ nowa macierz stanu A, projektowanego uktadu regulacji

%(t) = (A- BK)x(1) + Er(t) = A, x(1) + Er(1) 5)

Poddajac réwnanie (5) obustronnemu przeksztalceniu
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Rys. 2. Schemat blokowy uktadu regulacji
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Laplace i odpowiednio je przeksztalcajac, uzyskuje sig
nastepujace macierzowe réwnanie charakterystyczne

|sI -(A-BK)[=0 (6)

ktérego wartoSci  wlasne
wzmocnien wektora K (4).

zaleza od poszukiwanych

4. DOBOR PARAMETROW REGULATORA STANU

Ponizej przedstawione zostaly dwie metody doboru
warto$ci wzmocnien regulatora stanu. Pierwsza jest metoda
klasyczng, natomiast druga  wykorzystuje liniowe
nierdwno$ci macierzowe (LMI). W obydwu przykladach
wykorzystana zostala metoda lokowania biegundw.
Najpierw, na podstawie zadanych wymagah projektowych
zwigzanych ze stabilnoscia, maksymalnym
przeregulowaniem i czasem narastania, na plaszczyznie s
wyznaczony zostal obszar dopuszczalnych potozen
biegunéw, pozwalajacy na spelnienie zalozonych wymagan
projektowych (Rys. 3).

W metodzie klasycznej z wyznaczonego obszaru
dopuszczalnych polozen biegundéw zostaly wybrane trzy
bieguny wzorcowe (12) i na tej podstawie obliczone zostaty
wzmocnienia regulatora stanu w taki sposdb, aby wartosci
wlasne macierzy projektowanego uktadu (6) znalazty sig
doktadnie tam gdzie zatozone bieguny wzorcowe.

Przy wyznaczaniu wartoSci wzmocnien regulatora
stanu wykorzystujacego LMI, najpierw okre§lony zostal
ograniczony sektor (Rys. 4), anastgpnie przy uzyciu
odpowiedniego  programu  optymalizacyjnego  zostaly
wyznaczone wzmochnienia regulatora stanu w taki sposéb,
aby wartosci wlasne projektowanego uktadu (6) znalazty si¢
W tym ograniczonym sektorze.

Najpierw rozwazone zostaly wymagania jako$ciowe
naktadane na projektowany uklad, ktére zostaty przeliczone
na parametry zwigzane z ptaszczyzng s.

Pierwsze wymaganie (a) zwiazane ze stabilno$cia
zostanie speilnione wowczas, je§li wszystkie bieguny
projektowanego ukladu regulacji bedg znajdowaly sig
w lewej potplaszczyznie zmiennej zespolone;j s.

Drugie wymaganie (b) dotyczy maksymalnego
przeregulowania, ktére dla tzw. prototypowego uktadu
regulacji II rzedu opisane jest nastgpujacym wzorem

2
M,,%:e"f/ <" 000% @)

Z przeksztalcenia wzoru (7) uzyskuje si¢ warunek zwigzany
z minimalng warto$cia ttumienia { w uktadzie

s "My g9 8)

m* +In*(M )

Ze wspélczynnikiem ¢ zwigzane jest ograniczenie, ktére na
plaszczyznie s przedstawia si¢ przy uzyciu polprostej
o nachyleniu

6 = arccos { =46.4° 9)

Trzecie wymaganie ( ¢) zwigzane jest czasem regulacji
t, ktore dla strefy doktadnos$ci 4 wynoszacej 2% opisane
jest wzorem
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tg = (10)
gdzie o jest wartoscia bezwzgledna czesci rzeczywistej
bieguna znajdujacego si¢ w lewej pélptaszczyznie zmiennej
zespolonej s. Z przeksztalcenia wzoru (10) uzyskuje si¢
warunek zwigzany z minimalng odlegloscia biegunéw
znajdujacych si¢ w lewej polptaszczyznie od osi liczb
urojonych.

o=t =00
Ip

1)

Na rysunku 3 zaznaczone zostaly wyznaczone ograniczenia
i pokazany zostal obszar dopuszczalnych polozen biegunéw
projektowanego ukladu regulacji, znajdujacy si¢ w lewej
polptaszczyznie pomiedzy wyznaczonymi ograniczeniami.
Zrysunku 3 widaé, ze cze$¢ rzeczywista biegunéw moze

przyjmowaé warto$¢ z zakresu (—oo,..., =0 >.
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Rys. 3. Obszar dopuszczalnych potozen biegundéw na ptaszczyznie
zmiennej zespolonej s wynikajacy z natozonych wymagan
projektowych

4.1. Metoda klasyczna
Przy wyznaczaniu wzmocnien metodg klasyczng
przyjete zostaly trzy bieguny wzorcowe znajdujace si¢

w wyznaczonym  obszarze  dopuszczalnych  potozen
biegunéw (Rys. 3)

510 ==0.1£0.1, 53 =-0.025 (12)
Pozadane rOwnanie  charakterystyczne, = wyznaczone
woparciu o przyjete wartoSci biegunéw (12), jest
nastepujace

. (5)=(s = 5)(s = 57)(s = 53) =
57 +0.2255% +0.025s +0.0005=0 (13)

Po odpowiednich podstawieniach do réwnania (6) i dalszych
przeksztalceniach ~ uzyskuje  si¢  drugie  réwnanie
charakterystyczne zawierajace nieznane jeszcze,
poszukiwane warto$ci wzmocnien K regulatora stanu (4)

5% +(0.4714k, +0.0301)s>

+(0.0072k,; +0.0070k, +0.0002)s +0.0070k; =0 (14)
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Poréwnujac wspodtczynniki rOwnania (13)
z odpowiadajacymi im wspolczynnikami z réwnania (14)
uzyskuje si¢ nastepujacy uktad réwnan

0.4714k, +0.0301=0.225
0.0072k, +0.0070k, +0.0002 =0.025
0.0070k, =0.0005

5)

Z rozwigzania powyzszego uktadu réwnan (15) uzyskuje si¢

poszukiwane wartoéci wzmocnien regulatora stanu
wyznaczone metoda klasyczna
K=[k k, k;]=[0.4135 3.1085 0.0713] (16)

4.2. Liniowe nieréwnosci macierzowe (LMI)
Liniowe nieréwno$ci macierzowe nalezg do zagadnien
optymalizacji wypuklej stosowanych miedzy innymi do

syntezy regulatora krzepkiego (ang. robust). Postac
kanoniczna liniowych nierdwno$ci macierzowych jest
nastepujaca:

F(x)=F,+) Fix; =0

i=1

A7)

gdzie: x =[x, %y, ..., x;]" € R” — wektor zmiennej decyzyjnej
(niewiadoma), F,, F; ¢ R™ - macierze rzeczywiste
i symetryczne.

W réwnaniu (17) zapis ” > 0” oznacza, ze macierz F(x) jest
dodatnio okre$lona'.

Warunki LMI tworza wypukly zbidér ograniczen, ktéry
nalezy sformutowa¢ dla procesu syntezy regulatora stanu.
W rozwazanym przypadku ograniczenia dotyczg obszaru
umieszczenia biegunéw w lewej podiptaszczyznie zmiennej
zespolonej s co ma wplyw na wlasciwo$ci dynamiczne
projektowanego ukladu regulacji. Synteza zwigzana jest
z wyznaczeniem warto§ci macierzy wzmocnien K dla
regulatora stanu opisanego wzorem (4). Zapis liniowych
nieréwnos$ci macierzowych (LMI) ma nast¢pujaca postac:

Y=-K[X (18)
Z réwnania (18) widaé, ze do wyznaczenia macierzy
wzmocnien K konieczna jest znajomo$¢ macierzy X i Y,
ktére sa wyznaczane przy uzyciu specjalnego programu
optymalizacyjnego w oparciu o zdefiniowane obszary LMI
na plaszczyznie zmiennej zespolonej s. W tym celu nalezy
zalozy¢, ze macierz X jest macierzg symetryczng i dodatnio
okreslona, stad kolejne zalozenie brzmi, ze istnieje dla niej
macierz odwrotna Y, ktéra jest rzeczywista (dowod w [7]).

W celu opisu obszaru na plaszczyZznie zmiennej
zespolonej s, gdzie beda umieszczane bieguny ukladu
zamknigtego, podana zostanie nast¢pujaca definicja, wedlug

[4].

Definicja 1. Obszar D na plaszczyznie zmiennej zespolonej s
nazywany jest obszarem LMI wowczas, jesli istniejg

symetryczne macierze LOR"P™"D | M OR"P*"D takie, Ze

!(Twierdzenie 8.4. wg [6]) Rzeczywista forma kwadratowa jest
dodatnio okres$lona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci
wlasne jej macierzy wspdtczynnikdw A sg dodatnie.

112

p={s0c: Fys<0f (19)
gdzie Fp jest funkcjq charakterystyczng obszaru D
Fp(s)=L+sM+sM" (20)

natomiast s jest zmienng zespolong sprzezong do s.

We wzorze (19) C~ oznacza lewa pdtptaszczyzng zmiennej
zespolonej s. Obszar LMI jest wypukly i symetryczny
wzgledem osi liczb rzeczywistych. Dlatego tez, w przypadku
gdy obszary LMI przecinajg si¢ to pozostaja niezmienne.
Przecinanie si¢ dwoch obszaréw LMI oznaczonych jako D,
i D, jest rowniez obszarem LMI z funkcja charakterystyczng
0 postaci

SO E .7 Ry 0T(21)
o= L 0 M, 0 M,

W konsekwencji dowolny obszar sktadajacy si¢ z przecigcia
krzywych stozkowych, paséw pionowych lub paséw
poziomych moze by¢ rozpatrywany jako obszar LMI.

W sposéb  uproszczony, dla celow  syntezy
projektowanego sterowania mozna zapisa¢ nast¢pujace
twierdzenie [2].

Twierdzenie 1. Niech LOR"P*'? oraz M OR"P*'P bedg
macierzami  rzeczywistymi i1 symetrycznymi. Wowczas
macierz A, = A-BK ma wszystkie wartosci wiasne
wobszarze LMI (18) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
rzeczywista, symetryczna i dodatnio zdefiniowana macierz

XOR™™" oraz rzeczywista macierz Y OR™". W takim
przypadku spetniony jest warunek LMI
R,=LOX+MOV+M"0OVT <0 (22)
gdzie O jest iloczynem Kroneckera®, oraz
V =AX + BY (23)
K=-v(x"' (24)

Jjest wykonalne.

W przypadku uktadu liniowego, ciagltego wartosci wilasne
macierzy A, maja ujemne czg$ci rzeczywiste, poniewaz lewa

polptaszczyzna jest opisana przez L = 0 i M =1 to
Twierdzenie 1 w prosty sposob oznacza, ze
R,=AX+XA! <0 (25)

Przyktady r6znych obszaréw LMI i opis sposobdw w jaki sg
konstruowane mozna znalez¢ w pracach [4, 7, 8, 11].

? (Definicja 182 wg [6]) Iloczynem Kroneckera AQB macierzy

A=[a;]10 R™" i macierzy B= [b;10 RP" nazywamy macierz
blokowa postaci:

a; B a;,B
AOB=

a,B a,,B

Zeszyty Naukowe Wydziatu Elektrotechniki i Automatyki PG, ISSN 2353-1290, Nr 57/2017



Na podstawie wcze$niejszych rozwazan dotyczacych
analizy zadanych wymagan jako$ciowych projektowanego
uktadu opisanego réwnaniami (4) i (5), zdefiniowany zostat
obszar LMI pokazany na rysunku 4. W poréwnaniu
zrysunkiem 3  wprowadzone  zostalo  dodatkowe
ograniczenie z lewej strony.

Ims

~ e Res
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|
D
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\

Rys.4. Lewa pélptaszczyzna zmiennej zespolonej s z zaznaczonym
obszarem LMI, gdzie 6 = 46.4°, oraz 0; = 0.02 oraz 65=0.2

Wypadkowy obszar LMI pokazany na rysunku 4
powstal ze zlozenia pasa pionowego zawartego pomiedzy
liniami pionowymi =-0j, -0, oraz stozka zawartego
pomigdzy polprostymi nachylonym wzgledem ujemnej osi
liczb rzeczywistych pod katami —6, +8

Pas pionowy zawarty pomigdzy dwoma
pionowymi —0; oraz —0; ma nast¢pujacy obszar LMI

liniami

D1={SDC_: —Jz<%(s+§)<—al<0} (26)

Po odpowiednich przeksztalceniach uktadu nieréwnosci (26)
funkcja charakterystyczna dla obszaru D, przyjmuje postaé

0 1 0] _11 0
+s +s <0 27
-20, 0 - 0 -
20, 0

1 0
gdzie L, = , M= .
0 -20, 0 -1

Drugi obszar skladowy to sektor stozka zawarty
pomigdzy dwoma polprostymi nachylonymi wzgledem
ujemne;j osi liczb rzeczywistych o kat 6, przy zatozeniu, ze
Re(s) = x, Im(s) = y to mozna go opisa¢ nastepujaco:

_[24
By

D, =fs0C™: ~|yp>x 6] (28)
Po przeprowadzeniu odpowiednich przeksztalcen w uktadzie
nieréwnosci (28) otrzymano postaé funkcji
charakterystycznej dla sektora stozka zawartego pomiedzy
dwoma pétprostymi

Fo(s) sind cos@ < sind cosd| (29)
s)=s s
b2 —cosf sind —cosf sind
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—cosf@ siné@

) [ sinfd cos H}
gdzie: L,=0; M, = .
Nastgpnie, zgodnie ze wzorem (21) nalezy dokona¢
ztozenia funkcji charakterystycznych wyznaczonych we
wzorach (27) i (29). Poniewaz skladane s3 ze sobg dwa
obszary to wypadkowe rdéwnanie charakterystyczne

przyjmuje posta¢ opisang wzorem (20), przy czym

00 O 0 sind cosd 0 0
|00 0 0 —cosd sind 0 O
100 20, 0 - 0 01 0

00 0 -20, 0 00 -1

Rozwigzanie tak zdefiniowanego problemu odbywa si¢
przy pomocy specjalnych programdéw optymalizacyjnych.
W tym przypadku obliczenia wykonano w pakiecie Matlab
do ktoérego zostaly doinstalowane dodatkowe darmowe
biblioteki SeDuMi (z ang. Self - Dual - Minimization) [13]
oraz YALMIP [9]. Ze wzgledu na ztozono$¢ zagadnienia nie
odniesiono si¢ do algorytmu optymalizacji, ktéry doktadniej
zostal przedstawiony w [4] oraz [10].

Dla proponowanego obszaru LMI pokazanego na
rysunku 4, poszukiwana dodatnio okre$lona i symetryczna
macierz X = X" > 0 przyjmuje nastepujace wartosci:

3.9929 -0.3001 0.6573
X =|-0.3001 0.0470 -0.3348|>0 (30)
0.6573 -0.3348  5.2010

Obliczona w programie optymalizacyjnym macierz Y, ktdrej
wymiar jest okreslony jako wymiar macierzy B’ ma postag:

Y =[-1.1595 0.0159 0.3457] (31)
Nastepnie ze wzoru (24) wyznaczona zostala macierz

poszukiwanych warto§ci wzmocnieh K projektowanego
regulatora stanu:

K =[0.6296 4.8823 0.1683] (32)
Po podstawieniu wyznaczonej macierzy K (32) do wzoru
(6), wyznaczone zostaly wartosci wilasne projektowanego
uktadu sterowania, ktére wynosza odpowiednio:

51, =-0.1410 £ j0.0804, 53 =—0.04438 (33)
Potwierdzeniem, ze uktad jest stabilny jest istnienie wartosci

wlasnych uktadu zamknigtego w lewej potplaszczyznie
zmiennej zespolonej s.

5. WYNIKI BADAN UKEADOW STEROWANIA

Ocena jakosci pracy ukladéw sterowania poziomem
wody w  dolnym  zbiorniku, wykorzystujacych
zaprojektowane regulatory stanu, badana byta w $§rodowisku
obliczeniowym MATLAB/Simulink oraz w badaniach
eksperymentalnych na obiekcie rzeczywistym
z wykorzystaniem  programowalnego  mikrokontrolera
sygnatowego TMS320F28335. Wszystkie elementy objete
na rysunku 2 linig przerywang i przynalezne do ,,Regulatora
stanu” zostaly zapisane w jezyku programowania C
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i postuzyty do odpowiedniego zaprogramowania
mikrokontrolera sygnatowego.

W tym celu w regulatorze stanu zawierajacym
sterowanie catkujace zostata przeprowadzona dyskretyzacja
cztonu catkujacego metoda Eulera

X3 (k) =x3(k —1)+ T Lé(k) (34)

gdzie: T =0.5 [s] — okres prébkowania, x;(k), x3(k—1) —

warto$¢ biezaca i poprzednia catki uchybu regulacji,

e(k) — warto§¢ uchybu regulacji w chwili
préobkowania.

W bloku oznaczonym jako ,Filtracja i skalowanie”
zrealizowane zostalty dwa zadania. Pierwsze z nich polegato

PLALCE - badania symulacyjne

15
— 10
£
e |
™
= 5
0
0 200 400 EOO 6800
te]
10
23; 5
=
D L L L L
0 200 400 GO0 800
t[e]

na filtracji sygnatléw napieciowych y; i y, otrzymanych
z wyjscia czujnikéw pozioméw wody w zbiornikach gérnym
i dolnym, w celu wyeliminowania znich szuméw
pomiarowych. W kazdym torze pomiarowym zastosowany
zostal filtr dolnoprzepustowy II rzgdu opisany nastepujacym
zestawem rownan dynamicznych

Y@ |0 1 x(®) 0
sz(f)}_{—l \/E}Eﬁxzf(t) + 1 Lt f (2) 35)

Xy p (l)}

y0=1 0] Eﬁxzf " (36)

PLACE - badania eksperymentalne
15

h2 [em]

0 200 400 EO00 6800
ts]
10
23; 5
=
D L L L L
0 200 400 GO0 800
te]

Rys. 5. Wyniki sterowania poziomem wody w dolnym zbiorniku z uzyciem regulatora stanu projektowanego klasyczng metoda lokowania
biegunéw (PLACE)

LMI - badania symulacyjne
15

h2 [em]

a0

400 500

o 200
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LMI - badania eksperymentalne
15

h2 [emm]

]

400 500

o 200
t[s]
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2@ 5
=
a
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Rys. 6. Wyniki sterowania poziomem wody w dolnym zbiorniku z uzyciem regulatora stanu wykorzystujacego LMI
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Tabela 1. Wskazniki oceny jakosci sterowania uzyskane z wykreséw czasowych pokazanych na rysunkach 5 — 6

Odcinek 1 (0 s —300 s) Odcinek 2 (300 s — 600 s) Odcinek 3 (600 s — 900 s)
Metoda Doboru

parametréw M, IR J M, IR J M, Ir J Je

[%] [s] [-] [%] [s] [-] [%] [s] [-] [-]
1. PLACE - sym. - 180.0 209.6 - 205.0 163.5 - 2150 | 162.1 535.1
2. | PLACE - eksp. 1.0 188.0 2239 0.5 180.0 156.7 0.8 207.5 158.1 538.7
3. LMI - sym. - 108.0 135.1 - 100.0 109.5 19.9 152.5 146.2 390.8
4. LMI — eksp. 0.7 102.0 146.9 1.4 90.0 110.3 40.2 170.0 | 183.0 440.2

Filtr ten catkowany byt w procesorze sygnalowym metoda
Rungego-Kutty IV rzgdu z krokiem catkowania 7= 0.01 s.
Drugie zadanie realizowane z bloku , Filtracja i skalowanie”
polegalo na wyznaczeniu pomierzonych warto$ci wysokosci
stupa wody w zbiornikach (h;, h,) na podstawie
pomierzonych wartosci napie¢ (y;, ¥,). W tym celu najpierw
pomierzone zostaty charakterystyki czujnikéw, ktére zostaty
aproksymowane przez liniowe zaleznosci
yi(t)y=m;h; +b; (37
gdzie: m; jest wspolczynnikiem nachylenia linii prostej,
b; warto$cia przesuni¢cia wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych, i 00 {1, 2} jest numerem zbiornika.

Nastepnie wyznaczone zostalty odwrotne charakterystyki
czujnikéw (38), ktére postuzyly do wyznaczenia - na
potrzeby regulatora stanu - poszukiwanych, mierzonych
wartos$ci wysokosci stupa wody w zbiornikach.

=2 (38)
m;
gdzie i [ {1, 2} jest numerem zbiornika.

W pierwszej kolejnosci przeprowadzone zostaly
badania symulacyjne, ktére mialy réwniez na celu
sprawdzenie poprawnosci przygotowanego kodu programu,
stuzacego do zaprogramowania mikrokontrolera
sygnatowego. Nastepnie przeprowadzona zostala
weryfikacja ~ badan  symulacyjnych  na  obiekcie
rzeczywistym.

Wyniki badan symulacyjnych i eksperymentalnych

ukladu sterowania dla ktérego wzmocnienia wyznaczone
zostaty klasyczng metoda lokowania biegunéw znajdujg si¢
na rysunku 5, natomiast na rysunku 6 znajduja si¢ wyniki
proéb  przeprowadzonych z uzyciem regulatora stanu
wykorzystujacego LMI.

Dla kazdego z rozwazanych uktadéw sterowania
przeprowadzona zostala préba skladajaca si¢ z trzech
odcinkéw stabilizacji poziomu wody w dolnym zbiorniku,
kazdy o czasie trwania 300 s. W chwili zalaczenia uktadéw
regulacji, obydwa zbiorniki byly puste. Na odcinku
pierwszym zadany poziom wody wynosit 7 cm, na drugim
13 cm, a na trzecim, ostatnim odcinku ponownie 7 cm.

Ocena jako$ci pracy rozwazanych uktadéw regulacji
polegata na ocenie wskaznikdw jakosci definiowanych na
podstawie odpowiedzi skokowej i byly to: maksymalne
przeregulowanie M, czas regulacji tz mierzony przy strefie
doktadnosci 4 = 2%. Dodatkowo na kazdym odcinku
stabilizacji poziomu wody, na podstawie pomierzonych
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warto$ci wysokosci stupa wody i sygnatu sterujacego pompa
wyznaczany byl funkcjonat

N
7= et +luto (39)
k=1

gdzie: e(k) = hy(k)—h,,(k) — uchyb regulacji, u(k) — sygnat
sterujacy pompa, wyjscie w regulatora

Pomiar odbywat si¢ z okresem probkowania wynoszacym
2.0 s, co dawato N = 150 pomierzonych prébek w kazdym
odcinku stabilizacji. Dodatkowo, dla kazdej proby
wyznaczany zostal funkcjonat catkowity J. bedacy suma

funkcjonaléw sktadowych. Wyznaczone wskazniki jakosci
na podstawie przeprowadzonych préb testowych znajduja si¢
w tabeli 1.

Zaprojektowany uklad sterowania z wykorzystaniem
metody LMI byt silniej nastrojony, co wida¢ po potozeniach
wyznaczonych warto$ci wlasnych uktadu zamknigtego, ktére
znajdujg si¢ dalej od osi liczb urojonych, anizeli wartosci
wlasne uktadu zaprojektowanego przy uzyciu klasycznej
metody lokowania biegunéw. W zwiagzku z tym w ukladzie
wykorzystujacym LMI uzyskiwano krétsze czasy regulacji #z
i mniejsze wartoSci wyznaczanych funkcjonaléw J,
natomiast wigksze wartosci zwigzane z maksymalnym
przeregulowaniem M,,.

6. WNIOSKI KONCOWE

W  pracy przedstawiono metodyke zwigzang
z wyznaczaniem warto$ci wzmocnien regulatora stanu przy
wykorzystaniu liniowych nieréwnoséci macierzowych (LMI).
Przy czym wzigto pod uwage jedynie pierwszy z trzech
warunkéw jakie w tym przypadku sa rozwazane,
a mianowicie obszary LMI umieszczone w lewej
polptaszczyznie zmiennej zespolonej s, w ktérych maja
znalez¢ si¢ wartosci wilasne projektowanego uktadu
sterowania. Kolejnymi warunkami uwzglednianymi w LMI
sa zapisywane w formie macierzowej normy H, oraz H,,
ktére ze wzgledu na obszerno§¢ zagadnienia nie zostaly
zawarte w tej pracy.

Przedstawione wyniki przedstawiaja poprawnos¢
zaprojektowanego regulatora stanu. Dodatkowe
przedstawienie klasycznej metody lokowania biegundw,
wykorzystanej do wyznaczania warto$ci wzmocnien
regulatora stanu, miato na celu ulatwienie zrozumienia
wyznaczania pierwszego warunku LMI.
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DESIGN OF WATER TANK LEVEL CASCADE CONTROL SYSTEM
VIA LMI APPROACH

The paper describes a state feedback controller design by pole placement method using Linear Matrix Inequalities
(LMI) approach. Conditions of pole placement constraints in a left half plane of the complex plane s are defined and
allowable region for poles of the closed-loop control system are determined. For the purpose of using the linear design
method, the mathematical model of controlled plant was linearized at a selected operating point. The designed state feedback
controller was used for controlling the water level in a two-tank cascade system. The paper presents results of both computer
simulations and real-time experiments.

Keywords: state feedback controller, linear matrix inequalities, pole placement method, tank cascade system.
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