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MODEL MATEMATYCZNY GENERATORA WIATROWEGO  

Z WARIATOREM PRZY ASYMETRYCZNYM OBCIĄŻENIU R-L 
 

MATHEMATICAL MODEL OF ELECTRIC POWER GENERATOR WITH 
VARIATOR DRIVEN BY WIND TURBINE AND LOADED BY UNBALANCED 

THREE-PHASE CIRCUIT RL 
 

Streszczenie: W pracy, sformułowano ogólny model matematyczny zespołu elektroenergetycznego składają-
cego się z generatora asynchronicznego, wariatora oraz asymetrycznego obciążenia RL. Równania stanu zapi-
sano w postaci normalnej Caushego. Przeprowadzono analizę numeryczną procesów nieustalonych zachodzą-
cych w badanym obiekcie. Układ elektromechaniczny uwzględnia podatność transmisji ruchu. Do sformowa-
nia różniczkowych równań stanu wykorzystano podejścia energetyczne dla układów nieholonomicznych. 
 

Abstract: In the paper a general mathematical model of an electric power system is formulated. The system 
consists of asynchronous generator, variator an unbalanced three-phase resistive-inductive load circuit. State 
equations in Cauchy’s standard form are given. A numerical analysis of transient processes, occurring in the 
investigated object, was carried out. The flexibility of motion transmission in electromechanical system is 
taken into account. The energy approaches for were used in order to formulate the differential equations.   
 
Słowa kluczowe: zasada Hamiltona, Euler-Lagrange’a system, zespół elektryczny, system nieholonomiczny 

Keywords: Hamilton’s principle, Euler-Lagrange’s system, electrical set, nonholonomic systems 

 
1. Wstęp 

Elektromechaniczne przetwarzanie energii jest 
podstawą pracy wszystkich maszyn elektrycz-
nych: indukcyjnych, synchronicznych, z mag-
nesami trwałymi [3, 6]. Maszyny te na dzień 
dzisiejszy są szeroko wykorzystywane w gos-
podarce energetycznej, między innymi w źró-
dłach pozyskiwania energii elektrycznej ze źró-
deł odnawialnych. Jako pierwotne źródło ener-
gii wykorzystuje się, w tych przypadkach, ener-
gię wiatru lub wody.  
Wymienione urządzenia są bardzo efektywne  
w układach niewielkich mocy, gdy występuje 
problem przekazywania małej ilości energii na 
duże odległości, gdy występuje problem zabe-
zpieczenia normalnej działalności i życia czło-
wieka w ciężko dostępnych punktach. Wtedy 
powstaje problem budowania rożnego rodzaju 
autonomicznych agregatów pojedynczych lub 
mini stacji elektrycznych, których elementami 
są generatory wiatrowe lub wodne. Większość 
urządzeń elektrycznych pracuje na konkretnym 
napięciu, co z kolei pociąga potrzebę zapew-
nienia stałej prędkości wirowania maszyn elek-
trycznych. W takim przypadku problem można 
rozwiązywać przy pomocy przykładowo skrzy-
ni biegów. Rozwiązanie to nie zawsze daje do-
bre efekty, ponieważ dyskretna zmiana biegów 

powoduje uderzenia momentów mechanicz-
nych, co z kolei prowadzi do zmniejszenia nie-
zawodności całego generatora. Dla bezawaryj-
nej pracy układu należałoby zastosować skrzy-
nie z wielką ilością biegów, co bardzo zwiększa 
koszt urządzenia. Doświadczenie pokazuje, iż 
w podobnych sytuacjach należy wykorzystać 
nie dyskretne urządzenia do zmiany biegów,  
a analogowe. Jednym z najbardziej udanych 
urządzeń tego typu jest wariator [2]. 
Celem pracy jest sformułowanie modelu mate-
matycznego generatora indukcyjnego, który 
poprzez wariator mechaniczny przekształca 
energię wiatru na energię elektryczną. Genera-
tor równolegle z baterią kondensatorów pracuje 
na asymetryczne aktywno-indukcyjne obciąże-
nie. Układ dynamiczny jest nieholonomiczny, 
co zmienia zasady wykorzystania ogólnej za-
sady wariacyjnej [3] drogą formułowania zmo-
dyfikowanej funkcji Lagrange’a [1], a także 
wykorzystania równań Lagrange’a drugiego ro-
dzaju. 

 

2. Model matematyczny układu 

Do analizy numerycznej wykorzystano układ 
elektromechaniczny, schemat którego przedsta-
wiono na rys. 1. 
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Rys. 1. Schemat układu elektromechanicznego  

 

Aby zapisać prawidłowo ruch układu wykorzy-
stano rozszerzone równanie dynamiki, polega-
jące na dołączeniu do równań Lagrange’a dru-
giego rodzaju składników, które uwzględnia nie-
holonomiczność układu [1, 2].  
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gdzie: T  – energia kinetyczna, P  – energia za-
chowawcza, 

RΦ  – dysypacyjna funkcja Rayle-

igha, 
iQ  – uogólnione siły zewnętrzne, ,q q&  – 

uogólnione współrzędne oraz prędkości systemu, 

, ( , )k ih q t  – współczynniki, charakteryzujące fun-

kcji nieholonomicznych powiązań, d – liczba 
nieholonomicznych powiązań, k – liczba holono-
micznych powiązań, s – liczba uogólnionych 
współrzędnych, j – bieżąca współrzędna. 
W jakości uogólnionych współrzędnych wyko-
rzystano ładunki w uzwojeniach silników induk-

cyjnych: (1 6) (1 6)q Q− −′=
 i kąty obrotu jednostek 

inercyjnych: (7 9) (1 3)q − −= ϕ
. W jakości uogólnio-

nych prędkości odpowiednio prądy w wymie-
nionych uzwojeniach oraz prędkości wirowania 
inercyjnych jednostek systemu: 

(1 6) (1 6) (7 9) (1 3),q i q− − − −= = ω& &
,  [2 – 7]. 

Ponieważ układ jest nieholonomiczny, do sys-
temu równań (1) należy dołożyć równania nie-
holonomicznych powiązań [1] 
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Wariując (izochronicznie) wyrażenie (2) 
otrzymano: 
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gdzie δ  – symbol wariowania. 
Analizując schemat z rys. 1, to nieholonomicz-
ność układu dotyczy tylko wariatora. Współ-
czynnik funkcji nieholonomicznych powiązań 
można zapisać w postaci [2]: 
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Warto zauważyć, że ogólne równania ruchu 
układów nieholonomicnych (1) można uzyskać 
z prawa Hamiltona [8], w tym także z jego 
zmodyfikowanej formy [3, 4].  
Z równania (1), uwzględniając (4) po prze-
kształceniach otrzymujemy system: 
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gdzie T%  – koenergia kinetyczna 
(T T%� ), ,S R  – stojan, wirnik generatora [3, 
4, 7]. 
Elementy funkcji energetycznych, wchodzące 
w system równań (5) – (8) [2 – 6]] można opi-
sać w następujący sposób: 
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gdzie ,Sj RjΨ Ψ  – pełne strumienie skojarzone 

stojana i wirnika odpowiednie; 1J  – całkowity 
moment bezwładności wirnika silnika napędo-
wego; 2J  – moment bezwładności wtórnego 

wała wariatora; EMJ  – moment bezwładności 

wirnika generatora ,S Ru u  – napięcie genera-
tora oraz napięcie na prętach klatki wirnika; 

,c ν  – współczynniki sztywności oraz rozpro-

szenia sprzęgła elastycznego wałoprzewodu; 

1 1( )M ω  – moment rozruchowy silnika napę-

dowego; EMM  – moment elektromagnetyczny 

generatora; ,S RLr r  – rezystancja stojana oraz 

części czołowej wirnika generatora; ,c ν  – 
współczynniki sztywności oraz dyssypacji. 
Energia uogólnionych sił gałęzi obciążenia zo-
stała przedstawiona w postaci uogólnionej siły 

4,5,6Q  [3, 6]. 

Równania powiązań między prędkościami pier-
wotnego i wtórnego wałów wariatora opisane 
są zależnościami [1, 2]: 

1 0 1 2 0( ) , ( ) ( )T Tc k t k t c k tΣ′ω = ω = ω =       (10) 

gdzie: 0c  – przekładnia reduktora, ( )Tk t  – 
przekładnia wariatora jako funkcja czasowa, 

( )k tΣ  – przekładnia wałoprzewodu od silnika 
do generatora, rys. 1. 
Uwzględniając wyrażenia (9) w zależności (5) 
otrzymano: 
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Uwzględniając w (11) wyrażenia funkcji 
energetycznych (9) można zapisać: 
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Po dokonaniu przekształceń:  
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Skąd, z uwzględnieniem wyrażenia (10), 
otrzymano ostatecznie równanie w postaci 
Causze’go: 
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W podobny sposób otrzymano kolejne równa-
nia ruchu: 
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(15) 
W przypadku wykorzystania w analizowanym 
układzie zamiast wariatora zwykłej skrzyni 
biegów, to układ elektromechaniczny przyj-
muje postać holonomicznego: (przekładnia bę-
dzie stała) i daje to możliwość bezpośredniego 
wykorzystania standardowego równania La-
grange’a drugiego rodzaju [1, 7, 8] 
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Wtedy równanie (13) istotnie upraszcza się  
i przyjmuje postać: 
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Podstawiając wyrażenia opisujące elementy 
funkcji energetycznych (9) do równań (7) i (8), 
otrzymano równania części elektrycznej układu 
w postaci macierzowo-wektorowej [2 – 7] 

,S R
S S S R RL R

d d

dt dt
= − − = − −

Ψ Ψ
u r i u r i     (18) 

Z równań (18) po dokonaniu przekształceń 
matematycznych otrzymano równania stanu 
części siłowej jako model typu-A [3, 4, 6, 7]: 
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gdzie , , ,S SR RS RA A A A  – współczynniki, za-
leżne od indukcyjności rozproszenia i magne-
sowania generatora asynchronicznego, Ω  – 
macierz wirowania maszyny [7].  
Napięcie 

Ru  wyznaczono z równań pola elek-
tromagnetycznego [2 – 4, 7] 

1 12

1
( 2 )

( )
k

k k k

d

dt z
− += − +

µγ ∆

H
H H H      (21) 

gdzie: H  – natężenie pola magnetycznego  
w żłobku wirnika µ  – przenikalność magne-

tyczna przewodu w żłobku wirnika, γ  – prze-

wodność elektryczna właściwa przewodów  
w żłobku wirnika k  – numer jednostki dyskre-
tyzacji, ( 12k ≥ ).  
Napięcie w prętach klatki wirnika [4, 7] opisuje 
zależność:  
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k k
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z
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γ∆
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       (22) 

gdzie: ,u ik k  – współczynniki transformacji na-
pięcia i prądu [7]. 
Wektor kolumnowy Su  można zapisać w po-
staci [3, 6]  

T
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gdzie [6] 
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Napięcia na baterii kondensatorów oraz prądy 
w gałęziach obciążenia [6] opisują zależności: 
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Napięcie neutralne można przedstawić wyko-
rzystując równanie [6]: 
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Moment elektromagnetyczny generatora zapi-
szemy w sposób zwykły [2 – 7]: 

1
03 ( ) / ,E SA RB SB RA m m mM p i i i i LΠ Π −= − τ τ = ,   

(31) 

gdzie p0 – liczba par biegunów maszyny, Π  – 
wskazuje na przekształcenie we współrzędnych 
ukośnych [2 – 7], Lm – statyczna indukcyjność 
namagnesowania generatora. 
Wspólnemu całkowaniu podlega układ równań 
różniczkowych: (14) lub (17), (19) – (21), (25) 
– (28), a także dodatkowo wyrażenia algebra-
iczne: (4), (10), (16), (23), (24), (29) – (31). 
 
3. Wyniki symulacji komputerowej 

Obliczenia numeryczne pracy układu z rys. 1. 
przeprowadzono dla generatora indukcyjnego  
o parametrach: РН = 4,5 KW, UN = 40 V, ІN = 9,4 
А, 

N
n

11440 s−= , Sr = 1,2 Ω , Rr = 1,21 Ω , 

Sσα = 146 H-1, 
Rσα = 128 H-1, 0p = 2, J = 0,05 

kg ⋅ m2. Krzywą magnesowania maszyny 
opisuje zależność: 
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k k k if
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(33)   
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gdzie 0k = 8,13, 1k = –5,34, 2k = 7,21, 

mα = 7,14, kψ = 0,63. Gałęzie obciążania zo-
stały odłączone od zespołu. Kondensatory bate-
rii kompensacyjnej połączono w gwiazdę. Ba-
teria miała dwie kaskady pojemności 

1 50C F= µ , 2 100C F= µ  [6]. Obliczenia 

numeryczne przeprowadzono dla 30 sekund 
pracy. Pierwsze 10 s wiatrak o stałej prędkości 
wirowania napędzał generator do momentu 
osiągnięcia ustalonego napięcia na uzwojeniu 
stojana maszyny. Aktywno-indukcyjne obcią-
żenie zostało odłączone od generatora, nato-
miast była podłączona bateria o pojemności 1C , 

rys. 1. W chwili czasu 10t s=  do generatora 

podłączono symetryczne obciążenie 25R = Ω , 

50 mHL = , jednocześnie zwiększając pojem-

ność do 2C . W stanie roboczym moment napę-
dowy wiatraka przyjęto na poziomie 

1 1( ) 450 N mM ω = ⋅ . W chwili czasu 15t s=  
aktywny moment został zmniejszony do po-
ziomu 1 1( ) 300 N mM ω = ⋅ . Następnie w czasie 

20t s=  na wariator, (który poprzednio praco-

wał ze współczynnikiem transformacji 
( ) 1Tk t = ), został podany sygnał od układu ste-

rowania. Wymieniony sygnał opisuje zale-
żność: ( )( ) 0,5 1 exp( )Tk t t= − − . Przekładnia re-

duktora (rys. 1) wynosiła 0,07c = .  
Na rysunku 2 przedstawiono przebieg czasowy 
prędkości kątowej punktu początkowego wału 
generatora. Na rysunku widać wszystkie 
zmiany prędkości podczas obliczeń symulacyj-
nych. W zakresie czasowym [15;30]t ∈  pręd-
kość kątowa jest za mała dla normalnej pracy 
urządzenia. 
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Rys. 2. Przebieg czasowy prędkości kątowej 

turbiny 
 

Na rysunku 3 pokazano przebieg czasowy 
prędkości kątowej wirnika generatora. Anali-
zując te dwa przebiegi można zauważyć, że  
w zakresie czasowym [0;20]t ∈  są one iden-

tyczne, różnią się tylko skalą ( 0,07c = ).  
W przedziale czasu [20;30]t ∈  widać pracę 
wariatora, co powoduje zwiększenie prędkości 
wirowania wirnika generatora.  
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Rys. 3. Przebieg czasowy prędkości wirnika ge-

neratora 

0 10 20 30

-400

-200

0

200

400 uSA,V

t, s

 
Rys. 4. Przebieg czasowy napięcia fazy A gene-

ratora 
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Rys. 5. Przebieg czasowy prądu fazy A stojana 

generatora 
 

Na rysunku 4 przedstawiono przebieg czasowy 
napięcia na uzwojeniach fazy A generatora.  
W momencie czasu 0t s= −  nastąpił rozruch 
urządzenia do osiągnięcia na uzwojeniu gene-
ratora znamionowego napięcia. Następnie,  
w chwili 10t s= , generator został obciążony, 
jednocześnie bateria została zwiększona do wa-
rtości C2. W moment czasu 15t s=  zmniejszył 
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się moment napędzający generator, co z kolei 
spowodowało bardzo istotne obniżenie napięcia 
generatora. W chwili 20t s=  na wariator zos-
tał podany sygnał od układu sterowania, powo-
dując zmianę jego przekładni. Zmiana przekła-
dni trwała 5 s i w chwili 25t s=  przekładnia 

wariatora wyniosła ( ) 1,5Tk t =  generator pracu-
je w stanie ustalonym.  
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Rys. 6. Przebieg czasowy przekształconego prą-

du fazy A wirnika generatora 
 

Na rysunkach 5 i 6 przedstawiono przebiegi 
czasowe prądu fazy A stojana i wirnika. W za-
kresie czasowym [0; 10]t ∈  s można rozpatry-
wać jako pracę w stanie jałowym dla genera-
tora. Do maszyny nie było podłączone obciąże-
nie, tylko bateria kompensacyjna. W przedziale 
czasu: [10; 15]t ∈  s prąd uległ zwiększeniu pra-
wie 2 razy. Zmniejszenie napięcia generatora 
( 15t s= ) prowadzi do zmniejszenia prądu za-

równo w uzwojeniach stojana jak i wirnika, co 
widać na ww. rysunkach. Następnie dochodzi 
do zwiększenia napięcia generatora do wartości 
znamionowej i do stabilizacji prądów maszyny. 
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Rys. 7. Przebieg czasowy prądu fazy A w gałęzi 

obciążenia 

 

Na rysunku 7 pokazano przebieg czasowy prą-
du fazy A w gałęzi obciążenia generatora.  

W przedziale [0; 10]t ∈  widać brak prądu, po-
nieważ obciążanie maszyny zostało odłączone.  
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Rys. 8. Przebieg czasowy prądu fazy A płyną-

cego przez baterię 
 

Rysunek 8 przedstawia przebieg czasowy prądu 
fazy A płynącego przez baterię kondensatorów. 
W porównaniu z poprzednim rysunkiem  
w przedziale [0; 10]t ∈  widać wzrost wartości 

prądu. Prędkość wzrostu tej funkcji podczas 
namagnesowania generatora zależy od wartości 
napięcia naładowania (tutaj 10Cu =  V) rozru-
chowej baterii oraz w mniejszej mierze od po-
jemności samej baterii. Co do procesów fizycz-
nych w kolejnych przedziałach czasowych, to 
podobne są do występujących w poprzednich 
rysunkach.  

4. Wnioski  

W urządzeniach autonomicznego generowania 
energii elektrycznej za pomocą generatorów 
indukcyjnych celowe jest wykorzystanie regu-
latora prędkości wirowania (wariatora). Ponie-
waż z punktu widzenia mechaniki analitycznej 
wariator rozpatruje się jako układ nieholono-
miczny, to dla analizy procesów przejściowych 
w generatorach wiatrowych niezbędne jest wy-
korzystanie ogólnych równań Appella.  
Na podstawie wyników symulacji kompute-
rowej można wyciągnąć następujące wnioski:  
– dla rozruchu generatora indukcyjnego w au-
tonomicznym stanie pracy niezbędne jest wy-
korzystanie źródła energii biernej, czyli baterii 
kompensacyjnych o obniżonej pojemności,  
a w stanie roboczym pojemność należy zwięk-
szyć w zależności od cosϕ obciążenia; 
– podczas analizy stanów pracy zespołu elek-
troenergetycznego niezbędne jest uwzględnie-
nie prędkości wirowania układu podczas jego 
rozruchu. 
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