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MODEL MATEMATYCZNY GENERATORA WIATROWEGO
Z WARIATOREM PRZY ASYMETRYCZNYM OBCIAZENIU R-L

MATHEMATICAL MODEL OF ELECTRIC POWER GENERATOR WITH
VARIATOR DRIVEN BY WIND TURBINE AND LOADED BY UNBALANCED
THREE-PHASE CIRCUIT RL

Streszczenie: W pracy, sformulowano ogdlny model matematyczny zespotu elektroenergetycznego sktadaja-
cego si¢ z generatora asynchronicznego, wariatora oraz asymetrycznego obcigzenia RL. Rownania stanu zapi-
sano w postaci normalnej Caushego. Przeprowadzono analiz¢ numeryczng proceséw nieustalonych zachodza-
cych w badanym obiekcie. Uktad elektromechaniczny uwzglednia podatnos¢ transmisji ruchu. Do sformowa-
nia rézniczkowych roéwnan stanu wykorzystano podejscia energetyczne dla uktadéw nieholonomicznych.

Abstract: In the paper a general mathematical model of an electric power system is formulated. The system
consists of asynchronous generator, variator an unbalanced three-phase resistive-inductive load circuit. State
equations in Cauchy’s standard form are given. A numerical analysis of transient processes, occurring in the
investigated object, was carried out. The flexibility of motion transmission in electromechanical system is
taken into account. The energy approaches for were used in order to formulate the differential equations.
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1. Wstep

Elektromechaniczne przetwarzanie energii jest
podstawa pracy wszystkich maszyn elektrycz-
nych: indukcyjnych, synchronicznych, z mag-
nesami trwatymi [3, 6]. Maszyny te na dzien
dzisiejszy sa szeroko wykorzystywane w gos-
podarce energetycznej, miedzy innymi w zro-
diach pozyskiwania energii elektrycznej ze zro-
det odnawialnych. Jako pierwotne zrddto ener-
gii wykorzystuje sie, w tych przypadkach, ener-
gie wiatru lub wody.

Wymienione urzadzenia sg bardzo efektywne
w ukladach niewielkich mocy, gdy wystepuje
problem przekazywania matej ilosci energii na
duze odleglosci, gdy wystepuje problem zabe-
zpieczenia normalnej dziatalnosci i zycia czto-
wieka w ciezko dostepnych punktach. Wtedy
powstaje problem budowania roznego rodzaju
autonomicznych agregatow pojedynczych lub
mini stacji elektrycznych, ktérych elementami
sa generatory wiatrowe lub wodne. Wigkszos¢
urzadzen elektrycznych pracuje na konkretnym
napieciu, co z kolei pocigga potrzebe zapew-
nienia statej predkosci wirowania maszyn elek-
trycznych. W takim przypadku problem mozna
rozwigzywaé przy pomocy przyktadowo skrzy-
ni biegéw. Rozwiazanie to nie zawsze daje do-
bre efekty, poniewaz dyskretna zmiana biegow

powoduje uderzenia momentdw mechanicz-
nych, co z kolei prowadzi do zmniejszenia nie-
zawodnoS$ci catego generatora. Dla bezawaryj-
nej pracy uktadu nalezatoby zastosowac skrzy-
nie z wielka iloscig biegdw, co bardzo zwicksza
koszt urzadzenia. Do§wiadczenie pokazuje, iz
w podobnych sytuacjach nalezy wykorzystac¢
nie dyskretne urzadzenia do zmiany biegow,
a analogowe. Jednym z najbardziej udanych
urzadzen tego typu jest wariator [2].

Celem pracy jest sformutowanie modelu mate-
matycznego generatora indukcyjnego, ktory
poprzez wariator mechaniczny przeksztatca
energi¢ wiatru na energi¢ elektryczng. Genera-
tor rownolegle z bateriag kondensatoré6w pracuje
na asymetryczne aktywno-indukcyjne obciaze-
nie. Uktad dynamiczny jest nieholonomiczny,
co zmienia zasady wykorzystania ogolnej za-
sady wariacyjnej [3] droga formulowania zmo-
dyfikowanej funkcji Lagrange’a [1], a takze
wykorzystania rownan Lagrange’a drugiego ro-
dzaju.

2. Model matematyczny ukladu

Do analizy numerycznej wykorzystano uktad
elektromechaniczny, schemat ktorego przedsta-
wiono narys. 1.
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Rys. 1. Schemat uktadu elektromechanicznego

Aby zapisa¢ prawidtowo ruch uktadu wykorzy-
stano rozszerzone rownanie dynamiki, polega-
jace na dolaczeniu do rownan Lagrange’a dru-
giego rodzaju sktadnikow, ktore uwzglednia nie-
holonomiczno$¢ uktadu [1, 2].

d oT 0T oP o, s d oT

—— ~0.+ L£xr

dt aql aql aql aqz k=s—d+1 dt aC] k

—ﬂ¥g¥m?wﬂ%=aqeﬂ,m
dq, 0q, 0q, dt

gdzie: T — energia kinetyczna, P — energia za-
chowawcza, ®, — dysypacyjna funkcja Rayle-
igha, O, — uogolnione sity zewngtrzne, q,q —
uogodlnione wspotrzedne oraz predkosci systemu,
h (q,t) — wspotczynniki, charakteryzujgce fun-
kecji nieholonomicznych powigzan, d — liczba
nieholonomicznych powiazan, k — liczba holono-
micznych powigzan, s — liczba uogolnionych
wspotrzednych, j — biezaca wspotrzedna.

W jakosci uogdlnionych wspodtrzednych wyko-
rzystano tadunki w uzwojeniach silnikéw induk-

cyjnych: do-0 = Q-0 i katy obrotu jednostek

inercyjnych: Qo9 =P W jakos$ci uogolnio-

nych predkosci odpowiednio prady w wymie-
nionych uzwojeniach oraz predkosci wirowania
inercyjnych jednostek systemu:

dioe) =l e)s G7-0) = D
(1-6) (1-6)° (7-9) (1 3), [2_7]

Poniewaz uktad jest nieholonomiczny, do sys-
temu réwnan (1) nalezy dolozy¢ réwnania nie-
holonomicznych powiazan [1]

s—d
G =D P + By
m=1
k=(s—-d+Ls—d+2,..,s) (2)

Wariujac  (izochronicznie)

otrzymano:

wyrazenie (2)

s—d

8, =D 1,8,

m=1

k=(s—-d+1,s—d+2,...,5) 3)

gdzie & — symbol wariowania.

Analizujac schemat z rys. 1, to nicholonomicz-
no$¢ uktadu dotyczy tylko wariatora. Wspot-
czynnik funkcji nieholonomicznych powigzan
mozna zapisa¢ w postaci [2]:

¢,(0)

Warto zauwazy¢, ze ogdlne roéwnania ruchu
uktadéw nieholonomicnych (1) mozna uzyskac
z prawa Hamiltona [8], w tym takze z jego
zmodyfikowanej formy [3, 4].

Z réwnania (1), uwzgledniajac (4) po prze-
ksztatceniach otrzymujemy system:

“4)

21
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R N
dt om, O, 0Op, Ow,
N iaT_8T+6P+8<I>R_Q2 B, =0
dt 0w, 0¢p, 09, 0w,
)
dor _or Py o
dt 0w, 0, 0p, O,
G e _g,=0, j=4B.C (]
dt Oig Oy !
d aT +aq)R _QRj :05 j:A,B,C (8)

aa, o,

gdzie T —  koenergia  kinetyczna
(70 T ),S,R — stojan, wirnik generatora [3,
4, 7].

Elementy funkcji energetycznych, wchodzace
w system rownan (5) — (8) [2 — 6]] mozna opi-
sa¢ w nastepujacy sposob:
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(DR __z ,(rSjlsj' +rRLjZRj)+V23—
24 2

Q1 :M1((01)> Qz =0, Q3 :MEM’
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gdzie ¥ S
stojana i wirnika odpowiednie; J,
moment bezwtadno$ci wirnika silnika napedo-
wego; J, — moment bezwladnos$ci wtornego

— pelne strumienie skojarzone

— calkowity

wala wariatora; J, — moment bezwladnosci
wirnika generatora wug,u, — napigcie genera-
tora oraz napigcie na pretach klatki wirnika;
¢,v — wspolczynniki sztywnosci oraz rozpro-
szenia sprzegla elastycznego watoprzewodu;
M,(®»,) — moment rozruchowy silnika napg-
dowego; M, — moment elektromagnetyczny
generatora; rg,r,, — rezystancja stojana oraz
czgsci czotowej wirnika generatora; c,v —
wspotczynniki sztywnosci oraz dyssypacji.
Energia uogodlnionych sit galezi obcigzenia zo-
stata przedstawiona w postaci uogolnionej sity
0,56 [3,6].

Réwnania powigzan miedzy predkosciami pier-
wotnego i wtornego walow wariatora opisane
sg zaleznosciami [1, 2]:

o) =c,0, =k (Do, k(1) =cpk,(t) (10)

gdzie: ¢, — przekladnia reduktora, k,(¢) —

przektadnia wariatora jako funkcja czasowa,
ks (t) — przekladnia waloprzewodu od silnika

do generatora, rys. 1.
Uwzgledniajac wyrazenia (9) w zaleznosci (5)
otrzymano:

d oT (daT or oD,
1

- +— 0(11
dt oo, dt 6w, 6(p2 jhz‘ (1

Uwzgledniajac w  (11) wyrazenia funkcji
energetycznych (9) mozna zapisac:

dl 0 Jo d( o J,o;
M, + +
dt(@u) 2} [dt[@mz 2 j
_ 2
e 0 @) 0 (- mjhm

23 o0, > BN oo, >
(12)

Po dokonaniu przeksztalcen:

do do
J17t1—M1 +(J27t2+023((p2 —Q;)+

+V23((P2_(P3)jh21(t)20 (13)

Skad, z uwzglgdnieniem wyrazenia (10),
otrzymano ostatecznie réwnanie w postaci
Causze’go:

-1
d(DZ — kﬁ(t) Jl +J2 _Ldkﬁ(t)
dt h,, h,,

+LM1 _Cza(q)z —(p3)—V23(0)2 _0)3)) (14)

21

i Jo, +

W podobny sposob otrzymano kolejne réwna-
nia ruchu:

do, 1

= —w)—M
dr J, )~ M)

(15)
W przypadku wykorzystania w analizowanym
ukladzie zamiast wariatora zwyklej skrzyni
biegow, to uktad elektromechaniczny przyj-
muje posta¢ holonomicznego: (przektadnia be-
dzie stata) i daje to mozliwos$¢ bezposredniego
wykorzystania standardowego rownania La-
grange’a drugiego rodzaju [1, 7, 8]

dt

(Cz3 (@, —03) +Vy(w,

ks (t) =k, = const =

(16)

Wtedy rownanie (13) istotnie upraszcza si¢
1 przyjmuje postac:

do, 1 (
= k.M, —c —-Q,)—
dt (k;J1+J2) M, —cy5 (0, — 05)

-V, (o, —co3)j (17)

Podstawiajac wyrazenia opisujace elementy
funkcji energetycznych (9) do réwnan (7) i (8),
otrzymano réwnania czgsci elektrycznej uktadu
W postaci macierzowo-wektorowej [2 — 7]
d¥Y ., a¥ .

dtS =g Kl TZ‘R =—U, —Tyl,  (18)
Z réwnan (18) po dokonaniu przeksztalcen
matematycznych otrzymano rdéwnania stanu
czesci sitowej jako model typu-4 [3, 4, 6, 7]:

di .
7:=AS(—uS —riig)+
A (U Q¥ ~Tui) (o)
di .
7:=ARS(—uS —riig)+
+AR( uR_Q‘P RL R)+Ql (20)
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SR> RS>

gdzie AgsAges Agss Ap _ wspotczynniki, za-
lezne od indukcyjnos$ci rozproszenia i magne-
sowania generatora asynchronicznego, Q -
macierz wirowania maszyny [7].

Napigcie u, wyznaczono z roéwnan pola elek-

tromagnetycznego [2 — 4, 7]

dH 1
L= y(H,, -2H, +H, ) (21
dt  py(Az)
gdzie: H - natezenie pola magnetycznego

w zlobku wirnika p — przenikalno$¢ magne-
tyczna przewodu w ztobku wirnika, y — prze-
wodno$¢ elektryczna wlasciwa przewodow
w zlobku wirnika & — numer jednostki dyskre-
tyzacji, (k>12).

Napigcie w pretach klatki wirnika [4, 7] opisuje
zalezno$¢:

k k,
u, =—/—-(-3H, +4H, - H,)
gdzie: k, ,k, — wspotczynniki transformacji na-
pigcia i pradu [7].
Wektor kolumnowy ug mozna zapisa¢ w po-
staci [3, 6]
T
Ug =| Ug, (23)

gdzie [6]

1 1
Ugy =§(2uCA +”CB)’ Usp =§(uCB _uCA) (24)

Napigcia na baterii kondensatorow oraz prady
w galeziach obciazenia [6] opisujg zaleznosci:

dug, 1

" _%(iﬂ —ig +iy—i,) (25)

du 1 ,. ) ..

7@=E(15A—2ISB—2IB—IA) (26)
di,_1

=—(a2uCA+a3iA+a4uCB+a5iB) (27)
dt a

di, 1

. =;l(b2uCA+b3iA+b4uCB+b5 iB) (28)
gdzie [6]
LL,+L, L. +L,6L L.+ L
a, = At zc AC,a2= BL C,a4=_1
B B
L,+L
a3=—( E CRA+RCJ
B

L, +L
a5=—( 5 CRB+RB+RC];

LB
y _ Luly + Lol + Lol
1 LC s
L
b, =1, b, =—(L—2RC —RAJ,

L L
by=="4, b, =—(L—A(RB+RC)+RBJ (29)
C C

Napigcie neutralne mozna przedstawi¢ wyko-
rzystujgc rownanie [6]:

1 _ .
v, =§((RA —R.)i, + (R, —R.)i, +

4 < (azuCA +ayi, +a,uq, +a; iB)+

a,

L,-L

B (¢

+ (b2uCA+b3 i, +bu, +b, iB)

1

(30)

Moment elektromagnetyczny generatora zapi-
szemy w sposob zwykly [2 — 7]:

M, = \/§p0 (iSAiII;IB - iSBiSA) [ Ts Ty = L;zl
(1)

gdzie py — liczba par biegunéw maszyny, 1T —
wskazuje na przeksztatcenie we wspoirzgdnych
ukosnych [2 — 7], L,, — statyczna indukcyjnosé
namagnesowania generatora.

Wspdlnemu catkowaniu podlega uktad rownan
rézniczkowych: (14) lub (17), (19) — (21), (25)
— (28), a takze dodatkowo wyrazenia algebra-
iczne: (4), (10), (16), (23), (24), (29) — (31).

3. Wyniki symulacji komputerowej

Obliczenia numeryczne pracy uktadu z rys. 1.
przeprowadzono dla generatora indukcyjnego
o parametrach: P,y=4,5 KW, Uy=40V, Iy=9,4
A, n, =1440s7", =12 Q, np=121 Q,
o, =146 H', o_, =128 H', p, =2, J =0,05

kg-m’. Krzywa magnesowania maszyny
opisuje zalezno$¢:
o , 1 - 7
: :{ Voo i A 33)
koW, + ks, + kv i v, >y



Maszyny Elektryczne - Zeszyty Problemowe Nr 2/2016 (110) 107

gdzie  k,=8,13, k=534, Kk, =721,
a, =7,14, vy, =0,63. Galezie obcigzania zo-
staty odlaczone od zespotu. Kondensatory bate-
rii kompensacyjnej potaczono w gwiazdg. Ba-
teria miala dwie kaskady pojemnosci
C,=50uF, C,=100pF [6]. Obliczenia
numeryczne przeprowadzono dla 30 sekund
pracy. Pierwsze 10 s wiatrak o stalej predkosci
wirowania napedzatl generator do momentu
osiagnigcia ustalonego napigcia na uzwojeniu
stojana maszyny. Aktywno-indukcyjne obcia-
zenie zostato odlaczone od generatora, nato-
miast byla podtaczona bateria o pojemnosci C,,
rys. 1. W chwili czasu ¢t=10s do generatora
podtaczono symetryczne obcigzenie R =25 Q,
L =50 mH, jednocze$nie zwigkszajac pojem-
nos¢ do C,. W stanie roboczym moment nape-
dowy wiatraka przyjeto na  poziomie
M,(0,)=450 N-m. W chwili czasu =15+
aktywny moment zostal zmniejszony do po-
ziomu M, (®,) =300 N-m. Nastgpnie w czasie
t =20 s na wariator, (ktéry poprzednio praco-
wal ze  wspdlczynnikiem  transformacji
kr(t)=1), zostat podany sygnal od ukladu ste-
rowania. Wymieniony sygnal opisuje zale-
zn0$¢: ky(t)=0,5(1—exp(—7)) . Przektadnia re-
duktora (rys. 1) wynosita ¢ =0,07 .

Na rysunku 2 przedstawiono przebieg czasowy
predkosci katowej punktu poczatkowego watu
generatora. Na rysunku wida¢ wszystkie
zmiany predkosci podczas obliczen symulacyj-
nych. W zakresie czasowym ¢ e[15;30] pred-
ko$¢ katowa jest za mata dla normalnej pracy
urzadzenia.

125 ©,s"
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Rys. 2. Przebieg czasowy predkosci kqtowej
turbiny

Na rysunku 3 pokazano przebieg czasowy
predkosci katowej wirnika generatora. Anali-
zujac te dwa przebiegi mozna zauwazyC, ze
w zakresie czasowym fe[0;20] sa one iden-

tyczne, roznig si¢ tylko skalg (c=0,07).
W przedziale czasu ¢€[20;30] wida¢ prace

wariatora, co powoduje zwigkszenie predkosci
wirowania wirnika generatora.
170+ o, 5-1
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Rys. 3. Przebieg czasowy predkosci wirnika ge-
neratora

400 Usa, V

200

-200—

ts
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Rys. 4. Przebieg czasowy napiecia fazy A gene-
ratora
207 isa,A

t,s
-20 ; ‘ ; ‘ ; ‘

0 10 20 30

Rys. 5. Przebieg czasowy prgdu fazy A stojana
generatora

Na rysunku 4 przedstawiono przebieg czasowy
napiecia na uzwojeniach fazy A generatora.
W momencie czasu ¢=-0s nastapit rozruch
urzadzenia do osiagnigcia na uzwojeniu gene-
ratora znamionowego napigcia. Nastepnie,
w chwili =10 s, generator zostal obcigzony,
jednoczesnie bateria zostata zwigkszona do wa-
rtosci C,. W moment czasu ¢ =15 s zmniejszyt
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si¢ moment napg¢dzajacy generator, co z kolei
spowodowalo bardzo istotne obnizenie napi¢cia
generatora. W chwili =20 s na wariator zos-

tal podany sygnat od uktadu sterowania, powo-
dujac zmiang jego przektadni. Zmiana przekta-
dni trwata 5 s i w chwili =25 s przekladnia

wariatora wyniosta k,(¢) =1,5 generator pracu-
je w stanie ustalonym.

15— iga, A

10—

t,s
-15 ‘ : ‘ ‘ ‘ :

0 10 20 30

Rys. 6. Przebieg czasowy przeksztatconego prg-
du fazy A wirnika generatora

Na rysunkach 5 i 6 przedstawiono przebiegi
czasowe pradu fazy A stojana i wirnika. W za-
kresie czasowym ¢ €[0; 10] s mozna rozpatry-

wac jako prace w stanie jalowym dla genera-
tora. Do maszyny nie byto podtaczone obcigze-
nie, tylko bateria kompensacyjna. W przedziale
czasu: ¢ €[10; 15] s prad ulegt zwigkszeniu pra-
wie 2 razy. Zmniejszenie napigcia generatora
(t=15s) prowadzi do zmniejszenia pradu za-
roOwno w uzwojeniach stojana jak i wirnika, co
wida¢ na ww. rysunkach. Nast¢pnie dochodzi
do zwigkszenia napigcia generatora do warto$ci
znamionowej i do stabilizacji pradéw maszyny.
15 i, A

10—

t,s
1

-15 : ‘ : :

0 10 20 30

Rys. 7. Przebieg czasowy prqdu fazy A w galezi
obcigzenia

Na rysunku 7 pokazano przebieg czasowy pra-
du fazy A w galezi obciazenia generatora.

W przedziale ¢ €[0;10] wida¢ brak pradu, po-
niewaz obcigzanie maszyny zostalo odtaczone.

207 jcp, A

ts
-20 ‘ ‘ | | | :

0 10 20 30

Rys. 8. Przebieg czasowy prqdu fazy A plyng-
cego przez baterie

Rysunek 8 przedstawia przebieg czasowy pradu
fazy A plynacego przez bateri¢ kondensatorow.
W  poréwnaniu z poprzednim rysunkiem
w przedziale ¢ €[0;10] wida¢ wzrost wartosci

pradu. Predko$¢ wzrostu tej funkcji podczas
namagnesowania generatora zalezy od warto$ci
napigcia naladowania (tutaj u. =10 V) rozru-
chowej baterii oraz w mniejszej mierze od po-
jemnosci samej baterii. Co do procesow fizycz-
nych w kolejnych przedziatach czasowych, to
podobne sa do wystepujacych w poprzednich
rysunkach.

4. Whnioski

W urzadzeniach autonomicznego generowania
energii elektrycznej za pomocg generatorow
indukcyjnych celowe jest wykorzystanie regu-
latora predkosci wirowania (wariatora). Ponie-
waz z punktu widzenia mechaniki analitycznej
wariator rozpatruje si¢ jako uklad nieholono-
miczny, to dla analizy proceséw przejsciowych
w generatorach wiatrowych niezbedne jest wy-
korzystanie ogdlnych rownan Appella.

Na podstawie wynikéw symulacji kompute-
rowej mozna wyciagnaé nastepujace wnioski:

— dla rozruchu generatora indukcyjnego w au-
tonomicznym stanie pracy niezbg¢dne jest wy-
korzystanie zrodta energii biernej, czyli baterii
kompensacyjnych o obnizonej pojemnosci,
a w stanie roboczym pojemnos¢ nalezy zwigk-
szy¢ w zalezno$ci od cos @ obcigzenia;

— podczas analizy standw pracy zespotu elek-
troenergetycznego niezbedne jest uwzglednie-
nie predkosci wirowania uktadu podczas jego
rozruchu.
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